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粘弾性材料中の欠陥に対する2次元面外波動の
順解析および逆散乱解析
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1. はじめに
高度経済成長期に集中的に整備された土木構造物は老朽

化が進行し，今後更新の時期を迎える.しかしながら，膨

大な数の構造物をすべて更新することは不可能である. も

し,構造物内部の欠陥を超音波非破壊評価法で検出し,欠陥

の位置や大きさ等を特定できれば,より効率的な補修対策

等が可能となる. 超音波非破壊評価で得られた波形データ

を用いて欠陥形状を特定する方法の１つとして，線形化逆

散乱解析法 1) が知られている. しかしながら,既往の研究

では等方性材料中の欠陥を対象とした解析例が多く, 例え

ば粘弾性材料や異方性材料のような複雑な媒体を対象とし

た解析例は数少ない. 本研究では,粘弾性材料中の欠陥を対

象とした線形化逆散乱解析手法について検討する. また,粘

弾性材料中の波形を求める方法として, ここでは粘弾性波

動問題に対する最新の波動解析手法である演算子積分時間

領域境界要素 2) を用いる.

2. 粘弾性材料中の欠陥に対する逆散乱解析
Fig.1のような２次元無限粘弾性体D内部に存在する空

洞欠陥Dcに対する逆散乱解析について考える. ここでは入

射波を SH波として同一の探触子を用いて超音波の送受信

を行い散乱波形を計測する, いわゆる超音波パルスエコー

法を想定する. また,この空洞は, Fig.1で示すように, x3方

向にも一定の断面を持つものとし,波動場も x3方向に同位

相であり,一定の波数 kT で x3 方向に振動しながら x1-x2

面内を伝播するものとする.

この時,面外波動場の変位 uは,次の方程式を満足する.

µ(ω)∇2u+ ρω2u = 0 (1)

ここで, µはせん断弾性定数であり,周波数 ωに依存するこ

とに注意する.また, ρは密度である. 散乱波の積分関係式

は,空洞の境界 ∂D での表面力が境界条件よりゼロとなる

ことを考慮すれば,点 xでの変位は次のように表せる.

usc(x, kT ) =

∫
∂D

nα(y)
∂U

∂yα
(x,y, kT )u(y, kT )dSy (2)

ここで, U(x,y, kT )は 2次元粘弾性面外波動問題に対する基

本解であり, nα(y)(α = 1, 2)は境界 ∂D上の点 yにおける

外向き単位法線ベクトルである. ここで,基本解 U(x,y, kT )

に対し,漸近展開を行い,点 xが空洞Dcの寸法,波長 λin =
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図 1 Ultrasound pulse‐echo model.

2π/kT に比べ十分遠方にあると仮定した遠方近似を用いれ

ば,式 (2)は次のように表すことができる.

usc(x, kT ) =
kT x̂α

4

√
2

πkT |x|
ei(kT |x|−π

4 )

×
∫
∂D

nα(y)e
−ikT x̂·yu(y, kT )dSy (3)

ここで, x̂αは xの単位ベクトル成分を表す. さて,式 (3)で

は,境界 ∂D上の点 yでの未知の全変位場 u(y, kT )を含ん

でいる. そこで Born近似を用いることで, u(y, kT )を入射

波動場 uin(y, ω)で近似する線形化を施し, Gaussの定理を

用いれば,式 (3)は次のように表すことができる.

usc(x, kT ) =
kT x̂α

4

√
2

πkT |x|
ei(kT |x|−π

4 )

×
∫
D

∂uin(y, kT )

∂yα
e−ikT x̂·yuin(y, kT )dVy

(4)

今,粘弾性体中の入射波を平面波と仮定し,次のように表す.

uin(x, ω) = F ν(kT )e
ikT d̂·x (5)

ただし, d̂は入射波の伝播方向ベクトル, F vは波数 kT に対

する入射波の振幅である. さらに,領域Dc内でのみ値を持

つ次の特性関数 Γ(y)

Γ(y) =

{
1 y ∈ Dc

0 y ∈ D
(6)

を導入すると,式 (4)は,
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図 2 Analysis model.

usc(x, kT ) =Fｖ(kT )

√
k3T

8π|x|
ei(kT |x|− 3

4π)

×
∫
R

Γ(y)e−2ikT x̂·ydVy (7)

となる.ここで Rは 2次元全領域を表す. K = 2kT x̂とし,

式 (7)を変形すると,

usc(x, kT )

F v(kT )

√
8π|x|
k3T

e−i(kT |x|− 3
4π) =

∫
R

Γ(y)e−iK·ydVy

(8)

となる.上式は,特性関数 Γ(y)の Fourier変換の形をしてい

る. 従って,関数 Γ(y)はKの変数変換を考慮して逆 Fourier

変換により,

Γ(y) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

usc(x, kT )

F v(kT )

√
8|x|
π3kT

× e−i(kT |x|−2kT x̂·y− 3
4π)dkT dθ (9)

と求める事ができ,欠陥形状の再構成が可能となる.

3. 数値解析例
以下,数値解析例を示す. Fig.2のように領域D内に半径

r = aの空洞欠陥 DC が存在すると仮定し, 超音波の送受

信点を,欠陥を取り囲む円周上においた,パルスエコー法に

より行う. なお,粘弾性材料中の平面波は,式 (5)で与え,振

幅 F v(kT )は文献
2) を参考に,

F v(kT ) =
ω2
0(1− eiωT0)

2iω(ω2 − ω2
0)

(10)

で与えた. ただし, ω0 及び T0 は中心主波数と対応する入

射波の周期である. 粘弾性体のモデルは三要素標準モデル

を用いた. 通常,式 (9)における散乱波 usc(x, kT )は, 実用

的には超音波計測実験等により求めることができる時間波

形である. 数値解析では,この散乱波 usc(x, kT )を求める際

に,波動解析に有効な時間領域境界要素法を用いた順解析

が行われる場合が多いが, 通常の時間領域境界要素法では

粘弾性面外波動問題に対する解析を実行することは困難で

ある. その理由は,粘弾性波動問題に対する時間領域基本解

(b)(a)

図 3 Analysis results(a)0 ≤ θ ≤ 2π (b)0 ≤ θ ≤ π/2

は,解析的に求まらない点にある. そこで,本研究では演算

子積分時間領域境界要素法 2) を用いて散乱波 usc(x, t)を

求める順解析を行い,その結果を逆 Fourier変換することで

散乱波 usc(x, kT )求めている.

解析結果を Fig.3に示す. Fig.3は,粘弾性体中の欠陥形

状の再構成像を示しており, Fig.3(a)は欠陥の全周方向,す

なわち 0 ≤ θ ≤ 2π において超音波の送受信を行った場合

の結果を, Fig.3(b)は, 0 ≤ θ ≤ π/2において送受信を行っ

た場合の欠陥形状の再構成結果を示している. ただし,送受

信点は, Fig.3のように,欠陥から十分遠方に,観測点を角度

θ に対して 10◦ 刻み,合計 36点配置した. 従って, Fig.3(b)

の場合の送受信点は合計 10点となる. また, Fig.3における

中央の白丸は実際に半径 aの円形空洞が存在する部分を示

している. Fig.3(a)より,全周方向から超音波を送受信した

場合は,概ね空洞欠陥を再構成できていると言える. 一方,

Fig.3(b)より,超音波の送受信を 0 ≤ θ ≤ π/2と 1/4に限定

した場合は,送受信を行った側,すなわち空洞欠陥の 1/4に

対して,比較的精度良く欠陥形状を再現できていることが

確認できる.

4. おわりに
本研究では,パルスエコー法を対象とした粘弾性材料中

の欠陥に対する面外波動の順解析,および逆散乱解析によ

る欠陥形状再構成を行った. 演算子積分時間領域境界要素

法を順解析として援用すれば,逆散乱解析に必要な散乱波

の時間波形を容易に解析することができ,便利である. また,

逆散乱解析の定式化は境界積分表現式を用いて実行される

ため,境界要素法との親和性も高い.

今後は, 2次元面内波動問題や 3次元問題への拡張を行っ

て行く予定である. また,異方性弾性体中の欠陥再構成手法

等についても検討していきたい.
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