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時間・空間の離散化に wavelet基底を用いた
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1. はじめに
近年，境界要素解析の高速化・効率化を図る手法の開発，お

よび実用化に関する研究成果が活発に報告されており，高速

多重極展開法1)や wavelet法2)がその代表である．Wavelet法

は，境界積分方程式の離散化に用いる基底関数としてwavelet

基底を用いる方法である．基底関数のゼロモーメント性に

より，離散化により得られる係数行列成分の大半が微小な

成分となり，それらを切り捨てる（0とみなす）ことで係数

行列を疎行列化し，計算効率の向上を図り大規模問題への

適用可能性を高める方法である．

Wavelet 法は，これまで適用の大半が Laplace 問題や

Helmholtz 問題などの定常問題になっており，拡散問題や

波動伝播問題に代表される非定常問題，特にこれらの問題

を時間域境界要素法で解析するためのwavelet法の導入・実

用化に関する研究成果は，流れ解析に適用した Ravnikらの

研究3)や，著者らの線形拡散問題での wavelet法の計算効率

に関する検討4)，非定常波動問題での適用事例5)などがあげ

られる．なお，これらはいずれも waveletを境界積分方程式

の離散化に適用したもので，時間方向の離散化は従来法で

処理したものである．しかしながら，waveletは境界値関数

の時間変動の近似等にも活用することができ6)，時間につい

ての離散化と境界積分方程式の離散化の双方で wavelet基

底を用いる方法も構築できる．そこで本研究では，線形拡

散問題を対象に，時間・空間の離散化にwavelet基底を用い

た時間域境界要素法を提案し，その定式化の妥当性につい

て検討する．

2. 時間・空間の離散化に wavelet基底を適用し

た時間域境界要素法
本研究では，非定常熱伝導問題（線形拡散問題）を対象

とする．定式化は，次の時間域境界積分方程式から始める．
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ここで，�は物体境界であり，�, � は時間変数である．また，

�はポテンシャル，� � ��	�
であり，�は拡散係数である．


は外向き法線方向を表し，��, �� � ���	�
は基本解であ
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る．なお，式 (1)では，初期条件として ���� 	� � ����� � 	

を仮定している．

まず，式 (1)の �，�の時間変動を次式の wavelet展開に

よって近似する．
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(2)

ここで，����, ������はそれぞれ時間近似に用いる scaling関

数，waveletであり，
����, �������, 
����, ������� は展開係数で

ある．
は最高階層，
	, 

���はそれぞれ ����, ������の

個数である．

さらに，式 (2)の展開係数を，境界上で定義された wavelet

展開により次式のように近似する．
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(3)

なお，�� , ��� はそれぞれ境界上の wavelet 展開に用いる

scaling関数，waveletであり，

�
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�������� , ����������� , 

����� ,
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�������� , ����������� は展開係数である．� は最高階層であり，

�	, �
���はそれぞれ �� , ��� の個数である．

ここで，式 (2), (3)を式 (1)に代入することにより生じる

残差を ���� ��と定義し，離散化条件として次の Galerkin条

件を課す．�� を解析によって時間変動を評価したい時間の

上界として，� ��
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図 1 解析条件．

ただし，�� � �� � � � � �� � ��� とし，�� は式 (2)の自由度，

�� は式 (3)の自由度であり，重み関数 �� は次式で示す時

空の基底関数のテンソル積で定義する．
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その結果，�� ��� 元の連立一次方程式を得る．

�� � ��� (6)

ここで，�, � はそれぞれ基本解 ��, �� の境界・時間積分

により得られた係数行列であり，� , �はそれぞれ �, � の

展開係数を成分に持つベクトルである．これらのベクトル

の成分を未知成分について解き，境界上および時間方向に

wavelet級数の再構成を行うと，境界上の �, �の時刻歴を評

価することができる．

3. 解析結果
上述の解析手法の妥当性を検討する目的で，図 1に示す

境界条件・初期条件の下で境界要素解析を行った．境界上

の �，�は，各部分境界で 1個の scaling関数を配置した上

で，空間の最高階層を
 � � wavelet展開によって近似し

た．解析時間は [0, 0.5]の範囲とし，この区間に scaling関

数を 1個配置し，時間の最高階層を� � �として wavelet

展開を導入した．その結果，式 (6)の代数方程式の自由度

は，� � �
� ��� 
 � ���となっている．なお，空間・時

間の近似とも waveletには Haar waveletを使用している．

まず，式 (6)の行列�のスパース化の可能性を確認する

ために，成分 ���� �の大きさを示す ����� ���� �の分布を図 2

に示す．なお，この結果では係数の切り捨ては実行してお

らず，因果律等の影響から成分の値が 0となる成分につい

ては，���� � � ��	� �	���として結果を出力している．解析

結果から，因果律の影響以外にも，係数成分がその絶対最

大値に比べて微小となっているものが多数認められ，切り

捨てによる係数行列の疎行列化が期待できる．

図 2 �行列成分 ���� �の大きさ ���
��

���� �の分布．
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図 3 ポテンシャル �の時間変動．

次に，� � 	なる部分境界上での近似解 �の時間変動を

図 3に示す．本手法で得られた解は，時間間隔 0.5を 8等分

して得られた区間一定部分の中央の時刻でのポテンシャル

値によく一致しており，時間方向の刻み幅を非常に大きく

設定した場合でも良好な精度で境界要素解が得られている．

4. おわりに
本研究では，時間域境界積分方程式の時間・空間の離散

化に wavelet基底を用いる定式化を示し，解析結果を通し

てその妥当性を示した．係数行列成分の分布から，因果律

の影響以上に大半の成分が微小となり，成分の切り捨てに

よる使用メモリの削減・解析時間の短縮が期待できること

が分かった．今後は，成分の切り捨てを実行し，当該手法

の計算効率について検討することとしたい．
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