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1. はじめに
大変形を伴う塑性加工や衝撃問題の解析において，移動

メッシュを用いる Lagrange 解法はメッシュの破綻を招き
解析が困難になる場合がしばしばある．そこで，近年，固定

メッシュにより変形を記述する Eulerian解法は，固体の境
界形状を流体計算における自由表面と同様に取り扱うこと

により，大変形解析が可能となる手法として注目されてい

る．著者らは，既往の研究において，四角形要素および三

角形要素を用いた Eulerian有限要素法の構築を行い，その
有効性を示してきた．

1) 2)
しかし，VOF関数により固体境

界面を間接的に表現していたために，移動する固体境界面

に対して力学的境界条件を精度良く課すことは困難であっ

た．

そこで，本研究では上記の問題点を解決する手法として，

有限被覆法 (Finite Cover Method)3)の適用を検討する．
有限被覆法は，近似関数を構成する数学領域と支配方程式

を満たす物理領域を独立に定義することができるため，固

定メッシュにおいて境界条件を課すことが可能になる手法

である．なお，有限要素としては任意形状の適用性に優れ

た三角形一次要素に基づく非構造格子を用いる．本手法の

妥当性と有効性を検討するため，数値解析例として棒の衝

突問題を取り上げた．

2. 数値解析手法
(1) operator split 法

Eulerian解法における支配方程式は，次式のように表さ
れる．

∂Φ
∂t

+ u · ∂Φ
∂x

= f (1)

ここで，u，xはそれぞれ速度ベクトル，位置ベクトルを表
す．式 (1)に対して，operator split 法を用いて次式のよう
に 2つに分割する．

∂Φ
∂t

= f (2)

∂Φ∗

∂t
+ u · ∂Φ∗

∂x
= 0 (3)

式 (2)は，外力項を含んだ非移流ステップ, 式 (3)は，移流
項を含んだ移流ステップにおける方程式である．このとき

式 (3)における ∗印は，非移流ステップ後の値を意味し，式
(3)において，応力，ひずみ等の非移流ステップ後の解を固
定の計算要素に投影させている．

(2) 非移流ステップ

operator split 法における非移流ステップにおいては，通
常の動的陽解法をそのまま用いる．

M u̇n + Fint
n = Fext

n (4)

ここで，M は対角化された集中質量行列，Fint は内力ベク

トル，Fext は外力ベクトルを表わす．また上添字 nは，現

時刻ステップであることを意味する．式 (4) に対して，中
央差分法を適用させると時刻 tn+1 の位置ベクトル xn+1 及

び，時刻 tn+ 1
2 の速度ベクトル un+ 1

2 は，次式のように求め

ることができる．

xn+1 = xn + un+ 1
2 ∆t (5)

un+ 1
2 = un− 1

2 + u̇n∆t (6)

このとき，加速度ベクトル u̇n は，式（4）により求まる．

(3) 移流ステップ

本研究では，自由境界面を表現するために，VOF法を適
用する．また，移流方程式の解法には高精度移流スキーム

として知られる CIVA法 4)
を適用する．CIVA法は移流方

程式の厳密解 (式 (7))から，時刻 t − ∆tにおいて上流点に

位置するの x − u∆tの値 φn(x − u∆t, t − ∆t)を，上流点
を含む要素間で補間することによって φn+1(x, t)を求める
手法である.

φn+1 (x, t) = φn (x − u∆t, t − ∆t) (7)

(4) 有限被覆法 (Finite Cover Method)
FCM は，近似関数が定義される数学的な部分領域 (数

学領域) と支配方程式が満たされるべき物理的な部分領域
(物理領域) を分離して考えるという手法である．数学領域
ΩM とは近似基底関数の定義域であり，解析対象を覆い尽

くすように設定され，数学被覆Mi と呼ばれる部分領域が重

なり合うことによって形成されている．そして，物理領域

Ω[α] は数学被覆と物理領域の共通領域である物理被覆 P
[α]
i

が重なりあうことによって形成されている．　

FCMでは，変位を規定するために次のような 2つの関数
を定義する．

wi(x, y) :重み関数

ui(x, y) :被覆関数

重み関数は，実際の物理形状とは無関係に数学領域内で定

義され，数学被覆内では値を持つが，数学被覆外では零と
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なるようなものであり以下のように表される．

wi(x, y) ≥ 0 (x, y) ∈ Mi

wi(x, y) = 0 (x, y) ∈/ Mi

一方，被覆関数 ui は，数学被覆Mi と物理領域 Ω[α] との共

通領域である物理被覆 P
[α]
i ごとに定義され，以下のように

表される．

ui(x, y) ̸= 0 (x, y) ∈ P
[α]
i

ui(x, y) = 0 (x, y) ∈/ P
[α]
i

そして，上記の重み関数 wi と被覆関数 ui を用いて，全体

変位関数が以下のように定義される．

u(x, y) =
NM∑

i=1

wi(x, y)ui(x, y) (8)

3. 数値解析例
数値解析例として，大変形解析のベンチマーク問題で

ある金属材料の棒の衝突解析を行った．数値解析モデル

は，図-1 に示すように鋼材に対して鉛直下向きに初期速度
300m/sを与える．また，材料特性は，バイリニア硬化型の

J2 流れ則を使用し，初期降伏応力は 0.02GPa，ヤング率は

21.8GPa，ポアソン比は 0.28，密度は 1710kg/m3 を仮定

する．有限被覆法を用いた本手法の有効性を検討するため

に，四角形要素を用いた Lagrangian有限要素法による解析
結果を参照解とし，比較検討を行う．

図-3図-4に Lagrangian有限要素法，有限被覆法による初
期形状，80μ S後の変形形状及び相当塑性ひずみ分布の様
子を示す．また，図-5 に棒下端部での先端変位の時刻歴を
示す．これらの結果より，有限被覆法による解析は参照解

である Lagrangian 有限要素解析とほぼ同等の変形挙動を
捉えていることが分かる．また，相当塑性ひずみの分布に

関してもほぼ同等の分布を示していることが分かる．しか

しながら，棒の先端部の時刻歴より，有限被覆法による解

析は参照解である Lagrangian 有限要素解析に比べ変形が
小さいことが分かる．

4. おわりに
本研究では，固体の大変形解析のための高精度な数値解

析手法の構築を目的として，有限被覆法を用いる手法を提

案した．本手法の妥当性を検討するため，Lagrangian有限
要素法による結果との比較を行い以下の結論を得た．

• 有限被覆法を用いた本手法の計算結果は，La-
grangian有限要素法による結果とほぼ同等の変形挙
動および相当塑性ひずみの分布を示し，本手法の妥

当性が確認された．

• 棒の先端変位の比較においては，有限被覆法を用い
た本手法は Lagrangian 有限要素法による結果に比
べて小さい結果となった．この点に関しては今後の

検討課題としたい．

今後は，固体境界に表面力が作用する解析を行い本手法の

有効性を検討する予定である．
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図 – 1 数値解析モデル
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図 – 2 材料特性

図 – 3 Lagrangian有限要素法 (参照解)

図 – 4 有限被覆法 (本手法)
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図 – 5 棒下端部の先端変位の時刻歴

参考文献
1) S.Okazawa, K.Kashiyama, Y.Kaneko：Eulerian formula-

tion using stabilized finite element method for large defor-

mation solid dynamics，International Journal for Numer-

ical Methods in Engineering，2007；72：1544-1559

2) 寺沢英之，山田豊，樫山和男，岡澤重信：三角形非構造格子に
よる Eulerian 大変形固体解析，土木学会年次学術講演会概要
集 (CD-ROM)，62，2007.

3) 車谷麻緒，寺田賢二郎：有限被覆法における一般化要素の近似
性能に関する基礎的研究，日本計算工学会論文集，論文番号
20030027，2003.

4) 田中伸厚：数値流体力学のための高精度メッシュフリー手法の
開発，日本機械学会論文集（Ｂ編），64巻 620号，1998．

Ⅰ-015 第35回土木学会関東支部技術研究発表会


