
乱流において波状壁面上に働く壁面せん断応力に関する研究 

 

中央大学大学院  学生員 ○五十嵐 剛   中央大学理工学部  正会員     山田 拓也 

中央大学理工学部  フェロー会員  山田 正 

 

1.はじめに：河床形状と河床に働くせん断応力の間には位相ずれが存

在し，この位相ずれが河床形状の発達・移動・変形に重要な役割を果

たす 1),2)．本研究では乱流時の河床波の水理学的粗滑や河床形状特性

の違いによる位相ずれへの影響を理論的に解明することを目的とし，

Reynolds3)の方法により座標系に境界層座標を用いこれを解析した． 
2.対象領域と境界層座標系:流体を乱流状態にある非圧縮性粘性流

体として扱う．解析対象とする領域は上下に二つの波状壁面に挟まれ

ており，その二つの波状壁面の間を図-1 のように流体が y軸方向に変化の無い 2 次元流 )0/( =∂∂ y として流れて

いると仮定する．座標系には，x軸は波状の壁面の接線方向に向き， z軸は波上壁面に対し法線方向を向き，y軸
は紙面に対し垂直な方向に向いた境界層座標系を採用する．これは壁面近傍での解析結果がデカルト座標系に比し

てより適切に表現できるためである 4),6）．H は水路の半幅，Urは断面平均流速， )(zu は上下二つの壁面を平坦と

した場合の z方向の時間平均化された流速分布である．壁面波の波形には式(3)と置く. 
3.波状境界による水流への影響成分に関する方程式の導出 

3.1.Reynolds の方法：境界層座標系における連続式と Navier-Stokes方程式の 2 式を密度 ρ ，断面平均流速Ur ，
半幅H により無次元化を行い，以下この無次元化された変数を用いる．或る従属変数（流速，圧力など）を f と
表すとき， f を ffff ′++=

~
のように 3成分に分けて扱う．ここで成分 f は壁面が平坦としたときの時間平均

分布成分, 成分 f~は壁面波の影響による周期的な成分であり，成分 f ′は乱流による不規則変動成分である．また，
ある従属関数 f の位相平均 f を fff ~

+= で定義する．そして，3成分に分けた Navier-Stokes方程式を位相平
均したものから時間平均したものを取り除くことにより，従属関数である流速，圧力，せん断応力に対する波状境

界による影響成分に関する運動方程式がそれぞれの従属関数につき導かれる．式(1)は波状壁面による x軸方向流速
への影響成分u~に関する方程式である．式(2)は連続式である．ここで， ijr は i面に対して垂直な平面上に働く j方
向に掛かる Reynolds応力であり，kは波数，Reは Reynolds数 )/( υHUr= ，υは動粘性係数， 1h は第一基本量で
ある．壁面形状が周期関数(正弦関数)であることから， f~に対して 2次元の周期波を式(5)のように仮定する．ここ
で，aは壁面波の微小振幅である． 
3.2.Reynolds 応力の仮定：本研究では，乱流による非線形の運動量輸送に対し Reynolds応力を仮定し，Reynolds
応力は渦動粘性係数ε  でひずみ速度に比例するとする Newton eddy modelを採用する(式(4))．また本研究における
Reynolds応力は壁面が平坦としたときの成分 ijr と波状壁面の影響による周期的な成分 ijr~ の和として表され，両成分
に対し，Reynolds応力はひずみ速度に比例するとする．最終的に式(1),(2)に式(4),(5)を代入し，波状壁面による各方
向流速への周期的影響成分の複素振幅値である )ˆ,ˆ( wu に関して方程式(6)，(7)を得る．せん断応力への影響成分は式
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図-1 解析対象の流れ
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(8)から定まる．結果，壁面波によるせん断応力への影響成分の絶対値 τ̂
と位相差θ が求まる． 
4.平均流速分布と渦動粘性係数の決定 

4.1.滑面：水理学的滑面では，渦動粘性係数の z方向分布には式(9)を
用いた(図-2)．この方法の利点は渦動粘性係数の z方向分布関数が連続
な関数であることであり，本研究の様な境界値問題の取り扱いにおいて

実験結果とよくあう 3)．平均流速 z方向分布は，式(10)を二つの境界条
件である壁面上で 0)( =zu ，中心で 0/ =dzdu により解き得られた式

(12)により決定される．ここで，圧力勾配である Bは中心軸を法線とす
る断面で流速を積分することにより得られる式(11)の関係を条件に定
める．この方法ではEとu は互いに陰な形で組み込まれており，与え
られた圧力勾配に対し繰り返し計算によりE，u が求まる．  
4.2.粗面：粗度を考慮するため，粗面における対数分布則式(13)7)から
粗度と平均流速分布の関係を定める．ここで *U は摩擦速度である．定

数項 Aは粗度レイノルズ数 υ/*ksu の関数であり(式(14))，その粗度レ
イノルズ数は摩擦損失係数 f 、レイノルズ数Re、無次元相対粗度 ks
の関数である(式(15)). 摩擦損失係数 については Colebrook の式であ
る式(16)7)で与える.  
5.境界条件：境界条件を与える箇所は波状壁面上と上下二つの波状壁

面から等距離にある平面上の二つの部分 i)，ii)である．i)波状壁面上:
本研究では流体を非圧縮性の粘性流体として扱い，non-slip 条件を波

状壁面上で与える．つまり，波状壁面に対し接線方向の速度 を 0とし，

波状壁面に対して垂直方向の速度 も 0 とする(式(17))．ii)上下二つの
波状壁面から等距離にある平面上:この平面を中心として水路は線対

称な形状をしていることから式(18)が成り立つとする． 
6.解析結果：  

図-3，図-4は波状壁面(正弦関数形状)上での壁面せん断応力の上流

側への位相ずれθ の無次元波数 +α )/( *Uαυ= 分布であり，過去の測

定結果と本研究による解析結果を比較した図である．図-3 から，Re

数の上昇に応じ，ピーク値は上昇し，ピーク位置は低波数側にずれる

解析結果を示した，全体としての分布形は測定結果と一致していると

言える．図-4では，解析結果においても壁面波長が長すぎても短すぎ

ても底面せん断応力の壁面波形に対する上流側へのずれは生じず，ま

た粗面上の流れにおいては，位相のずれが小さく，位相差にピークを

与えるような特定の波数は存在しないということ示しており，これは

測定結果と一致している．また，山田ら 5)は流砂の連続式から小規模

河床波の発生･発達を支配する基本式を導いているが，その式では河

床波の発生の条件は拡散係数が負の値となること(河床の不安定)で

あり，上流側への位相ずれが大きいほど，拡散係数はより負となる．

解析結果は滑面より粗面では上流側への位相差が生じないことを示

しており，壁面波(河川でいう河床波)の発生には滑面である必要があ

ることが本研究から理論的に説明できたといえる． 
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図-4粗滑両面での位相差の
+α 方向分布
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図-2滑面における渦動粘性係数Ｅの
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