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1. はじめに
工学的な流れや，自然界の流れの多くは乱流状態にある．

乱流の予測には，実験や観測が行われてきたが，近年計算機

の発達に伴い，乱流の予測に対して計算機による数値解析

が多く用いられるようになってきた．これまで，乱流の数

値解析手法には構造格子を用いた差分法による方法が多く

用いられていた．しかし，これらの手法は複雑形状への適

用に限界がある．このため，複雑形状に適した精度の高い

乱流の数値解析手法の必要性が高まってきている．複雑形

状における数値解析には非構造格子に基づく有限要素法が，

複雑な非定常解析には LESが有効であると考えられる．以
上より，有限要素法に基づく LESの精度の向上を図ること
は，工学的に重要なことであると考えられる．

これまでの著者らの研究
1)
においては，有限要素分割の

解像度に関する検討が十分ではなかった．そこで本論文で

は，安定化有限要素法に基づく LESの精度検証を格子解像
度に着目して行った．LES乱流モデルには，壁関数に Van
Driest関数を用いた Smagorinskyモデル2)

を用いた．数値

解析例には，Channel 流れ解析を取り扱い，既存の DNS
データベース

3)
との比較により，計算精度の検討を行った．

2. 支配方程式
非定常・非圧縮性・粘性流体の流れは，非圧縮性 Navier-

Stokes方程式，連続式によって支配されている．これらに
対してフィルター操作を施すことにより LES の支配方程
式が導出される．LESの支配方程式は式 (1)，(2)で与えら
れる．
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ここで，ui は i方向の流速の GS成分，fi は i方向の物体

力，ρは流体の密度，ν は流体の動粘性係数である．P は総

圧，Dij は変形速度テンソルであり，式 (3)で表される．
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ここで，pは圧力の GS成分，u′
i は i方向の流速の SGS成

分である．式 (1)中の τij は SGS応力項であり，式 (4)で
与えられる．

τij = uiuj − uiuj ≡ Lij + Cij + Rij (4)

ここで，Lij，Cij，Rij はそれぞれ，Leonard項，Cross項，
SGS Reynolds Stress項と呼ばれている．
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図 – 1 解析領域

表 – 1 数値解析条件

有限要素分割数 有限要素分割幅
(x × y × z) (∆x+，∆y+，∆z+)

Mesh1 32 × 40 × 32 30，1 ∼ 14，15

Mesh2 64 × 40 × 64 15，1 ∼ 14，7.5

Mesh3 32 × 64 × 32 30，0.2 ∼ 9.2，15

LES では，式 (4) 中の uiuj を直接計算することができ

ないので，何らかのモデル化を行い計算を行う．本論文で

は，SGS応力項を Smagorinskyモデル2)
によりモデル化を

行った．Smagorinsky モデルにおける τij は式 (5) で表さ
れる．

τij = −2νeDij , νe = (Csfs∆)2
∣∣D

∣∣ (5)

ここで，Cs は，Smagorinsky定数である．∆，
∣∣D

∣∣はそれ
ぞれ式 (6)で与えられる．
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ここで，Ve は四面体要素の体積である．

fs は壁関数であり，本論文では Van Driest関数を採用し
た．Van Driest関数は，式 (7)で表される．

fs = 1 − exp
−y+

A+
, A+ = 25, y+ =

uτy

ν
(7)

ここで，y+ は壁座標，y は壁面からの距離，uτ は壁面摩擦

速度である．

本論文では式 (1)，(2)に対して，SUPG/PSPG法4)
に基

づく安定化有限要素法を適用し，複雑形状への適合性に優れ

た P1/P1要素（流速・圧力 1次補間四面体要素）を用いて
空間方向に離散化し，有限要素方程式を得た．時間方向への

離散化については，移流速度に 2次精度 Adams-Bashforth
法，移流速度以外の流速に Crank-Nicolson 法（2 次精度）
を用い，圧力項，SGS応力項，連続式は陰的に扱った．
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図 – 2 平均流速図
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図 – 3 乱流強度図

3. Channel流れ解析
(1) 数値解析条件

有限要素分割の差異が計算精度に与える影響を考察する

ために，数値解析例として 2δの流路幅を有する Channel流
れ解析を取り扱った．この解析例では，すべての物理量が無

次元量であるため，支配方程式を δ，uτ，ρで無次元化して

数値解析を行った．流れを保持するために式 (1) における
f1 = 1.0を外力項として与えた．解析領域を図－１に示し
た．有限要素分割数，有限要素分割幅を表－１に示した．境

界条件は，Channelの上下面に Non-Slip条件，それ以外の
面では Periodical条件を採用した．初期条件は，Iwamoto
らの DNS データベース3)

に乱れを付加したものを使用し

た．なお，初期条件を作成する際に付加した乱れの倍率は，

Mesh1は 600%，Mesh2は 1000%，Mesh3は 1500%とし
た．Reynolds数は，式 (8)のように定義される．

Reτ =
uτδ

ν
= 150 (8)

微小時間増分量∆t = 5.0× 10−4，Smagorinsky定数 Cs =
0.10 とした．本論文では，計算コスト削減のため，領域分
割法に基づく並列計算法を採用した．通信ライブラリーに

はMPIを使用し，領域分割数は主流方向に 8等分割，横方
向に 2等分割とした．連立一次方程式の解法には Element-
by-Element Bi-CGSTAB2法を用いた．

(2) 数値解析結果

図－２，３にそれぞれ無次元時間 40～80における，平均
流速図，乱流強度図を示した．

図－２では，y+ < 10 の領域では，すべてのケースに
おいて DNS データベースと定量的によい一致を示した．
y+ > 10 の領域では，すべてのケースにおいて平均流速を
過大評価した．3 ケースを比較すると，Mesh1，Mesh3 で
は顕著な差異は見られなかったが，これら 2 ケースに比べ
Mesh2は DNSデータベースに近い結果を得た．
図－３では，主流方向の乱流強度においては，Mesh1，

Mesh3に比べ，Mesh2が DNSデータベースに値，ピーク
の位置ともに近い結果を得た．主流方向以外の乱流強度に

おいては，Mesh3 が他の 2 ケースよりも DNS データベー
スに近い結果を得たが，顕著な差異は見られなかった．

以上より，今回取り扱った 3 ケースから流れ方向に分割
を細かくしたほうが，鉛直方向に分割を細かくするよりも

精度の向上に対する影響が大きいという結果が得られた．

これは，鉛直方向の分割に比べ，流れ方向の分割がまだ十分

ではないためであると考えられる．鉛直方向の分割につい

ては，分割の粗いMesh1，Mesh2においても壁面からの第
1 点目が粘性底層内にあるため，これらよりも細分割した
Mesh3においても大きな差が現れなかったと考えられる．

4. おわりに
本論文では，安定化有限要素法に基づく LESの計算精度
について格子解像度に着目して検証することを目的とし，

既存の DNS データベース3)
との比較のもとで検討を行っ

た．その結果，以下の結論を得た．

• 平均流速の比較において，流れ方向の分割数の増加
による精度の向上は見られたが，鉛直方向の分割数

の増加による精度の向上は見られなかった．

• 主流方向の乱流強度の比較において，流れ方向の分
割数の増加による精度の向上は見られたが，主流方

向以外の乱流強度の比較においては分割数の増加に

よる精度の向上は見られなかった．

• 壁面近傍の分割数はMesh1，Mesh3程度で十分であ
ると考えられる．

今後の課題として，有限要素分割が精度に与える影響を

さらに考察すると共に，高 Reynolds数での検証を行ってい
きたいと考えている．
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