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1. はじめに
自由表面流れ問題において，波浪衝撃の瞬間や巻き込み

渦が発生する際には，空気の圧縮性が重要となるため，その

数値解析には圧縮性の考慮が必要不可欠である．近年，流

体の圧縮性を考慮した数値解析手法は数多く提案されてい

るが，その中でも，CIP 法1)
に基づく C-CUP 法2)

は，圧

縮・非圧縮流体が統一的に扱える解法であり，有効な手法

として考えられる．しかし，CIP 法は通常構造格子を用い
るため，複雑形状への適応を考えると限界がある．

本論文は，CIP 法を非構造格子に対して適用可能とし
た CIVA (Cubic Interpolation with Volume/Area coordi-
nates) 法3)

を用いた CIVA-CUP 法による自由表面流れ解
析手法を提案するものである．数値解析例として，衝撃波

管問題および正方 Cavity 内強制対流問題を取り上げ, 厳
密解および実験値の比較を行い，本手法の有効性の検討を

行った．

2. 数値解析手法
(1) 支配方程式

本手法における支配方程式は，連続式，Navier-Stokes方
程式，エネルギ方程式で以下のように表される．

∂ρ

∂t
+ u·∇ρ = −ρ∇·u (1)

∂u
∂t

+ u·∇u = −1
ρ
∇p +

µ

ρ
{∇2u +

1
3
∇(∇ · u)} + f (2)

∂p

∂t
+ u·∇p = −ρc2∇·u (3)

ここに ρ，u，p，µ，c，f はそれぞれ密度，流速，圧力，粘
性係数，音速，物体力である．

自由表面位置を決定するための手法として VOF 法を用
い，自由表面位置は，次式の移流方程式で支配される．

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = −φ∇ · u (4)

ここに，φは VOF関数を表し，液体であれば 1，気体であ
れば 0，自由表面上であれば 0.5となる．なお，各節点にお
ける気体，液体の音速と粘性係数は，計算された VOF関数
を用いて次式のように決定できる．

c2 = c2
Liqφ + c2

Gas (1 − φ) (5)

µ = µLiqφ + µGas (1 − φ) (6)

ここに，cLiq，cGas，µLiq，µGas はそれぞれ液体，気体の

音速および粘性係数である．

(2) CIVA-CUP法による定式化
CIVA-CUP法では，支配方程式を移流相と非移流相に分
けて計算する．移流相に関しては，次式のように表される．

ρn+1 − ρ∗

∆t
+ u·∇ρ = 0 (7)

un+1 − u∗

∆t
+ u·∇u = 0 (8)

pn+1 − p∗

∆t
+ u·∇p = 0 (9)

φn+1 − φ∗

∆t
+ u · ∇φ = 0 (10)

また，非移流相は，C-CUP法2)
に基づき，次式のように表

される．

ρ∗ = ρｎ +
1
c2

(p∗ − pn) (11)

u∗ − un

∆t
= − 1

ρn
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µ

ρn
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1
3
∇(∇ · un)} + fn

(12)

∇∇p∗

ρn
=

p∗ − pn

ρnc2∆t2
+

∇·un

∆t
(13)

φ∗ = φn +
φ

ρnc2
(p∗ − pn) (14)

ここで，上添え字 n，∗，n + 1は時間ステップを表す．非
移流相の計算には，すべて Galerkin法に基づく有限要素法
を用いた．また，連立一次方程式の解法には，Element by
Element法に基づく Bi-CGSTAB法を用いた．
移流相の解法には，CIP 法1)

を三角形要素へ拡張した

CIVA法3)
を用いる．計算方法は，移流方程式の厳密解であ

る式 (15) を用いて，φn+1(x, t) の解を上流点での φn(x −
u∆t, t − ∆t)で近似し，上流側要素における式 (16)に示す
完全３次多項式により補間する．

φn+1(x, t) = φn(x − u∆t) (15)

φ (L1, L2, L3) =

3
X

i=1

αiLi + d

3
X

j,k=1
j ̸=k

βjk

„

L2
jLk +

1

2
L1L2L3

«

(16)

αi = φi (17)

βjk = φj − φk + (xk − xj) · ∇φj (18)

ここに，(Li) は，要素内の面積座標であり，d は調節パラ

メータで d = 0 のとき 1次補間，d = 1のとき 3次補間と
なる．
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3. 数値解析
(1) 衝撃波管問題

本手法の圧縮性流体への有効性を検討するために衝撃波

管問題を行った．初期条件と解析モデルは図－ 1 に示す．
音速は c =

√
γp/ρとし，比熱比 γ は 1.4 とする．また，境

界条件は slip条件とし，格子幅 ∆x = 0.01，微小時間増分
量∆t = 0.005とした．
図－ 2,図－ 3，図－ 4にそれぞれ密度，圧力，流速分布

結果を示す．衝撃波の部分の先端で厳密解と比較して位相

の遅れが生じているが，密度，圧力，流速分布ともに厳密解

と比較して定性的に良い一致を示している．

図 – 1 解析モデル
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図 – 2 密度分布時刻歴
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図 – 3 圧力分布時刻歴
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図 – 4 流速分布時刻歴

(2) 正方形 Cavity内強制対流問題
次に，本手法の非圧縮性流体に対する有効性を検討する

ために２次元 Cavity内強制対流問題を行った．境界条件と
有限要素分割図を図－ 5 に示す．微小時間増分量は ∆t =
0.001とした．

図－ 6 図－ 7 に，Re = 102, 103 に流速における中心軸

上での流速分布図を示す．Ghiaらとの結果4)
を比較して良

い一致を示している．
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図 – 5 有限要素分割図と解析条件
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図 – 6 Re = 100
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図 – 7 Re = 1000

4. おわりに
本論文は，C-CUP法を非構造格子に対し適用可能とした

CIVA-CUP法による自由表面流れ解析の構築を行った．数
値解析例として衝撃波管問題，正方 Cavity内強制対流問題
を取り上げ，本手法の有効性を検討し以下の結論を得た．

• 衝撃波管問題において，本手法による解析結果は，厳
密解とほぼ一致し，圧縮性流体に対する解法の有効

性を確認できた．

• 正方 Cavity内強制対流問題において本手法による解
析結果は，Ghiaらとの結果と比較して良い一致を示
し，非圧縮性流体に対する本手法の有効性を確認で

きた．

今後の課題としては，実現象への拡張として，様々な自

由表面流れ解析に適用する予定である．
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