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1. はじめに

河川や海岸などの移動境界問題を解析する場合，時々刻々

と変化する自由表面形状を表現しなくてはならない．この

自由表面流れを高精度に解析する方法として ALE法1)
があ

る．ALE法は自由表面形状を直接的に表現した上で解析領

域を更新する移動メッシュを用いて解析を行う手法であり，

固定メッシュを用いるオイラー的手法に比べて少ないメッ

シュ分割で高精度な結果を与えることが知られている．た

だしこの方法は，自由表面上の運動学的条件の取り扱い方

により解の精度と安定性に影響を与えることになる．

本報告では，この自由表面上の運動学的条件の取り扱い

に方法として２種類の方法を用い，解析精度と安定性に

ついて比較検討を行った．支配方程式の離散化手法として

は，SUPG/PSPG 法に基づく安定化有限要素法2)
を適用

し，数値解析例として２次元矩形貯槽内スロッシング解析

を行った．

2. 数値解析手法
(1) 基礎方程式

ALE表記された Navier-Stokesの運動方程式と連続式は

以下のようになる．
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ここで， ρ，u，ū，f はそれぞれ密度，流速，相対速度，物

体力である．また，σij は以下で表される応力テンソルで

ある．
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ここで，µ，pはそれぞれ粘性係数，圧力である．そして上

式に対して，SUPG/PSPG法に基づく安定化有限要素法を

適用すると，以下の有限要素方程式を得る．
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ここで，bn
i，dn

i は，それぞれ運動方程式，連続式の既知項を

まとめたものであり，添え字の δ，εはそれぞれ SUPG項，

PSPG 項に起因するものを表す．時間方向の離散化には陰

的な Crank-Nicolson 法を用い，式 (1)，(2) の連立方程式

の解法として Element-by-Element GMRES法を用いる．

(2) 解析領域の更新

ALE法に基づく自由表面流れ解析では，時刻ステップ毎

に移動する自由表面の動きに合わせて解析メッシュを更新

する必要がある．この場合，自由表面上の節点変位量を境界

条件として，領域内の全節点での変位量を Laplace 方程式

を用いて求解し，解析メッシュを更新する．なお，Laplace

方程式の解法としては Element-By-Element SCG 法を用

いる．

3. 自由表面上での運動学的条件
自由表面上では，相対速度 ū は必要条件として以下の運

動学的条件を満たさなければならない．

ūini = 0, (5)

ni は外向き法線ベクトルである．運動学的条件の評価方法

としては水位 hに関して以下の２種類の方法が考えられる．

(1) 方法１

式 (５)の運動学的条件を水位 hに関してまとめると２次

元の場合以下のように表すことができる．
∂h

∂t
= u2 + u1

n1

n2
= 0, (6)

ここで，外向き単位法線ベクトルの評価方法としては，図－

1 に示すような隣接する自由表面要素の外向き法線ベクト

ルの加重平均を用いる
1)
．
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ここで，na，nb は外向き単位法線ベクトルであり，la，lb は

線要素の長さである．式 (4) の求解方法としては，時間微

分の評価として前進差分を用いる．

na

nk

nb

la lb

図 – 1 表面節点における法線の評価

(2) 方法２

式 (５)の運動学的条件は，以下の水位 hに関する移流型

の方程式で表すことができる．

∂h

∂t
+ u1

∂h

∂x
− u2 = 0, (8)
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この移流型の方程式を，SUPG法による安定化有限要素法

により離散化し，Element-By-Element Bi-CGSTAB 法を

用いて解くことにより，自由表面位置を求解する．

上記の方法１または方法２により求められた水位 hの各

時間における増分量は前節で述べた Laplace 方程式の自由

表面上での境界値となる．

4. 数値解析例

(1) 矩形貯槽内スロッシング解析

自由表面上での運動学的条件の評価法が解に及ぼす影響

を検討するため，２次元矩形貯層内スロッシング解析
3)
を

行う．図－ 2 に示す矩形貯層を，静止状態から正弦波によ

り水平加振するものとした.また，振幅 Aは 9.3× 10−3m，

周期 T は 1.183sec，微小時間増分量 ∆tは 1.0× 10−3sec，

分割数は 24 × 20 とした．境界条件としては，壁面で Slip

条件を与えた．
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図 – 2 解析モデル及び有限要素分割図

解析結果として，図－ 3 に方法１と方法２を用いた場合

の左壁での水位の時刻歴を示す．これにより両手法とも実

験値に対してほぼよい一致を示していが，時間の経過とと

もに方法２では，方法１に比べて解が減衰している．また，

図－ 4及び図－ 5に示すように，方法２では体積が減少し

ていることがわかる．これは移流方程式の時間と空間の離

散化により生じる物である．運動学的条件の計算部分のみ

で計算時間の比較を行ったところ，方法１では 0.289sec，

方法２では 3.009secとなり方法１に比べ方法２では連立方

程式を解くために計算時間をより多く必要としていること

がわかる．
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図 – 3 左壁の水位歴
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図 – 4 水面形状
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図 – 5 体積保存率
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図 – 6 ∆tの違いにによる体積保存率

方法２において体積の減少が見られたので，微小時間増

分量 ∆tを 0.0010，0.0005，0.0002(sec)と変化させて解析

を行った結果を図－ 6に示す．図より，∆tを微小にとるこ

とによって体積の減少率が小さくなることがわかる．

5. おわりに

本報告では，ALE法の自由表面上の境界条件の取り扱い

法について検討し，数値解析例として２次元矩形貯層内ス

ロッシング解析を行うことで，その精度と安定性について

調べた．その結果以下の結論を得た．

• 方法１は，体積率と計算結果（左壁の水位歴）の点
から方法２より優れ，安定な解を与えることが示さ

れた．

• 方法２は，安定な解を与えるが，体積の減少と水位の
減衰がみられ，微小時間増分量∆tによる影響を受け

やすいことが確認できた．

今後の課題として，開境界問題で特に問題となる流出側

境界の取り扱いについての検討が挙げられる．
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