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1. はじめに 
 地中における物質流れは，透水係数などの場の物性値

を詳細に得ることが一般に困難であるため，それらを仮

定しての順解析と同時に，フィルタ理論や遺伝的アルゴ

リズムなどの逆解析もされてきた．阪田，岩永 1)は，複

数の逆解析法を地下水流れ（断面二次元・被圧定常流れ）

に用いて，それらの有用性を議論している．昨今，この

逆解析法として着目されているのが，大量の情報から本

質的なもののみを抽出するスパースモデリングによる方

法である．土木工学の分野では，例えば土留めの変位か

ら土圧分布を推定 2)，あるいは橋梁構造の信頼性計算モ

デル構築 3)などの問題に適用が試みられている．また，

林，永原 4)は，物質濃度の拡散問題を例に，物質濃度の

空間的変化量を情報（観測値）として，境界での物質濃

度が 0 の下で，ある時刻の濃度分布を逆推定している． 
 本研究では，非定常被圧地下水モデルを例に，林，永

原 4)の技法を拡張し，地下水（水頭）のみを情報に用い

て，境界条件が時間変化する下での水頭の分布を逆推定

する方法を提案し，仮想的な数値実験から検討する． 
 
2. 解析方法 
 本研究では，以下の平面 2 次元拡散方程式（デカルト
座標系）を対象とする． 

𝜕ℎ

𝜕𝑡
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𝜕2ℎ
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𝜕2ℎ
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例えば，被圧地下水流れとすると，ℎ：地下水（ある基準

面からの水頭）[L]；𝑑：水頭拡散率[L2T-1]．なお，以下の
議論を容易にする為，次式を用いて無次元化すると， 

ℎ = ℎ∗𝐻，𝑑 = 𝑑∗𝐷，𝑡 = 𝑡∗𝑇，𝑥 = 𝑥∗𝑋，𝑦 = 𝑦∗𝑌 
𝜕𝐻(𝑋, 𝑌, 𝑇)

𝜕𝑇
= 𝐷 (

𝜕2𝐻(𝑋, 𝑌, 𝑇)

𝜕𝑋2 +
𝜕2𝐻(𝑋, 𝑌, 𝑇)
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を得る．ただし，アスタリスク（*）の付した変数は，無
次元化基準量を示し，大文字の変数は，無次元量となる．

なお，𝑡∗ = 𝑥∗
2/𝑑∗，𝑥∗ = 𝑦∗としている． 

 式(2)を数値的に解く順解析には幾つかの方法がある
が，解析対象の場を格子点で構成された長方形の領域に

FTCS スキームを用いると，ある時刻𝑇𝑟の拡張された水頭

（境界を含まない領域内部の格子点の水頭を表す列ベク

トルに，大きさ 1 の要素を加えた列ベクトル）𝐻𝑟と，∆𝑇

時刻後の時刻𝑇𝑟+1の𝐻𝑟+1は，次式のような関係にある． 
𝐻𝑟+1 = Ω𝑟𝐻𝑟 (3) 

なお，行列Ω𝑟は境界の水頭を考慮した拡散の過程を意味

し，境界の水頭が 0 の場合の拡散の過程Ω0,𝑟（林，永原
4)

の行列Ωに相当）を用いると，以下のように表される．な

お，𝐻0,𝑟は FTCS スキームにおいて境界の水頭を取り入

れるための列ベクトルである． 

Ω𝑟 = (
Ω0,𝑟 𝐻0,𝑟

𝐎 1
) (4) 

 式(3)，(4)を用いると，時刻𝑇𝑟の水頭𝐻𝑟を基準として，

𝑛Δ𝑇時刻後の水頭𝐻𝑟+𝑛は， 
𝐻𝑟+𝑛 = 𝑍𝐻𝑟 (5) 

𝑍 = Ω𝑟+𝑛Ω𝑟+𝑛−1 ⋯ Ω𝑟+1Ω𝑟；𝑛：正の整数 
のように求まる．ここで，有限な情報（観測値）を基に，

ある時刻𝑇𝑟の水頭𝐻𝑟の分布を逆推定する技法
4)を要約す

ると，観測値などの既知の情報𝑏（列ベクトル）と，ある

時刻𝑇𝑟の水頭𝐻𝑟といった未知量（列ベクトル）とが，行

列𝐴を介して関係付けられる劣決定問題を，以下の𝑙1ノル

ム正則化（LASSO）の最小化問題に帰着させ， 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 (
1

2
‖𝐴𝐻𝑟 − 𝑏‖2

2 + 𝜆‖𝐻𝑟‖1) (6) 

これを ADMM（Alternating Direction Method of Multipliers）
を用いて効率的に解くものである．ADMM アルゴリズム

については，吉田，田崎ら 2)，あるいは永原 5)が参考にな

る．なお，先に述べたように林，永原 4)は，情報𝑏を観測

点における空間的変化量として，式(5)に基づき行列𝐴の

定式化を行っている．然しながら，実際の観測点で空間

方向での変化量を定義し，計測することは容易ではない．

そこで本研究では，観測された水頭の値を直接用いて情

報𝑏を構成し，逆解析する方法について検討する． 
 
3. 数値実験 
 解析場は，林，永原 4)と同じく，𝑋，𝑌方向それぞれを

25 分割した0 ≤ 𝑋 ≤ 5，0 ≤ 𝑌 ≤ 5の格子平面（∆𝑋 = 0.2，

∆𝑌 = 0.2）とする．また，計算の時間間隔∆𝑇 = 0.04，水

頭拡散率𝐷 = 2.8 × 10−2として，ある時刻𝑇𝑟の水頭には， 
𝐻𝑟 = 0.6𝑒𝑥𝑝[−3.0{(𝑋 − 3.4)2 + (𝑌 − 1.6)2}] 

 +0.8𝑒𝑥𝑝[−2.0{(𝑋 − 1.4)2 + (𝑌 − 2.8)2}] (7) 
を与える．観測点は格子平面上にランダムに配置し，そ

の数を 50，40，30，20，10，5，1 と変化させる．林，永
原 4)は，この観測点から得る情報として，𝑋，𝑌方向それ

ぞれの変化量を定義するために，隣接する格子点からの

情報も用いている（実際には，観測点の三倍の格子点か

ら情報を取得．以降，「空間方向の変化量データ」と呼ぶ）．

これに対して，本研究では，観測された水頭のみを用い

た場合（以降，「観測点データ」と呼ぶ）の逆解析を行い，

精度の差異について，観測点数の変化，ADMM の更新回

数と合わせて評価する． 
 
4. 結果 
 観測点数が 50 の場合において，ADMM 更新回数ごと
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図-2 ある時刻𝑇𝑟の水頭分布𝐻𝑟の推定結果（上図：式

(7)；下図：20000 回の結果） 

に，空間方向の変化量データを用いた逆解析の結果と，

観測点データを用いたもの，それぞれの二乗平均平方根

誤差（式(7)との差）を取ったものを図-1 に示す．また結
果の一部として，観測点データを用いて，ADMMを 20000
回まで更新して逆解析した水頭分布と，その比較対象の

ある時刻の水頭の分布（式(7)）を図-2 に示す． 
 また，ADMM 更新回数が 20000 回の場合において観測
点数ごとに，空間方向の変化量データを用いたものと，

観測点データを用いたもの，それぞれの二乗平均平方根

誤差（同式との差）を取ったものを図-3 に示す． 
 
5. 考察 
 図-1，図-3 より，観測点から得られる情報が空間方向
の変化量データである場合，観測点データである場合，

その何れも，観測点の数が増加するにつれ，また ADMM
の更新回数が増加するにつれて，二乗平均平方根誤差の

値は 0 に近づく傾向が見られる．先に述べたように，空
間方向の変化量データを用いる手法では，実際に設置す

る観測点の数の三倍の格子点からの情報が用いられてい

る．これは，林，永原 4)の空間方向の変化量の定義式か

らわかる．ここでの数値実験の例に限定ではあるが，本

研究で提案する観測点データを用いた後者の方法は，同

一の観測点の数において用いる情報の量が前者の方法の

三分の一になるものの，十分な精度での推定を実現する

ようである．このことを踏まえると，この提案方法を，

現実の地下水解析に実装することも可能になるものと考

えられる． 
 
6. 終わりに 
 ここでは，解析場の境界の水頭を 0 として，限定され
た観測点の水頭の値のみから，ある時刻の境界内部の水

頭の分布を十分な精度で逆推定することが可能となった．

現在，より現実的な地下水流れ場として，境界の水頭が

時間変化する条件下での検討を行っている．その成果は，

本報告会にて公表する予定である． 
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図-1 ADMM 更新回数ごとの推定結果に対する二乗

平均平方根誤差 
図-3 観測点数ごとの推定結果に対する二乗平均平

方根誤差 
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