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1. はじめに
基本解近似解法（MFS; the method of fundamental so-

lutions）は，メッシュフリー型の数値シミュレーション手
法であり，波動問題をはじめとする様々な問題に適用されて
いる 1)．この手法は近似解の表現に支配方程式の基本解を
用いており，解析における未知量の数が少なくて済むこと，
数値計算の実装が容易なことが特徴である．一方で，基本
解近似解法による解析では，基本解の源点の配置が計算結
果に影響を及ぼすことが知られている．これまでに源点位
置の決定を解法に組み込む方法も提案されているが，その
場合，非線形最適化問題を解く必要があり，計算が複雑に
なる．
スパースモデリングは，劣決定問題に対して疎な近似解

を与えるモデリング手法である．スパースモデリングの解
法のひとつとして，マッチング追跡アルゴリズム 2) がある．
この手法は l0 最適化に分類され，貪欲法に基づく基底ベク
トルの選択を繰り返し行う．マッチング追跡アルゴリズム
を基本解近似解法に適用することで，源点の選択と求解を
同時に実現可能となることが期待できる．
以上の背景を踏まえ，本研究では，等方弾性体の面外波

動散乱問題を対象に，マッチング追跡アルゴリズムを用い
た基本解近似解法の開発を行う．以下では，まず，提案する
解析手法について説明する．その後，数値解析例を示し，得
られる近似解の傾向をまとめる．これ以降は，特に断りの
ない限り，1つの項の中に繰り返し現れる下付き添え字に対
して総和規約を適用する．また，ギリシャ文字による下付
き添え字は 1, 2をとるものとする．

2. 提案する解析手法
2.1 対象とする問題
本研究では，等方で均質な線形弾性体の面外波動散乱問

題について考える．図–1に，解析対象とする外部領域 V と
散乱体を示す．この図において，∂V は散乱体の境界，VC

は補領域を表す．周波数領域における等方性弾性体の運動

図– 1 対象とする問題

方程式は，物体力をゼロと仮定すると，以下の式で与えら
れる．

μ
∂2ũ(x)

∂xβ∂xβ
+ ρω2ũ(x) = 0 (1)

ここに，ũ(x)は位置 xにおける面外方向変位，ωは角周波
数を表す．また，μ, ρは弾性体のせん断弾性係数と密度を
示す. なお，ũ(x)は重ね合わせの原理により，以下の関係
式を満たすものとする．

ũ(x) = ũin(x) + ũsc(x); x ∈ V ∪ ∂V (2)

ここに，ũin(x)は入射波による変位，ũsc(x)は散乱波によ
る変位を表す．ただし，入射波は既知とし，散乱波は放射条
件を満たすものとする．
上述の波動散乱問題は，式 (1) に適切な境界条件を与え

ることで解くことができる．変位固定問題の場合，境界条
件は次式で与えられる．

ũ(x) = 0; x ∈ ∂V (3)

一方，表面力フリー問題の場合，境界条件は次式で与えら
れる．

t̃(x) = μ
∂ũ

∂nx
(x) = 0; x ∈ ∂V (4)

ただし，∂/∂nx は，境界 ∂V 上での法線方向微分を表す．

2.2 マッチング追跡アルゴリズムを用いた基本解近似解法
前節に示した波動散乱問題に対して，提案手法による解

法を示す．基本解近似解法では，領域内部および境界上の
変位を次式で表現する．

ũ(x) := ũin(x) +

N∑

k=1

Ũ(x,yk)c̃k (5)

ここに，x ∈ V ∪ ∂V および yk ∈ VC である．また，係数
c̃k は境界条件によって決定される．加えて，Ũ(x,y)は，式
(1)に示す運動方程式に対する基本解であり，次式で与えら
れる．

Ũ(x,y) =
i

4μ
H

(1)
0 (kT r) (6)

ここに，xは観測点，yは源点を表す．また，kT は面外波
動の波数，H

(1)
n は n次の第一種 Hankel関数を表す．なお，

r = |x− y|および i =
√−1である．

式 (5)に示す表示式を用いれば，境界 ∂V 上の表面力は，
以下のように表現できる．

t̃(x) := t̃in(x) +

N∑

k=1

T̃ (x,yk)c̃k (7)

ただし，T̃ (x,y)は表面力に対する基本解であり，次式で与
えられる．

T̃ (x,y) = μ
∂Ũ

∂nx
(x,y) = − i

4μ
H

(1)
1 (kT r)

∂r

∂xβ
nβ (8)

ここに，nβ は境界 ∂V 上の外向き単位法線ベクトルを表す．
本研究では，散乱体の境界 ∂V 上に選点 xi（i =

1, 2, · · · ,M）を配置し，その選点上で境界条件を満たすよ
うに係数 c̃k を決定する．このとき，解くべき方程式は以下
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図– 2 選点 xi と源点 yk の配置

の通りとなる．
D̃ik c̃k = h̃i; i = 1, 2, · · · ,M (9)

ここに，

D̃ik =

{
Ũ(xi,yk) :変位固定問題
T̃ (xi,yk) :表面力フリー問題

(10)

および，

h̃i =

{
−ũin(xi) :変位固定問題
−t̃in(xi) :表面力フリー問題

(11)

である．式 (9)を解くことで，未知の係数 c̃k を求めること
ができる．
本研究では，マッチング追跡アルゴリズムを式 (9) の求

解に用いる．マッチング追跡アルゴリズムの計算手順につ
いては，文献 2) を参考にした．ただし，本研究では，k 回
目の反復計算において，以下に示す収束判定を導入する．

∣∣‖x[k]‖2 − ‖x[k − 1]‖2
∣∣ < εMP or k = NMP (12)

ここに，x[k]は k 回目の反復計算で得られた未知量ベクト
ル，‖ · ‖2 はベクトルの l2 ノルムを表す．また，εMP > 0お
よび NMP ≥ M とする．

3. 数値解析例
本稿では，等方性弾性体の面外波動散乱問題のうち，波

動関数展開 3)（WFE; wave function expansion）による解
析解が存在する問題を用いて，提案手法の検証を行う．こ
の問題では，散乱体は，原点を中心とする半径 a = 1の円
とする．また，入射波は以下に示す平面波で与える．

ũin(x) = exp[ikinx1] (13)

ただし，入射波の波数は kin = 1とした．また，解析に用い
る選点 xi の数はM = 200，源点 yk の数は N = 7991 と
し，その配置は図–2の通りとした．同図に示すように，源
点 yk は散乱体の内部に密に配置した．その他のパラメー
タは kT = ω

√
ρ/μ = 1 となるように設定した．マッチン

グ追跡アルゴリズムの収束判定では，εMP = 10−12 および
NMP = 50000とした．
提案手法によって得られた近似解と，波動関数展開によっ

て得られる解析解の比較を行う．図–3に変位固定問題にお
ける境界値の計算結果を示す．同図において，近似解は解
析解と同様の傾向を示しているが，多くの点において解析
解との誤差が確認できる．また，図–4に表面力フリー問題
における境界値の計算結果を示す．この結果では，近似解
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図– 3 変位固定問題における境界値の比較（WFE：波動関
数展開，MP-MFS：提案手法）
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図– 4 表面力フリー問題における境界値の比較（WFE：波
動関数展開，MP-MFS：提案手法）

は解析解と良く一致していることが確認できる．

4. おわりに
本研究では，マッチング追跡アルゴリズムを用いた基本

解近似解法を提案し，等方性弾性体の面外波動散乱問題に
適用した．はじめに，対象とする問題について示し，続け
て，提案手法の定式化について説明した．その後，数値解
析例として，提案手法による近似解と波動関数展開による
解析解の比較を行った．その結果，変位固定問題と表面力
フリー問題で，近似解の傾向が異なることを確認した．
今後は，提案手法によって得られた係数 c̃k の空間分布か

ら，近似解を構成する源点の選択傾向について考察を行う
予定である．
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