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1. まえがき

本研究では，改良 ZIG-ZAG理論 1)の精度検証のた
めに，周辺単純支持異方性積層板の固有振動数と固有
振動モードの厳密解を求めることを目的としている．
三次元弾性理論に基づく異方性積層板の研究は古く

から行われている 2)∼4)．中でも，Srinivasらの研究 2)

では，異方性積層板の固有振動数を求めるための固有
方程式の組み立て方法は示さているものの，実際に計
算は行われていない．これは，異方性積層板では，層
境界での変位と面外応力の適合条件と，上下縁での応
力の境界条件を満足させるために解式が複雑となって，
一般的な解法では計算が困難となるためである．この
ため，異方性積層板の固有振動数の厳密解を示した研
究は殆ど無く，精度検証に用いることのできる十分な有
効桁数をもった精度の良い厳密解は求められていない．
また，等方性平板の厳密解 3)では，振動数方程式に

因数分解を施すことによって固有振動モード毎の振動
数方程式に分離できるのでモード分類が容易である 5)．
それに対して，異方性積層板では，一般的に対象モー
ドと逆対称モードに分離できないので，新たなモード
分類の方法が必要となる．
本研究では，Srinivasらの方法 2) を用いて厳密解を

求める．複素固有値問題となる固有方程式から振動数
方程式を求め，高次代数方程式となるその行列式を解
いて固有振動数を計算する．求めた固有振動モードを
板厚方向の固有関数のモードによりモード分類を行う．
本報告では，3層の直交積層板（[ 0/90◦/0 ]）について
モード分類を行った結果について報告する．

2. 第 k層のラミナの基礎式

図−1に示す長さ a，幅 b，板厚 h，層数Nlの直交積
層板の第 k層のラミナについて，固有関数を誘導する．

2.1 ひずみと応力

第 k層のひずみ成分は，三次元弾性理論のひずみ −
変位関係式より，
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図–1 異方性積層板

γ(k)xz =
∂w(k)

∂x
+
∂u(k)

∂z
(1)

となる．応力成分は，三次元弾性理論の構成方程式よ
り，直交積層板に対して次式で与えられる．
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2.2 運動方程式

第 k層の質量密度を ρ(k)とすると，運動方程式は慣
性力を考慮して次のようになる．
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2.3 変位関数

図−1に示す積層板の境界条件として，次の隔壁型
の単純支持を用いる．

at x = 0, a ; σx = 0, v = 0, w = 0

at y = 0, b ; σy = 0, u = 0, w = 0

}
(5)

式 (4)の変位 u(k), v(k),w(k)を，式 (5)を満たす次の二
重フーリエ級数で仮定する．
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∞∑
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ϕ(k)(ζ) cos(mπξ) sin(nπη)

ψ(k)(ζ) sin(mπξ) cos(nπη)

χ(k)(ζ) sin(mπξ) sin(nπη)

eipt
(6)

ここに，ϕ(k),ψ(k),χ(k)は板厚方向の固有関数で，pは
固有円振動数である．正規化座標 ξ, η, ζ は次式で与え
られる．

ξ = x/a, η = y/b, ζ = z/h (7)

2.4 固有関数の一般解

式 (4)に式 (6)の変位関数を代入して，運動方程式を
次のように表す．
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ここに，式 (8)のDは微分演算子で，D=d/dzである．
式 (8)の左辺の係数行列の行列式から 6個の演算子Di

を求め，それらを式 (8)に代入して固有ベクトルを求
める．これらを用いて固有関数の一般解は次のように
なる．
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ここに，未知定数ベクトル a(k) を次式で与える．
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3. 固有方程式

3.1 応力の境界条件

板の上縁に z方向の分布荷重 qが作用するとすると，
板の上下縁で次の境界条件を満足する必要がある．

at ζ = 0 : σ(1)
z (0) = −q, τ (1)yz (0) = τ (1)xz (0) = 0

at ζ = 1 : σ(Nl)
z (1) = τ (Nl)

yz (1) = τ (Nl)
xz (1) = 0 (11)

3.2 変位と面外応力の適合条件

積層板では，層境界において，変位と面外応力が連続
する必要がある．よって，次式を満足する必要がある．

u(k−1)(ζk)− u(k)(ζk) = 0, v(k−1)(ζk)− v(k)(ζk) = 0

w(k−1)(ζk)− w(k)(ζk) = 0 (12)

σ(k−1)
z (ζk)− σ(k)

z (ζk) = 0, τ (k−1)
yz (ζk)− τ (k)yz (ζk) = 0

τ (k−1)
xz (ζk)− τ (k)xz (ζk) = 0 (13)

3.3 固有方程式の組み立て

式 (9)の固有関数を用いて，第 k 層の変位と応力を
求める．この変位と面外応力が式 (11), (12), (13)を満
足するように組み立てて，次の固有方程式が得られる．

[ C ] { a } = 0 (14)

ここに，

a =
{

a(1) a(2) · · · a(Nl)
}T

(15)

である．式 (14)が異方性積層板の固有方程式であり，
6Nl 元の複素固有値問題となる．

3.4 無次元振動数

式 (14)が a=0以外の有意な解を持つためには，式
(14)の係数行列の行列式がゼロとならなくてはいけな
い． ∣∣ C ∣∣ = 0 (16)

本研究では，式 (16)の高次代数方程式を解いて無次元
振動数 λを求める．

λ = p h

√
ρ

E2
(17)

4. 数値計算例

4.1 計算モデル

計算モデルは，図−1に示す長さ a，幅 b，板厚 hの周
辺単純支持された直交積層板であり，形状比を a/b=1

とする．層数 Nl を 3とし，配向角を [ 0/90◦/0 ]とす
る．材料定数には次の値を用いる．
　 E1/E2 = 25, E3 = E2, G12 = G13 = 0.5E2

　 G23 = 0.2E2, ν12 = ν13 = ν23 = 0.25

4.2 固有振動モードの分類方法

等方性平板の厳密解については，Srinivasらの論文 3)

の中で I-A, II-A, III-A，I-S, II-S, III-Sなどのモード毎
に固有振動数が示されている．原論文ではその分類方
法について示さていないが，渡辺らは Srinivasらの示
した振動数方程式に因数分解を施すことによって固有
振動モード毎の振動数方程式に分離し，Distortionモー
ド，逆対称モード，対称モードの振動数方程式を示し
ている．そのため，等方性平板のモード分類はそれら
の式を解いて得られるモードから容易に分類できる 5)．
それに対して，異方性積層板では，式 (16)をモード毎
の式に分離することは困難であり，新たなモード分類
の方法が必要となる．
本研究では，式 (9)の固有関数の板厚方向の分布に

応じて固有振動モードを分類する．図−2に固有振動
モードを 6つのモードに分類した結果と基本固有関数
モードを示す．
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(a)面外振動モード I-B (b)面外振動モード II-B (c)面外振動モード III-B

(χmn) (ψmn) (φmn)

(ψmn) (φmn) (ψmn)

(d)面内振動モード I-P (e)面内振動モード II-P (f)面内振動モード III-P

図–2 固有振動モードの分類
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図–3 面外振動モードの無次元振動数

本計算例 [ 0/90◦/0 ]のように板厚方向に対称となる
ように積層された対称積層板では，板厚方向について
中央面を基準として，逆対称となるモードと対称とな
るモードに分類できる．逆対称となるモードを面外振
動モード，対称となるモードを面内振動モードと呼ぶ
こととする．
面外振動モード（Bモード）は，I-B, II-B, III-Bの 3

つのモードに分類する．I-Bモードは，図−2(a)に示
すように面外変位 w（χ(k)）が卓越するモードであり，
式 (9)の固有関数 χ(k)が板厚方向に一定で最大となる
モードである．II-B モードは，図− 2(b) に示すよう
に面内変位 v（ψ(k)）が卓越するモードであり，式 (9)

の固有関数 ψ(k)が板厚方向に逆対称となるモードであ
る．III-Bモードは，図−2(c)に示すように面内変位
u（ϕ(k)）が卓越するモードであり，式 (9)の固有関数

ϕ(k)が板厚方向に逆対称となるモードである．図−2(a)

～(c)には固有関数の基本モードを示している．
なお，面外振動モード I-B，II-B，III-Bは，等方性

平板でのMindlinの曲げ振動モード (逆対称モード)，I-
A(flexural)モード，II-A(thickness-twist)モード，III-

A(thickness-shear)モードに対応するモードである．
面内振動モード（Pモード）は，I-P, II-P, III-Pの 3

つのモードに分類する．I-Pモードは，図−2(d)に示す
ように面内変位 v（ψ(k)）が卓越するモードであり，式
(9)の固有関数 ψ(k) が対称となるモードである．II-P

モードは，図−2(e)に示すように面内変位 u（ϕ(k)）が
卓越するモードであり，式 (9)の固有関数 ϕ(k) が対称
となるモードである．III-Pモードは，図−2(f)に示す
ように，I-Pモードと同様に面内変位 v（ψ(k)）が卓越
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図–4 面内振動モードの無次元振動数

するモードであるが，式 (9)の固有関数 ψ(k)が最大値
が −1～1に分布する対称モードである．
図−2には板厚比 h/b=1/5の場合の半波長数 (1,1)

の振動モードと固有関数モードを示している．配向角
の異なるラミナを重ねた積層板では，面外振動モード
II-Bと III-B，面内振動モード I-Pと II-Pから分かるよ
うに，x =一定面と y =一定面とで板厚方向の振動波
形が大きく異なる．さらに，各振動モードの板厚方向
の波形は，半波長数m,nが高次波形となるほど，板厚
比 h/bが大きくなるほど曲率が大きな曲線分布となる．

4.3 無次元振動数と板厚比

図−3は，面外振動モード I-B, II-B, III-Bにおける板
厚比 h/bと無次元振動数 λの関係を示したものである．
半波長数 (1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (3,3)の波形について，
横軸に板厚比 h/bを，縦軸には無次元振動数 λをとって
いる．また，図−4は，面外振動モード I-P, II-P, III-P

における板厚比 h/bと無次元振動数 λの関係を示した
もので，面外振動モード図−3と同様に表している．
どのモードでも板厚比 h/bが大きくなると固有振動

数も大きくなる．しかし，等方性平板とは違い，半波
長数 (m,n)毎の分布は波形の卓越する方向により大き
く異なっている．

5. まとめ

Srinivasらの方法 2) を用いて，周辺単純支持異方性
積層板の自由振動解析における厳密解を求めた．さら
に，3層の直交積層板（[ 0/90◦/0 ]）の固有振動モード
を板厚方向の固有関数モードによりモード分類を行い，
その妥当性を確かめた．今後，逆対称積層板について
も検討を行う．
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