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1. まえがき

繊維強化プラスチック（FRP）などの複合材料は，繊
維で補強した方向に対して直角方向の強度を補うため
に強化方向の異なるラミナを何枚か重ねた積層板とし
て使用されるため，異方性積層板としての取り扱いが必
要となる．この異方性積層板では，板厚比が大きくなる
と ZIG-ZAG変位が顕著に現れ，この ZIG-ZAG変位の
影響を考慮するために ZIG-ZAG理論や Global-Loacl

理論などの研究が精力的に行われている．
ZIG-ZAG理論では，ZIG-ZAG変位を各層において

区間的に直線分布する連続関数として取り扱い，厚板
理論の変位場に ZIG-ZAGを付加した変位場が用いら
れる 1)∼3)．この ZIG-ZAG理論では，層境界において
変位の連続性は満足されるが，面外応力の連続性と境
界条件が満足されない．
それに対して，Liらの Global-Local重合理論 4) で

は，三次せん断変形理論の変位場（Global項）に，三
次多項式（Local項）を付加し，これらが層境界での変
位・面外応力の連続性と面外応力の境界条件を満足す
るように変位関数を定める．したがって，Global-Local

重合理論では変位・面外応力の連続性と応力の境界条
件を満足する解が得られる特徴がある．
本研究では，異方性積層板の厚板解析における ZIG-

ZAG理論と Global-Loacl理論の得失を明らかにする
ことを目的といている．Global-Loacl 理論には Li の
Global-Local重合理論 4) を用い，ZIG-ZAG理論には
Refined ZIG-ZAG理論（RZT）を改良した理論を用い
て，級数解法により周辺単純支持板の曲げ解析を行っ
て精度を比較する．なお，ZIG-ZAG理論では層境界に
おける面外応力の連続性と面外応力の境界条件を満足
しないために，三次元弾性理論の応力の平衡方程式を
用いて改良した面外応力 5) を用いて比較を行う．

2. Global-Local重合理論

Global-Local重合理論では，第 k層における並進変
位の 3成分を次のように表す 4)．

u(k) = uG + u
(k)
L + ũ

(k)
L

v(k) = vG + v
(k)
L + ṽ

(k)
L , w = wG (1)

ここに，uG, vG,wG は Global 変位成分で，Pandya

の三次せん断変形理論の変位場が用いられる．また，

u
(k)
L , ũ

(k)
L などは Local変位成分で，ZIG-ZAG変位を

表すための変位成分である．これらの変位成分は次式
で与えられる．

uG = u0 + z u1 + z2 u2 + z3 u3

vG = v0 + z v1 + z2 v2 + z3 v3

wG = w0 (2)
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2
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(k)
L = ζ(k)

3
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式 (1)より面外ひずみ成分と面外応力成分を計算し，
式 (3)の Local変位成分に層境界での変位の連続性を
考慮し，面外せん断応力の層境界での連続性と上下縁
での境界条件を考慮することにより次の変位場が得ら
れる．

u(k) = u0 + ϕ
(k)
1 u1 + ϕ

(k)
2 u11 + ϕ

(k)
3 u2 + ϕ

(k)
4 u3 + ϕ

(k)
5 w′

0

v(k) = v0 + ψ
(k)
1 v1 + ψ

(k)
2 v11 + ψ

(k)
3 v2 + ψ

(k)
4 v3 + ψ

(k)
5 ẇ0

w = w0 (4)

ここに，u11, v
1
1は Local変位成分であり，変位成分には

w0の微分項 w′
0, ẇ0が含まれる．これにより，Pandya

の三次せん断変形理論の変位場に比べると 4成分が追
加され，変位成分は 11となる．

3. ZIG-ZAG理論

3.1 構成方程式

直交異方性材料の構成方程式により，図−1の直交積
層板の第 k層の応力-ひずみ関係式を次のように表す．
σx

σy

σz

τxy
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=
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Q22 Q23 0
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sym. Q66


(k)

εx
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γxy



(k)

(5){
τyz
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}(k)

=

[
Q44 0

0 Q55
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γyz
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}(k)

(6)

3.2 改良した ZIG-ZAG関数

ZIG-ZAG 変位を各層において区間的に直線分布す
る連続関数と仮定する．図−2(c)に示すように，各層
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図–1 積層板と座標系
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図–2 ZIG-ZAG関数

における ZIG-ZAG関数の勾配 β
(k)
u , β

(k)
v , β

(k)
w を定め

て，各層境界での ZIG-ZAG関数値 ϕuk , ϕ
v
k, ϕ

w
k を決定

し，それを線形補間して ZIG-ZAG関数を次のように
表す．

ϕ(k)u = β(k)
u z + a(k)u , ϕ(k)v = β(k)

v z + a(k)v

ϕ(k)w = β(k)
w z + a(k)w (7)

式 (7)の ZIG-ZAG関数の勾配は，まず式 (6)の面外
せん断弾性定数 Q

(k)

55 ,Q
(k)

44 に応じて β
(k)
u , β

(k)
v を定め，

面外変位 w に対する勾配 β
(k)
w は面外せん断応力が三

次元弾性理論の応力の平衡方程式を満足するように求
める．また，ZIG-ZAG関数の勾配 β

(k)
u , β

(k)
v の計算に

おいては，外側弱層，すなわち，上端の第 1層と下端
の第Nl層において面外せん断弾性定数がQ

(1)

ii < Q
(2)

ii

あるいは Q
(Nl)

ii < Q
(Nl−1)

ii となるときには修正を行う
（i=4, 5）．

3.3 ZIG-ZAG変位を考慮した三次せん断変形理論
の変位場

第 k層の変位成分を，完全な三次せん断変形理論の
変位場に ZIG-ZAG項を付加して次式で表す．

u(k) = u0 + z u1 + z2 u2 + z3 u3 + ϕ(k)u ψu

v(k) = v0 + z v1 + z2 v2 + z3 v3 + ϕ(k)v ψv

w(k) = w0 + z w1 + z2 w2 + z3 w3 + ϕ(k)w ψw (8)

ここに，ui, vi,wi は中央面（z=0）における並進変位
の成分で，ψu,ψv,ψw が ZIG-ZAG変位である．また，
ϕ
(k)
u ,ϕ

(k)
v ,ϕ

(k)
w は式 (7)のZIG-ZAG関数である．式 (8)

の変位成分は，等価単層理論（12成分）に比べるとZIG-

ZAG変位の 3成分が追加され，変位成分は 15となる．

3.4 面外応力の改良

ZIG-ZAG理論では，変位の連続性は満足されるが，
面外応力は等価単層理論と同様に層境界の連続性と境

界条件を満足しない．そこで，本研究では三次元弾性
理論の応力の平衡方程式から面外応力を計算すること
により精度の改善を図る 5)．
三次元弾性理論の応力の平衡方程式から計算した

面外応力に層境界の連続性と境界条件を考慮して，
第 k 層の座標 z における改良した面外応力 τ

∗(k)
xz (z),

τ
∗(k)
yz (z),σ

∗(k)
z (z)を，座標 z に関する応力，層境界に

関する応力，応力の境界条件に分けて次のように表す．

τ∗(k)xz (z) = τ (k)xz (z) + τ (k)xz + τ txz

τ∗(k)yz (z) = τ (k)yz (z) + τ (k)yz + τ tyz

σ∗(k)
z (z) = σ(k)

z (z) + σ(k)
z + σt

z (9)

4. 数値計算例

4.1 計算モデル
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図–3 観測点

計算モデルは，図−1

に示す長さ a，幅 b，板
厚 h の周辺単純支持さ
れた直交積層板であり，
形状比をa/b=1，板厚比
h/b=0.3とする．
層数Nlを 3, 5, 6とし，

　　 3層：[ 0/90◦/0 ]， 5層：[ 0/90◦/0/90◦/0 ]

　　 6層：[ 0/90◦/0/90◦/0/90◦ ]

の 3ケースについて計算する．材料定数には次の値を
用いる．
　 E1/E2 = 25, E3 = E2, G12 = G13 = 0.5E2

　 G23 = 0.2E2, ν12 = ν13 = ν23 = 0.25

荷重は，板上縁に正弦荷重（q=q0 sinπx
a sinπy

b ）を作
用させる．また，図−3に変位と応力の観測点を示す．
式 (8)の ZIG-ZAG理論では変位場の採り方を変え

て検討するが，モデル名については，「ZZ」を本研究
の ZIG-ZAG理論，「MZ」を Murakami関数を用いた
ZIG-ZAG理論，「ES」を等価単層理論とし，式 (4)の
Global-Local重合理論は「GL30」と表す．
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(a) 3層 [ 0/90o/0 ]  
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(b) 5層 [ 0/90o/0/90o/0 ]
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図–4 変位分布（板厚比 h/b=0.3）

4.2 変位と面外応力

図− 4(a),(b) は 3 層と 5 層の変位 u, v,w の板厚方
向の分布図であり，縦軸には座標 z を，横軸には変位
を無次元化して示している．点線が ZZ30，短い破線が
ZZ33W，実線がGL30の計算結果で，破線がMurakami

関数を用いたMZ33W，一点鎖線が等価単層理論 ES33

の結果で，◦印が厳密解 6) である．

板厚比 h/b=0.3では，面内変位に大きな ZIG-ZAG

変位が生じるが，ZIG-ZAG理論，Global-Local重合理
論とも厳密解と良く一致しており，層境界での連続性
を満足している．なお，変位 wの変位場に定数項のみ
を用いる GL30と ZZ30では，変位 wが板厚方向に一
定値となる．

図−5は 3, 5, 7層の面外応力 σ∗
x, τ

∗
yz, τ

∗
xz の板厚方向

の分布図である．なお，変位 wの変位場に定数項のみ
を用いるGL30では面外垂直応力 σzは計算できないで
図に示されていない．また，ZIG-ZAG理論では式 (9)

の改良した応力を示している．

Global-Local重合理論と ZIG-ZAG理論により計算
した面外応力は，どちらも層境界での連続性と応力の
境界条件を満足している．しかし，Global-Local重合
理論の面外せん断応力（実線）は総数が少ない場合に
は厳密解と良く一致しているが，層数が増えると誤差
が大きくなり，図 (c)の 6層では精度が極めて悪くなっ
ている．このことから，Global-Local重合理論でも層
数が多い場合には面外応力の改良が必要なる．
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(b) 5層 [ 0/90o/0/90o/0 ]
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図–5 面外応力の分布（板厚比 h/b=0.3）
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