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1. まえがき

近年，繊維強化プラスチック（FRP）などの複合材
料が建設材料として盛んに用いられるようになった．等
方性平板に比べて，繊維強化プラスチックなどの異方
性積層板では板厚方向の高次成分の影響が顕著になる
ので，異方性積層板の解析には三次せん断変形理論な
どの高次理論が多く用いられている 1)∼3)．しかしなが
ら，三次せん断変形理論では，種々の変位場を用いる
理論が存在しており，変位場の採り方が解の精度に与
える影響については明らかにされていない．

等価単層理論に基づく異方性積層板の曲げ解析にお
いて，変位仮定に基づく厚板理論により計算される面
外応力の精度が悪いことが指摘されている 4)．例えば，
一次せん断変形理論では，面外垂直応力を計算するこ
とができず，面外せん断応力は板厚内で一定値となる．
また，三次せん断変形理論を用いても，面外応力を放
物線形状で計算できるものの，応力の境界条件と層境
界での連続性を満足する面外応力は得られない．

そこで，本研究では，各種の三次せん断変形理論と
一次せん断変形理論に基づく級数解を統一的に定式化
し，三次せん断変形理論の変位場の採り方が解に与え
る影響を考察する．さらに，面外応力を厚板理論の構
成方程式から計算せずに，三次元弾性理論の応力の平
衡方程式を用いて，応力の境界条件と層境界での連続
性を満足する面外応力の 3成分をより一般的に定式化
する．これを三次せん断変形理論に適用して，面外応
力の精度改善の効果を検証する．

2. 三次せん断変形理論の変位場

完全な三次せん断変形理論の変位場を次式に示す．

u = u0 + z ϕx + z2 θx + z3 λx

v = v0 + z ϕy + z2 θy + z3 λy

w = w0 + z ϕz + z2 θz + z3 λz

 (1)

式 (1)は Kantら 1) が用いている変位場であり，それ
に対して，図−1に示すように Pandyaら 2)は wの z0

項までを，Loら 3) は z2 項までを用いている．一方，
一次せん断変形理論（FSD）では，uと v に z 項まで
を用い，wには z0 項までを用いる．

u z2θx
u0= + ++

v z2θy
v0= + ++

w z3λz
zφz= + ++

LoPandya KantFSD

z3λx

z3λy

zφx

zφy

z2θzw0

図–1 三次せん断変形理論における変位場の選択

表–1 検討する三次せん断変形理論の変位場
Model No. w の変位場 dof 備　考

Model−1 w=w0 9 Pandya

Model−2 w=w0+zϕz 10 −
Model−3 w=w0+zϕz+z2θz 11 Lo

Model−4 w=w0+zϕz+z2θz+z3λz 12 Kant

Model−5 w=w0 +z2θz 10 −

本研究では，変位場の採り方が面外応力に及ぼす影
響を調べるために，式 (1)の完全な三次せん断変形理
論の変位場において，uと vは式 (1)と同様に統一し，
表−1に示す 5種類の wの変位場を検討する．

3. 三次せん断変形理論の平衡方程式

図−2に示す長さ a，幅 b，板厚 hの積層板において，
板中央面にデカルト座標 (x, y, z)を設ける．さらに，単
層板（ラミナ）における材料の主軸を (1, 2, 3)とし，配
向角を θとする．
式 (1)をひずみ −変位関係式に用いてひずみを計算

し，それを一般化されたフックの法則に用いて，各層
における応力を計算する．これより，等価単層理論に
基づき次の合応力が得れる．

Nx Mx Rx Px

Ny My Ry Py

Nz Mz Rz 0

Nxy Mxy Rxy Pxy

Qy Myz Ryz Pyz

Qx Mxz Rxz Pxz


=

N∑
k=1

∫ zk+1

zk



σ
(k)
x

σ
(k)
y

σ
(k)
z

τ
(k)
xy

τ
(k)
yz

τ
(k)
xz

{
1 z z2 z3

}
dz (2)

積層板の上縁（z=−h/2）に分布荷重 q が作用する
場合の仮想外力仕事を計算し，これらを仮想仕事の原
理に用いて，偏微分項に部分積分を実施した内部積分
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図–2 積層板と座標系

項より 12個の平衡方程式が得られる．この平衡方程式
を，面外（曲げ）問題と面内（伸縮）問題の式に分離
して次のように表す．

∂Qx

∂x +
∂Qy

∂y + q = 0 ( δw0 )

∂Mx

∂x +
∂Mxy

∂y −Qx = 0 ( δϕx )

∂My

∂y +
∂Mxy

∂x −Qy = 0 ( δϕy )

∂Rxz

∂x +
∂Ryz

∂y − 2Mz +
h2

4 q = 0 ( δθz )

∂Px

∂x +
∂Pxy

∂y − 3Rxz = 0 ( δλx )

∂Py

∂y +
∂Pxy

∂x − 3Ryz = 0 ( δλy )


∂Nx

∂x +
∂Nxy

∂y = 0 ( δu0 )

∂Ny

∂y +
∂Nxy

∂x = 0 ( δv0 )

∂Mxz

∂x +
∂Myz

∂y −Nz − h
2 q = 0 ( δϕz )

∂Rx

∂x +
∂Rxy

∂y − 2Mxz = 0 ( δθx )

∂Ry

∂y +
∂Rxy

∂x − 2Myz = 0 ( δθy )

∂Pxz

∂x +
∂Pyz

∂y − 3Rz − h3

8 q = 0 ( δλz )


(3)

4. Navierの方法による級数解

配向角 θが 0または 90◦ の単層板を重ね合わせた直
交積層板と，配向角 θ と −θ の単層板を板厚方向に逆
対称となるように重ね合わせた逆対称斜交積層板に対
して，変位成分を周辺単純支持の境界条件を満足する
二重フーリエ級数で仮定する．式 (3)の平衡方程式を
変位で表し，変位関数と荷重を代入して，次の任意の
(m,n)項に対する 12元の連立方程式が得られる．

Smn Fmn = Pmn (for m, n) (4)

ここに，剛性行列 Smn は 12次の正方行列である．未
知フーリエ係数ベクトル Fmnと荷重ベクトルPmnは
12次の列ベクトルであり，式 (4)は式 (1)の完全な三
次せん断変形理論の変位場を用いた場合の連立方程式
である．
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図–3 k層目の面外応力の計算

5. 面外応力の改良

本研究では，三次元弾性理論の応力の平衡方程式か
ら面外応力を計算することにより精度の改善を図る．
図−3に示す積層板の k 層目において，三次元弾性理
論の応力の平衡方程式より，次式が成り立つ．ただし，
物体力は作用しないものとする．

∂σ
(k)
x

∂x
+

∂τ
(k)
xy

∂y
+

∂τ
(k)
xz

∂z
= 0

∂τ
(k)
xy

∂x
+
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+
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(k)
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= 0
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∂x
+
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+
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z

∂z
= 0 (5)

式 (5)において，左辺の第 3項を zに関して積分する
と，面外応力の 3成分が得られる．このとき，上下縁
での応力の境界条件と層境界での応力の連続性を満た
す面外応力を次の手順で求める．
図−3に示すように，k 層目の座標 z での面外せん

断応力 τ
∗(k)
xz は，上縁での応力の境界条件 τ txz に，上

縁から z までの各層境界における応力差を全て加える
ことによって得られる．τ

∗(k)
yz も同様に求める．また，

σ
∗(k)
z (z)は，この面外せん断応力 τ

∗(k)
xz (z)と τ

∗(k)
yz (z)を

式 (5)の第 3式に用いて求める．これらの面外応力を，
zでの応力と層境界での応力に分けて次のように表す．

τ
∗(k)
xz (z) = τ

(k)
xz (z) + τ

(k)
xz

τ
∗(k)
yz (z) = τ

(k)
yz (z) + τ

(k)
yz

σ
∗(k)
z (z) = σ

(k)
z (z) + σ

(k)
z

 (6)

6. 数値計算例

計算モデルは，上縁に正弦荷重を受ける図−2に示
めす周辺単純支持された直交積層板であり，形状比を
a/b=1とする．また，積層数Nを4とし，[0/90◦/90◦/0]
について，板厚比 b/h=1/10, 3/10の 2ケースを計算
する．
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図–4 応力の板厚方向の分布（直交積層板 [0/90◦/90◦/0]，h/b=1/10）

図−4に板厚比 h/b=1/10，図−5に h/b=3/10の直
交積層板における面内応力と面外応力，式 (6)から計
算した σ∗

z , τ
∗
yz, τ

∗
xz の板厚方向の分布図を示す．◦印は

三次元弾性理論による厳密解を表し，各モデルに対応
する線種は図中に示している．

まず，面外応力については，構成方程式から計算さ
れる面外応力 σz, τyz, τxz は極めて精度が悪い．w=w0

の変位場を用いる三次せん断変形理論 Model−1 と一
次せん断変形理論 Model−6 では σz を計算できず，
Model−6では面外せん断応力 τyz, τxz が各層で板厚方
向に一定値となる．また，三次せん断変形理論のどの

モデルでも応力の境界条件と層境界での連続性を満足
しておらず，厳密解に対して誤差が大きくなっている．
それに対して，三次元弾性理論の応力の平衡方程式か
ら求めた σ∗

z , τ
∗
yz, τ

∗
xz では，どのモデルでも応力の境界

条件と層境界での連続性を満足し，厳密解と良く一致
した面外応力の 3成分を計算できている．

また，三次せん断変形理論で，wの取り方を変えた
Model-1∼5の計算値はほぼ同じで，大きな違いが見ら
れない．板厚比 h/bが大きくなると，応力分布の非線
形性が強くなり，三次せん断変形理論を用いても誤差
が大きくなっている．
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図–5 応力の板厚方向の分布（直交積層板 [0/90◦/90◦/0]，h/b=3/10）

7. まとめ

等価単層理論を用いた異方性積層板の曲げ解析にお
いて，三次元弾性理論の応力の平衡方程式を用いて，応
力の境界条件と層境界の連続性を満足する面外応力の
3成分を計算できる．また，三次せん断変形理論にお
いては，wの変位場をどのように採っても厳密解に対
する誤差はほぼ同程度となる．
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