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1. はじめに 

 円形跳水現象とは，流体の慣性力と重力の比を示す

Froude数が，射流部から常流部に不連続的，かつ円形に

遷移する現象である．我々の身近では，図-1に示すよう

に台所のシンクで見られる現象である．蛇口からシンク

に流下した水は底面に落下してから落下地点を中心に放

射状に拡がるが，このとき中心からある距離の範囲では

射流部となる（図-1 中 (1)）.一方，中心からある距離の

範囲を超えると単位幅流量が減少するため流速が減少し，

Froude 数が 1 を下回る地点（図-1 中 (2)）で円形に跳水

が発生する 1).台所のシンクという小規模なスケールにお

ける現象では，地球の自転によるコリオリ力の効果を無

視することができ，非回転場における現象として近似で

きる．一方，大気スケールの現象としてガストフロント

の形成にも円形跳水現象が関わっていることが報告され

ている 2)．ガストフロントとは，冷気と周囲の暖気の間

に前線が形成される現象であり、積乱雲からの強い下降

気流によりもたらされた冷たい風が地面にぶつかり，衝

突点から放射状にある距離離れた地点で発散する際に生

じる現象である 3)．ガストフロントは数十キロの長さを

有し，形成にはコリオリ力の効果も考慮する必要があり，

回転場における検討も必要となる． 

1908 年に Rayleigh4)が跳水現象に関して研究を始めて

以来，様々な分野でそれぞれの目的に向けた，回転条件

を問わない円形跳水現象に対しての研究が行われてきた．

例えば，機械系分野においてガスタービン内の高速回転

(50rpm 以上)ディスク上の熱輸送を円滑に行うことを目

的に行われた実験的 5)，6)，7)，理論的 8)，9)研究，化学分野

において効率的な液体混合，酸素水製作などを目的に行

われた非回転ディスク上での流体の半径方向への拡がり

方の検討 10)，超高速回転(500rpm以上)ディスク上での円

形跳水発生位置の検討 11)，12)などが挙げられる．また非

回転条件における円形跳水を流体力学として理解を深め

るため，円形跳水現象の実験を初めて行った Watson13)の

研究，浅水流方程式を用いた円形跳水現象の定式化の研

究 14)，浅水流方程式に粘性を考慮した円形跳水現象の定

式化の研究 15)，16)，円形跳水現象後の Froude 数を議論し

た研究 17)などが挙げられるが，底面摩擦の効果を式とし

て考慮に入れた定式化はほとんど行われていない． 

そこで本研究の目的は，円形跳水現象を理解すること

であり，底面を摩擦のある地形であると捉え，底面の摩

擦を考慮した場で発生する円形跳水現象の定式化を行う

ことである．2 章に浅水流方程式を用いた円形跳水現象

の定式化， 3章に浅水流方程式に粘性の効果を加えた式

を用いた円形跳水現象の定式化，4章に 2，3章で導出し

た式を数値的に解いた解を用いた比較，最後に 5章でま

とめを行う． 

 

2. 浅水流方程式に底面摩擦力の効果を加味した円形跳

水現象の定式化 

2.1 定式化と無次元化 

 回転している平坦面上を流れる流体は極座標で書いた

以下の浅水流方程式で表される． 
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図-1 台所のシンクにおける円形跳水現象 

(英語版 Wikipedia，図 2より転載) 

 

図-2 ガストフロントの形成過程を示す図 
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ここでr, θはそれぞれ半径方向，帯状方向の座標，uおよ

び vそれぞれのr, θ方向の流速成分，hは水深，τbr，𝜏𝑏𝜃は

それぞれr, θ方向の底面せんだん力成分，𝑔は重力加速度，

ρは水の密度，fはコリオリパラメータを示す．また，底

面せんだん力は底面摩擦係数Cfを用いて式(4)のように

表せる． 

 
(τbr， τbθ

) = 𝜌𝐶𝑓√𝑢2 + 𝑣2(𝑢, 𝑣) (4) 

また図-3のように流下する流体の流量を Q，半径 r=r0を

通過する流体の流厚をh0，流速をu0とし，式(5)のような

無次元パラメータを定義する． 

u = u0𝑢̂, 𝑣 = 𝑢0𝑣̂, ℎ = ℎ0ℎ̂, 𝑟 = 𝑟0𝑟̂,  

𝐹0 =
𝑢0

√𝑔ℎ0

, 𝑅𝑜 =
𝑢0

𝑓𝑟0

, 𝛽 = 2𝐶𝑓 
(5) 

式(5)を用いて式(1)-(3)の無次元化を行うと式(6)-(8)を得

ることができる． 
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r
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𝜕r
= 0 (8) 

式(8)から h=1/urとなることからこれを用いて式(6)，(7)

は以下となる． 

du

dr
=

𝑢 {𝛽𝐹0
2𝑟3𝑢3(𝑣2 + 𝑢2)

1
2 − F0

2𝑟𝑣𝑢(R0
−1𝑟 + 𝑣) − 1}

𝑟(𝐹0
2𝑟𝑢3 − 1)

 (9) 

dv

dr
= −

R0
−1𝑟 + 𝑣 + 𝛽𝑟2𝑣(𝑣2 + 𝑢2)

1
2

𝑟
 (10) 

 

2.2 結果と考察 

2.1で定式化した式(9)，(10)を Runge-Kutta Gill 法を用

いて数値積分する．境界条件としてu(1) = 1, v(1) = 0を

用いる．その結果を図-4，5 に示す．図-4 は横軸に極中

心からの半径，縦軸に水深をとった図であり，コリオリ

パラメータ fを 0～0．5と変化させた時の水面形である．

各条件における線の終端は跳水が発生し得る最も遠い位

置を示しており，f=0 条件下では中心から約 24離れた点

で跳水が起き得ることを示している．コリオリパラメー

タの f の値を大きくすればするほど跳水が発生する半径

が短くなり，f=0．5 の条件においては中心から約 3．5

離れた地点で跳水が発生することを示している． 

図-5は横軸に極中心からの半径，縦軸に帯状方向の流

速をとった図であり，図-4同様にコリオリパラメータを

0～0．5まで変化させたときの図である．f=0 のとき，流

体は半径方向にのみ流速成分を有するため，帯状方向の

流速はなく 0 を示し，また f が大きくなる（回転速度が

速くなる）ほど帯状方向の流速は増すことがわかる．こ

のとき各コリオリパラメータにおける流速は，中心から

の距離に比例して増大している． コリオリ力によって半

径方向だけでなく帯状方向の流速が発生することで，半

径方向の運動量が減少し，跳水を起こし得る中心からの

距離が小さくなったと考えられる． 

 

3. 非回転条件において底面摩擦の影響を考慮した円形跳

水現象の定式化 

  

本章では，回転の効果を考慮することで生じる遠心力，

コリオリ力に加え，底面摩擦力の効果が水深に表れる影

響を考慮した円形跳水現象の定式化を行う． 

 
図-3 無次元化に用いるパラメータの説明 

 

 

図-4 極中心からの距離に対する水深の変化 

（各線の終端は跳水が発生し得る最大半径を示す） 

 

図-5 極中心からの距離に対する帯状方向流速の変化 

（各線の終端は跳水が発生し得る最大半径を示す） 
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3.1 支配方程式と無次元化 

ここで浅水流方程式を用いた円形跳水現象の定式化を

行うが，Bohr et al.(1993)で流体は非粘性であると考慮す

る場合は正確な円形跳水の発生位置を計算することがで

きない 14)と報告している．そのため，本研究では平坦面

上を粘性ある流体が流れると考慮し，極座標に鉛直方向

も考慮した以下の方程式系で表す． 

1

𝑟

∂(ruu)

∂r
+

1

r

∂(uv)

∂θ
+

𝜕(𝑢𝑤)

𝜕𝑧

= −
1

𝜌

∂p

∂r
−

τbr

ρh
+ ν(

∂2𝑢

∂r2 +
1

𝑟

𝜕𝑢
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−
𝑢

𝑟2 +
1

𝑟2

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2 −
2

𝑟2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 ) 

(11) 

1

𝑟
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1

𝑟
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+
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= −
1
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−
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𝜕2𝑣

𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝑟
−

𝑣

𝑟2 +
1

𝑟2

𝜕2𝑣

𝜕𝜃2 +
2

𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝜃

+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2) 

(12) 

1

𝑟

∂(ruw)

∂r
+

1

𝑟

∂(vw)

∂θ
+

𝜕(𝑤𝑤)

𝜕𝑧

= −
1

𝜌

∂p

∂z
+ ν(

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟

+
1

𝑟2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
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(13) 

1

r

∂

∂r
(ru) +

1

𝑟

∂

∂θ
(v) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑤) = 0 (14) 

ここで r， θ，z方向それぞれの流速を u，v，w， 

f はコリオリパラメータ，ρは流体の密度，τbr，𝜏𝑏𝜃は r， 

θ方向それぞれの底面せん断力，νは動粘性係数，底面

せんだん力は底面摩擦係数Cfを用いて式(15)のように表

せる． 

 
(τbr， τbθ

) = 𝜌𝐶𝑓𝑢√𝑢2 + 𝑣2(𝑢, 𝑣) (15) 

 次に無次元化を行うための準備を行う．下記の式(16)

を用い，図-3で各パラメータの定義を図示した． 

 u = u0𝑢̃ ， 𝑣 = 𝑢0𝑣̃ ， 𝑤 = 𝑢0𝑤̃ ， ℎ = ℎ0ℎ̃ ，  

𝑧 = h0𝑧̃ ， 𝑟 = r0𝑟̃, 𝐹𝑟 =
𝑢0

√𝑔ℎ0

， 𝑅𝑒 =
𝑢0𝑟0

𝜈
，

𝑟0

ℎ0

= 𝑙0 
(16) 

r0 は極からの距離 r=r0，u0は r=r0 における半径方向へ

の流速，h0は r=r0における水深の高さを示す．さらに静

水圧を仮定し，p=ρg(h − z)とした．また，これらの値を

用いてフルード数，レイノルズ数をそれぞれ式(16)のよ

うに定義する． 

1

𝑟

∂u

∂r
+ 𝑙0𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

1

𝐹𝑟2

∂(h − z)

∂r
− l0

Cfu√𝑢2 + 𝑣2

h

+
1

Re
(𝑙0

2
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 ) 

(17) 

1

𝑟

𝜕

𝜕r
(ru) + 𝑙0

𝜕

𝜕𝑧
(𝑤) = 0 (18) 

式(15)，(16)で用意したパラメータを用いて式(11)-(14)を

無次元化すると，式(17)，(18)を得ることができる．この

ときθ方向は軸対称であると考え，θ微分とθ方向の運動

方程式は無視した．また静水圧仮定をしたことから z 方

向の運動方程式も無視しており，式(17)は無次元化した r

方向の運動方程式，式(18)は無次元化した連続式を示し

ている． 

 

3.2 Integral method を用いた積分 

式(8)，(9)から水深を求めるために Pohlhausen method

を用いて境界層の流速分布を仮定し，底面から水面まで

の積分を行う．r方向の流速分布は u=a+bz+c𝑧2となると

仮定し，①z=0 における流速は 0，②水面(z=h)における

せん断は発生しない，③流量保存則，の境界条件を与え， 

 
u =

3Q

2πrh2 𝑧 −
3𝑄

4𝜋𝑟ℎ3 𝑧2 (19) 

を得ることができる．式(19)を用いて式(17)，(18)を底面

から水面まで積分し、整理すると式(20)を得る． 

dh

dr
=

𝑙0
2

𝑅𝑒
5𝜋𝑟
3𝑄

−
ℎ
𝑟

+ l0𝐶𝑓
𝑟

3𝑄
√ 9𝑄2

ℎ2𝑟2 + 16𝜋2𝑟2𝜔2

1 −
10𝜋2𝑟2ℎ2

3𝑄2𝐹𝑟2

 (20) 

3.3 結果と考察 

 下記の初期条件を用い，式(20)を Runge-Kutta Gill法を

用い，数値積分し図-6を作成した． 

u0(𝑟 = 1) = 3， 5，7 ，   

𝑣0(𝑟 = 1) = 0， ℎ(𝑟 = 1) = 1， 

 ν = 1.0 × 10−3 

(21) 

ここでｒ＝1における初期 r方向流速を変化させた．図-6

に示すように初期 r 方向流速が大きいほど，円形跳水が

発生し得る最大半径も極中心から遠くなることがわかる．

これは初期流速を増加させることで r 方向の運動量が増

加し，射流から常流への遷移過程である跳水が極中心か

らより遠くで発生していることに起因している． 

 

4. 粘性の有無による浅水流方程式の解の比較 

 

本章では，2，3章において導出した粘性の有無の違い

による浅水流方程式の解の比較を行う．2章においては，

 

図-6 極中心からの距離に対する水深の変化 

（各線の終端は跳水が発生し得る最大半径を示す） 
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回転場内における現象を取り扱ったが，3 章では非回転

条件を考慮したため，非回転条件における円形跳水現象

に対して議論を進めていく．図-7に非回転条件において

式(9)，(10)，(20)に下記の初期条件を用いて Runge Kutta 

Gill 法により数値積分した結果を記す． 

u0(𝑟 = 1) = 3 𝑣0(𝑟 = 1) = 0， ℎ(𝑟 = 1) = 1， (22) 

図-7 内の青線で示すものが 2 章において導出した式(9)，

(10)を用いたもの，それ以外の線が 3 章において導出し

た式(20)を用いたものである．水面形を見ると，2章で導

出した非粘性を考慮したモデルと 3 章で導出した

nu=0.0012 が同様な水面形を描いているように見える．

一方，跳水の発生位置を見ると，nu=0.0017 の時と同様

な跳水発生位置を示しているように見える． 

 

5. まとめ 

 

 本研究は底面を地形と捉え，既往研究ではほとんど行

われていない「円形跳水現象」に底面摩擦力の影響を考

慮し，底面摩擦力を加味した円形跳水現象の定式化を行

った．非粘性を考慮した式(9),(10)においては回転数を増

加させると跳水の発生位置が小さくなること，回転数を

増加させると帯状方向の流速は中心からの距離に比例し

て増加していくことという結果を得た．また式(20)から，

流下する流量を増加させると跳水が発生する半径が大き

くなること，という結果を得た． 

 今後は，3 章において導出した式(20)の中に回転の効果

による遠心力，コリオリ力の項も入れたいと考えている． 

さらに実験を行い，今回定式化した式(9),(10),(20)によっ

て描かれた水面形，跳水発生位置の妥当性について検証

していきたい． 
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図-7 極中心からの距離に対する水深の変化 

nuは動粘性係数を示す 

（各線の終端は跳水が発生し得る最大半径を示す） 
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