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1．はじめに 

 海底面上に高濃度の浮遊土砂を含んだ水塊が発生する

と，周囲の海水との密度差によって海底面上を流下する

密度流が形成される．この密度流は混濁流と呼ばれ，海

底を流下する際に，底面からの土砂の巻き上げや底面へ

の堆積，上層からの水の連行によって，その浮遊土砂濃

度を変化させる．浮遊土砂濃度が変化すると重力の流下

方向成分が増減するため，混濁流は海底面上を加速もし

くは減速しながら流れるという特性を持つ． すなわち，

流下に伴って底面からの土砂の巻き上げが生じ，密度を

増加させることによって混濁流は継続的に加速するとい

う自己加速性を有しているのである．このような特性に

よって，混濁流は大きな侵食力を有しており，海底峡谷

や海底河川の成因となっている． 

混濁流によって侵食性河床上には図-1 に示すような

デューンや，アンチデューン，またはサイクリックステ

ップといった界面波が形成されることが知られている 1)．

流れと底面との間に生じた擾乱によって，流速の大きな

部分と小さな部分が生じ，底面の侵食速度に空間的な差

が生じることで，それが発達して形成されるのである．

しかし，混濁流は深海で起こる間欠的現象であることや，

流速が非常に大きくなることがあることから観測が困難

であるため，その実態はほとんどわかっていないのが現

状である． 

そのような中にあって Luchi et al.2)は混濁流が漸近形

となる流速分布を持つ下部の駆動層と，上部の希薄層の

二層に分かれることを，上部に屋根を持つ混濁流を k-ε

モデルを用いて再現する過程で見出している．k-ε モデ

ルは密度成層を有する乱流構造を表現できるものの，そ

の計算には多大な計算機負荷が発生する．そこで本研究

では混濁流の駆動層に着目し，乱流モデルをより簡単な

混合距離モデルを用いて表して，海底面に擾乱を与え線

形安定解析を行うことで，混濁流が形成する界面波の発

生メカニズムを理論的に明らかにする．  

 

2．支配方程式 

2.1 流れの方程式 

 流れの支配方程式は浮遊砂による密度の変化を考慮し，

Reynolds 平均を取った二次元の Navier-Stokes の運動方

程式および連続の式である．移動床現象では,河床変動

の時間スケールと比較して流れの変動の時間スケールが

十分に早い．そこで非定常効果は河床高の時間変化式で

のみ考慮し,流れは定常とみなす準定常の仮定が可能と

なる．この仮定を用いると流れの方程式は次式のように

なる． 

 𝑈
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 𝑊

𝜕𝑈

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝛵𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝛵𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝐶 (1) 

 𝑈
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝑊

𝜕𝑊

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑧
+

𝜕𝛵𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝛵𝑧𝑧

𝜕𝑧
− 𝐶𝑆−1 (2) 

 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

𝜕𝑊

𝜕𝑧
= 0 (3) 

ここで x および z はそれぞれ流下方向および水深方向の

座標，U および W はそれぞれ x および z 方向の流速，S

および P，C はそれぞれ平均河床勾配および圧力，浮遊

砂濃度，Τij (i,j = x,z)は Reynolds 応力テンソルである． 

混合距離仮説を用いると Reynolds 応力テンソルは次

のように表される． 

 𝛵𝑥𝑥 = 2𝜈𝑇
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 (4) 

 𝛵𝑧𝑧 = 2𝜈𝑇
𝜕𝑊

𝜕𝑧
 (5) 

 𝛵𝑥𝑧 = 𝜈𝑇 (
𝜕𝑈

𝜕𝑧
+

𝜕𝑊

𝜕𝑥
) (6) 

 𝜈𝑇 = 𝑙2 |
𝜕𝑈

𝜕𝑧
| (7) 

 𝑙 = 𝜅(𝑧 − 𝑍) (8) 

ここで νTは渦動粘性係数，l および Z はそれぞれ混合距

離および底面高さ(図-2 参照)であり，κ はKármán定数

(=0.4)である． 

 また上式ではすでに次のような無次元化が行われてい

る． 

 (𝑈̃, 𝑊̃) = 𝑈̃𝑓0(𝑈,𝑊) (9) 

 (𝑥̃, 𝑧̃) = ℎ̃0(𝑥, 𝑧, 𝑙, 𝑍) (10) 

 (𝑃̃, 𝛵̃𝑖𝑗) = ρℎ̃0
2
(𝑃, 𝛵𝑖𝑗) (11) 

 

図-1 アルジェリアの沖合で形成された界面波 1) 
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 𝜈𝑇 = 𝑈̃𝑓0ℎ̃0𝜈𝑇 (12) 

     

ここで𝑈̃𝑓0 (= √𝑔ℎ̃0𝑆)およびℎ̃0はそれぞれ平坦床基準状

態における底面摩擦速度および水深，ρ は水の密度，g

は重力加速度(=9.8m/s2)である． 

 次のような流関数 ψを導入する． 

 (𝑈,𝑊) = (
𝜕𝜓

𝜕𝑧
, −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
) (13)       

流関数を用いると式(1)および(2)は次のように書き直さ

れる． 

 
𝜕𝜓

𝜕𝑧

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 = −
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥
(2𝜈𝑇

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑧
) 

                                                  +
𝜕

𝜕𝑧
[𝜈𝑇 (

𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2)] + 𝐶 (14) 

 
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕𝜓

𝜕𝑧

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 = −
𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑧
(2𝜈𝑇

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑧
) 

                                                  +
𝜕

𝜕𝑥
[𝜈𝑇 (

𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2)] − 𝐶𝑆−1
 (15) 

上式から P を消去すると次式が得られる． 

𝜕𝜓

𝜕𝑧

𝜕𝛻2𝜓

𝜕𝑥
−

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝛻2𝜓

𝜕𝑧
− 4

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑧
(𝜈𝑇

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑧
)  

            + (
𝜕2

𝜕𝑥2 −
𝜕2

𝜕𝑧2) [𝜈𝑇 (
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2)] +
𝜕𝐶

𝜕𝑧
− 𝑆−1 𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 0 (16)   

ここで𝛻2はラプラシアンであり次式で表される． 

 𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑧2 (17) 

 

2.2 浮遊砂の移流拡散方程式 

 浮遊砂の移流拡散方程式は次のように表される． 

 
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 0 (18) 

上式では流れの支配方程式と同様に，準定常の仮定を用

いている．また Fxおよび Fzはそれぞれ𝑈̃𝑓0で無次元化

された x および z 方向の浮遊砂フラックスであり，次式

で表される． 

  𝐹𝑥 = 𝑈𝐶 − 𝜈𝑇
𝜕𝐶

𝜕𝑥
 (19) 

 𝐹𝑧 = (𝑊 − 𝑣𝑠)𝐶 − 𝜈𝑇
𝜕𝐶

𝜕𝑧
 (20) 

ここで vsは浮遊砂粒子の沈降速度である．またここで

は浮遊砂の拡散係数は渦動粘性係数 νTとほぼ等しいと

仮定した． 

 式(18)-(20)より浮遊砂の移流拡散方程式は次のように

書き直される． 

 𝑈
𝜕𝐶

𝜕𝑥
+ (𝑊 − 𝑣𝑠)

𝜕𝐶

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝜈𝑇

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜈𝑇

𝜕𝐶

𝜕𝑧
) (21) 

また浮遊砂粒子の沈降速度 vs は Dietrich3)が提案した次

式を用いた．  

 
𝑣𝑠

√𝑅𝑠𝑔𝑑𝑠
= exp {

−𝑏1 + 𝑏2𝑙𝑛(𝑅𝑝) − 𝑏3[𝑙𝑛(𝑅𝑝)]
2

             −𝑏4[𝑙𝑛(𝑅𝑝)]
3
+ 𝑏5[𝑙𝑛(𝑅𝑝)]

4} (22) 

ここで Rs は浮遊砂粒子の水中比重，ds は河床材料の粒

径 ， b1=2.891394 ， b2=0.95296 ， b3=0.056835 ，

b4=0.002892，b5=0.000245 である．また，RP は粒子

Reynolds 数(= √𝑅𝑠𝑔𝑑̃𝑠𝑑̃𝑠/𝜈)，ν は動粘性係数(=1.0×10-

6m2/s)である． 

 

3．変数変換 

密度急変点および底面において境界条件の適用を容易

にするために次のような変数変換を行う． 

 𝜁 = 𝑥 (23) 

 𝜂 =
𝑧−𝑅(𝑥)

ℎ(𝑥)
 (24)     

ここで h および R はそれぞれ水深および基準面高さ

（対数分布則で流速がゼロになる高さ）である．すると

x および z に関する微分は次のように変換される． 

 
𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝜁
−

𝜂ℎ,𝑥+𝑅,𝑥

ℎ

𝜕

𝜕𝜂
 (25) 

 
𝜕

𝜕𝑧
=

1

ℎ

𝜕

𝜕𝜂
 (26) 

ここで( ),xは x に関する偏微分を表す．この変数変換に

より境界条件が適用される密度急変点および底面はそれ

ぞれ η=1 および η=0 に対応する． 

 また上式の変数変換を用いると，無次元混合距離𝑙は

次のように表される．   

 𝑙 = 𝜅ℎ(𝜂 +
𝑅−𝑍

ℎ
) (27) 

 

4．境界条件 

 密度急変点および底面における流れの境界条件は次の

ようになる． 

 𝑈⃗⃗ ∙ 𝑒 𝑛𝑠 = 0 at 𝜂 = 1 (28)       

 𝑒 𝑛𝑠 ∙ 𝜯 ∙ 𝑒 𝑛𝑠 = 0 at 𝜂 = 1 (29)    

 𝑒 𝑡𝑠 ∙ 𝜯 ∙ 𝑒 𝑛𝑠 = 0 at 𝜂 = 1 (30)    

 𝑈⃗⃗ ∙ 𝑒 𝑛𝑏 = 0 at 𝜂 = 0 (31)    

 𝑈⃗⃗ ∙ 𝑒 𝑡𝑏 = 0 at 𝜂 = 0 (32)    

ここで𝑈⃗⃗ は流速ベクトル(=(U,W))であり，𝑒 𝑛𝑠および𝑒 𝑡𝑠は

密度急変点に対するそれぞれ法線および接線方向の単位

ベクトル，𝑒 𝑛𝑏および𝑒 𝑡𝑏は底面に対するそれぞれ法線お

よび接線方向の単位ベクトル，𝜯は応力テンソルであり，

それぞれ次式で表される． 

 𝑒 𝑛𝑠 =
(−(𝑅+ℎ),𝑥,1)

[1+(𝑅+ℎ)2,𝑥]
1/2 (33) 

 

図-2 流れと座標系の概念図． 
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 𝑒 𝑡𝑠 =
(1, (𝑅+ℎ),𝑥)

[1+(𝑅+ℎ)2
,𝑥
]
1/2 (34)     

 𝑒 𝑛𝑏 =
(−𝑅,𝑥,1)

[1+𝑅2
,𝑥]

1/2 (35)     

 𝑒 𝑡𝑏 =
(−(𝑅+ℎ),𝑥,1

[1+𝑅2
,𝑥]

1/2  (36)    

 𝜯 = [
−𝑃 + 𝛵𝑥𝑥 𝛵𝑥𝑧

𝛵𝑥𝑧 −𝑃 + 𝛵𝑧𝑧
] (37)    

同様に密度急変点および底面における浮遊砂輸送の境界

条件は次のようになる． 

 𝐹 ∙ 𝑒 𝑛𝑠 = 0 at 𝜂 = 1 (38)   

 𝐹 ∙ 𝑒 𝑛𝑏 =
𝐸̃𝑠

𝑈𝑓0
 at 𝜂 = 0  (39) 

ここで𝐹 は浮遊砂フラックスベクトル(=(Fx,Fz))であり，

𝐸̃𝑠は浮遊砂の巻き上げ速度である．本研究では浮遊砂の

無次元巻き上げ速度𝐸𝑠(= 𝐸̃𝑠/𝑣̃𝑠)として，泉ら 4)が提案し

た以下の式を用いる． 

 𝐸𝑠 = 1.0 × 10−5 (
𝑈𝑓

𝑣𝑠
)
4
 (40) 

 

5．河床高さの時間変化 

 河床形状の時間変化は，浮遊砂のみを考慮した Exner

方程式で次のように表される． 

 (1 − 𝜆𝑝)
𝜕𝐵̃

𝜕𝑡̃
+ 𝐸̃𝑠 − 𝐷̃𝑝 = 0 (41) 

ここで λpは空隙率，𝐸̃𝑠および𝐷̃𝑝はそれぞれ浮遊砂の巻

き上げ速度および沈降速度であり，次のように表される． 

 𝐸̃𝑠 = 𝑣̃𝑠𝐸𝑠 (42)  

 𝐷̃𝑝 = 𝑣̃𝑠𝐶[𝜁, 𝑅] (43)   

上式を代入し，(41)を無次元化すると，Exner 方程式は

次のようになる． 

 
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= −

𝑣𝑠

𝑑𝑠
√

𝑆

𝑅𝑠𝑑𝑠

(𝐸𝑠 −  𝑐[𝜁, 𝑅]) (44)    

ここで時間 t は次の無次元化を行っている． 

 𝑡̃ =
(1−𝜆𝑝)ℎ̃0

2

√𝑅𝑠𝑔𝑑̃𝑠𝑑̃𝑠

𝑡 (45) 

 

6．基本解 

6.1 流れの基本解 

 安定解析の基本状態は平坦床等流状態である．基本状

態では各パラメータは次のように表すことが出来る． 

 (𝑈,𝑊, ℎ, 𝑍, 𝑅, 𝐶) = (𝑈0(𝜂), 0,1,0, 𝑅0, 𝐶0(𝜂)) (46)     

基本状態のときの流れの支配方程式は次のように単純

化される．   

 𝐶 +
𝑑𝛵𝑥𝑧0

𝑑𝜂
= 0 (47)

 𝛵𝑥𝑧0 = 𝜈𝑇0
𝑑𝑈0

𝑑𝜂
 (48)

 𝜈𝑇0 = 𝑙0
2 𝑑𝑈0

𝑑𝜂
 (49) 

 𝑙0 = 𝜅(𝜂 + 𝑅0) (50)   

添字 0 で表されているのは基本状態における解である． 

 

 

6.2 浮遊砂輸送の基本解 

 流れの基本解同様，浮遊砂濃度分布の基本解を求める．

平坦床等流状態のときの式(21)は次のように単純化され

る． 

 −𝑣𝑠
𝑑𝐶0

𝑑𝜂
=

𝑑

𝑑𝜂
(𝜈𝑇0

𝑑𝐶0

𝑑𝜂
) (51)  

ここで νT0は次の式で表される． 

 𝜈𝑇0 = 𝜅(𝜂 + 𝑅0)√1 − 𝐶0𝜂 (52) 

 

7 線形安定解析 

7.1 摂動展開 

 先に求めた平坦床等流状態における河床 Z に対し，

𝑍 = 𝐴𝑍̂1の摂動を与える．それに合わせて各パラメータ

を次のように摂動展開する． 

 (𝜓, 𝑃, ℎ, 𝑍, 𝑅, 𝐶) = (𝜓0, 𝑃0, 1,0, 𝑅0, 𝐶0) 

  +𝐴(𝜓̂1, 𝑃̂1, ℎ̂1, 𝑅̂1, 𝑅̂1, 𝐶̂1)  (53) 

ここで A は摂動の振幅を表すパラメータであり，線形

安定解析のスキームでは無限小であると考える．また𝑍̂1

は𝑅̂1と等しいことに注意する． 

 任意の摂動は，様々な波数を持った正弦関数あるいは

余弦関数の足し合わせで表される．そこで単一波数に注

目し，摂動を次のような指数関数で表す normal mode 

analysis を行う． 

 (𝜓̂1, 𝑃̂1, ℎ̂1, 𝑅̂1, 𝐶̂1) = (𝜓1, 𝑃1, ℎ1, 𝑅1, 𝐶1)𝑒𝑥𝑝[𝑖(𝛼𝜉 − 𝛺𝑡)](54) 

ここで αおよび Ωは摂動の波数および複素角周波数で

ある．式(53)は次のように書き直される．   

 (𝜓, 𝑃, ℎ, 𝑍, 𝑅, 𝐶) = (𝜓0, 𝑃0, 1,0, 𝑅0, 𝐶0) 

                                   +𝐴(𝜓1, 𝑃1, ℎ1, 𝑅1, 𝐶1)𝑒𝑥𝑝[𝑖(𝛼𝜉 − 𝛺𝑡)] (55) 

 

7.2 流れの摂動解 

 式(55)を流れの支配方程式(16)および(14)に代入し，A

のオーダーで整理すると，O(A)について次式が得られる． 

 Lψ(𝜂)𝜓1(𝜂) +LC(𝜂)𝐶1(𝜂) +Lh(𝜂)ℎ1 +LR(𝜂)𝑅1 = 0 (56) 

 iαP1(𝜂) +Pψ(𝜂)𝜓1(𝜂) +PC(𝜂)𝐶1(𝜂) +Ph(𝜂)ℎ1 

                               +PR(𝜂)𝑅1 = 0 (57) 

境界条件(28)-(32)および Exner 方程式(44)からは次式が

得られる． 

 𝜓1(1) = 0 (58) 

 𝑃1(1) = 0 (59) 

 R𝜓1(0) = 0 (60) 

 𝜓1(0) = 0 (61) 

 D𝜓1(0) = 0 (62) 

 Eψ𝜓1(𝑅) +EC𝐶1(𝑅) +Ehℎ1 +LR𝑅1 = 0 (63) 

ここで Lφおよび Pφ，Eφ(φ=ψ, C, h, R) は線型演算子であ

るが，具体的な形については省略する．D=d/dη および

R=d2/dη2 である．また式(57)および(59)から次式が得ら

れる． 

 Pψ(1)𝜓1(1) +PC(1)𝐶1(1) +Ph(1)ℎ1 +PR(1)𝑅1 = 0 (64) 

ψ1 を Chebyshev 多項式展開を用いて次のように表す． 

  𝜓1 = ∑ 𝑎𝑛𝑇𝑛(𝜁)
𝑁
𝑛=0   (65) 

ここで Tnは n 次の Chebyshev 多項式，ζは[-1，1]で定義

される Chebyshev 多項式の独立変数である．また，計算

精度をあげるために次の変数変換を用いている．  
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 𝜁 = {
𝑙𝑛[(𝜂+𝑅0)/𝑅0]

𝑙𝑛[(1+𝑅0)/𝑅0]
} − 1 (66) 

これらを支配方程式(56)に代入した後，次の Gauss-

Lobatto 点において式を評価する． 

 𝜁𝑗 = 𝑐𝑜𝑠(𝑗𝜋/𝑁) (67) 

 

7.3 浮遊砂輸送の摂動解 

 流れの摂動解同様，式(55)を移流拡散方程式(21)に代

入すると，O(A)について次式が得られる． 

 CC𝐶1(𝜂) +Cψ(𝜂)𝜓1(𝜂) +Chℎ1 +CR𝑅1 = 0 (68) 

境界条件より次式が得られる． 

 SC𝐶1(1) +Sψ(1)𝜓1(1) +Shℎ1 +SR𝑅1 = 0 (69) 

 BC𝐶1(0) +Bψ(0)𝜓1(0) +Bhℎ1 +BR𝑅1 = 0 (70) 

ここで Cφ，Sφ，Bφ(φ=ψ, C, h, R)は線型演算子である. 

C1 についても次のように Chebyshev 多項式で展開し，

Gauss-Lobatto 点で評価する．  

  𝐶1 = ∑ 𝑏𝑛𝑇𝑛(𝜁)
𝑁
𝑛=0   (71) 

 

7.4 線型安定解析 

それらを境界条件と合わせると次の線型代数方程式系

が得られる． 

 𝑳𝒂 = 𝟎 (72) 

ここで 

𝒂 = [𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑁, 𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑁 , ℎ1, 𝑅1] (73) 
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  (74)       

式(74)の ̌は η を ζ に変数変換した線形演算子を表して

いる．式(72)が自明でない解を持つためには可解条件

|𝑳| = 0が満足される必要がある．その条件から複素周

波数𝛺は次のような関数形で求められる． 

 𝛺 = 𝑓(𝛼, 𝐹𝑟, 𝐶𝑟 , 𝑅𝑝) (75) 

ここで Crは抵抗係数であり，ここで求められた Ω の虚

部 Ωiが摂動の増幅率に相当する． 

 

8 結果および考察 

 図-3 に摂動の増幅率 Im[Ω]の α-Fr 平面上における等

高線図を示した．フルード数 Fr が小さい領域と大きい

領域に摂動の増幅率 Im[Ω]が正となる領域，すなわち海

底に界面波が発生する領域が現れている．前者がデュー

ンに後者がアンチデューンやサイクリックステップに対

応している． 

成瀬ら 5）による実験結果では，Fr が 2.0～3.0，α が

0.1～0.4 の領域でサイクリックステップが，Fr が 1.0～

4.0，α が 0.5～1.5 の領域でアンチデューンが形成され

ており，定性的にではあるが，実験結果と整合性のある

結果が得られた． 

 

9 結論 

 本研究では，海底混濁流による界面波の形成条件を理

論的に解明するため，計算が簡単な混合距離モデルを用

いて線形安定解析を行った．解析の結果，得られた成果

は次の通りである． 

 混合距離モデルを用いることで基本状態における

海底混濁流の流速および浮遊濃度の鉛直分布があ

る程度再現することが可能であることが分かった． 

 混合距離モデルを用いた線形安定解析を行うこと

で，Fr が小さい領域と大きい領域において界面波

が形成されることが明らかになった． 
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図-3 式(75)より得られる増幅率 Im[𝜴]の等高線図．

実線が正の増幅率を示す．Cr
- 1=20, μ=0.1． 
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