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1．はじめに 

 完全球状シェルはその優れた構造特性から，工業製品，

建築物などの人工物はもちろんのこと，野菜や果物の果

実など，自然界においても非常に多く存在する汎用性の

高い構造形式である．また，近年ではグラファイトの層

を重ね合わせたカーボンオニオンのようなナノ材料も注

目を集め，多くの基礎的な研究が行われている．これら

の構造物にかかる荷重が臨界点に達すると構造の状態は

座屈後平衡状態へと移行するが，内部または外部に弾性

媒質を有するなどの特殊な抵抗力が働く構造を持つシェ

ルについては，復元力など様々な要因により座屈変形モ

ードが特異なものとなることが予想される．既往の研究

では半径方向に抵抗力を限定したばねを有する完全球状

シェルのモデルを用いた結果，軸対称の座屈変形形状の

みが発現した．本研究では非軸対称の座屈変形について

も表現できるモデルとして，全方向に抵抗力を持つ弾性

媒質を有する球状シェルを想定し，座屈時にシェルがど

のような変形を起こすのかについて変分原理に基づいて

解析を行った．またシェルの剛性，内部弾性媒質の抵抗

力など，諸条件の差異が座屈時の挙動に与える影響に関

しても検証した． 

2．解析モデル 

 図―1 は本研究における完全球状シェルの解析モデル

を示したものである． p は外圧力を表し等方的に作用

するものとする． a， h， E， はそれぞれシェルの半

径，厚さ，ヤング係数，ポアソン比を示す． u ， v ，

wはそれぞれ 方向， 方向，半径方向のシェルの変

位を表す．またシェル内部は弾性媒質で満たされている

ものとし，
cE ，

c ，
fk はそれぞれ弾性媒質のヤング係

数，ポアソン比，ばね剛性を示す． 
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図―1 完全球状シェルモデル 

3．変分原理による解析理論 

 本研究では以下の様な変分原理に基づいた理論を用い

て解析を進める． 

構造物に関して，ある変位
0x が生じた時の力学的エ

ネルギーの変化量は以下のように表される． 

   010 xUxxUU   (1) 

この式をテイラー展開すると式(2)が得られる． 
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本研究で考慮する座屈状態において，力学的エネルギー

は不安定状態にある．即ち，座屈状態では力学的エネル

ギーが最小値をとる安定状態になりえないため，その一

次導関数が 0 かつ二次導関数が負の値をとらない．よっ

て座屈時には以下の条件が適用できる． 

0)( 0  xU  (3) 

座屈状態における力学的エネルギーの条件は式(4)のよ

うに表され，これに基づき完全球状シェルの座屈挙動を

解析する． 

0)( 2 U  (4) 

4．定式化 

4.1 完全球状シェルの定式化 

 本解析モデルにおける完全球状シェルの全ポテンシャ

ルエネルギーは以下のように表される． 

FBM UUUU   (5) 

ここで，
MU ，

BU ，，
FU は伸びによるひずみエネル

ギー，曲げによるひずみエネルギー，外圧力による仕事，

弾性媒質が蓄えるエネルギーを表し，それぞれ以下の式

(6) －(9)によって与えられる． 

dA
C

U
A

M  






 
 222

2

1
2

2
 


  (6) 

 dA
D

U
A

B   222 )1(22
2

   (7) 


A

pwdA  (8) 

dAw
k

U
A

f

F  2

2
 (9) 

ここにおいて ，  ，  はそれぞれ伸び，せん断，曲

げに関するひずみでありC ，Dはそれぞれ伸び，曲げ

剛性に関する係数を表す． 

上記より得られたエネルギーに変分原理を適用すること

によって座屈現象に対応する支配方程式を得ることがで

きる
)1
．その支配方程式に対し，座屈後の変位を座屈形

状の波数 n ,mを用いて表し，固有値を解くことによっ

て弾性座屈荷重と座屈変形後の変位を求める
)2
． 
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4.2 内部弾性媒質におけるばね剛性の定式化 

エネルギー式において，シェルが内部に弾性媒質を有

するモデルを想定し，半径方向のみではなく全方向の力

から影響を受ける弾性媒質のばね剛性
fk を表現してい

く． 

fk を導出するために，まず内部に弾性媒質を有するシ

ェルの変位式は以下のように表すことができる． 
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式(10)におけるベクトル関数
nmV ，

nmX ，
nmW は以下の

ように表現される． 
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ここにおける m

nY は球面調和関数であり，ルジャンドル

陪関数を含む関数形で表現される．また， m

nY は三次元

ラプラス方程式の解を球座標系において表示したときの

角度部分の関数を表している．また式 (10)において
)(nm

ijC は座屈波数m ， n に関する定数であり，
)(nB と

)(nC については以下のように表される． 
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ここにおいて  ，  はラメ定数であり，弾性媒質のヤ

ング係数
cE とポアソン比

c からなるパラメータである．

また，弾性媒質に関する応力式は以下のように表現でき

る 3)． 
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式(15)におけるG はせん断弾性係数を表す．一般的な形

で表現されるこれらの式に対して本解析モデルへの適用

条件として変位式に r 方向のみ 1 単位の変位が生じると

仮定する．それにより )(nm

ijC を求め，応力式に適用する

ことで弾性媒質の挙動を想定したばね剛性
fk が以下の

ように算定される． 
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図―2 軸対称座屈モードと非軸対称座屈モードの比較 
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図―3 剛性比と厚肉比に対する座屈荷重比 

5．解析結果 

図―2 はシェルの座屈モードを示したものである．ば

ね剛性が半径方向に限定されていた場合では軸対称変形

が生じたが，波数依存性を持つ弾性媒質を内部に有する

場合は非軸対称座屈モードが発現し得ることがわかった． 

図―3 の座屈荷重比は，算出された座屈荷重に古典座

屈荷重式
0P の逆数を乗じて無次元化したものである 4)．

これより，厚肉比と剛性比の増加に伴い座屈荷重比も大

きな値をとる． 

6．まとめ 

本研究から以下の知見が得られた． 

・弾性媒質のばね剛性を半径方向に限定した場合と比較

して，波数依存性を持たせた場合においては球状シェル

の座屈モードが 方向において 1m となる非軸対称変

形が発現しうる． 

・球状シェルの座屈荷重は剛性比と厚肉比に依存し，そ

れぞれが大きいほど座屈荷重も大きな値をとる． 
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