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一般化パレート非毎年分布の母数決定に関する一考察 
 

A  study on Parameter Estimation of Generalized Pareto Distribution 
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１．はじめに 
近年河川整備計画において、降雨の毎年確率の適合

度が低い場合の検討事項として非毎年確率が位置付け

られ、非毎年確率の使用頻度が高まっている。非毎年

確率を表す代表的なものに一般化パレート分布をポア

ソン分布で変換して年確率とする手法があり、これは

分布の式が一般化極値分布と同じになる。同様に指数

分布が用いられるがこれは一般化パレート分布の形状

母数ｋ＝0 としたものであり、非毎年の確率分布とし
て一般化パレート分布は最も重要と言える。今回は一

般化パレート分布の形状を決めるうえで重要な形状母

数 kの算定方法について考察したので報告する。 
 
２．一般化パレート分布の非毎年データ表現 
 閾値を越える非毎年データの洪水ピーク値の非超過確

率の分布として、一般化パレート分布が用いられており、

以下のように表される。 
  累積分布関数  
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ｘ：水文データ   ｃ＝ｘ０(閾値)     
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・・・３）   
                                   
または 
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                   ・・６） 
           ・・・７） 

ただし 00 >− xxi  である。 

２）～４）式は確率重みつき積率（ＰＷＭ）であり、

２）式は０次積率で平均に等しく、３）式は１次積率に

２項分布を利用したもの、４）式は同じくプロッティン

グポジションを利用した例である。いずれもｉが 1の時

には )(ix が最小、ｉがＭのときには最大である。 

６）～８）式はそれを用いて定数をＬ積率で定める場

合の式である。1）式及び６）式のｋが今回算定法を問
題にする定数(形状母数)である。ｋは算出法によって値
が異なり、それが確率値に影響する。ｋは一般化パレー

ト分布から一般化極値分布に変換しても変化しないので、

通常一般化パレート分布から２～6)式で求められる。 
 
３．分布のプロッティングポジションによる表現 
非毎年の場合のｋ値推定法は重みつき積率法が主に紹

介されているが、他の方法は知られていない。ここでは、

積率法としてひずみ係数合わせを考えてみる。非毎年の

水文データｘを y軸、分布の標準変量εを x軸に取りプ
ロットしてみる。通常のプロッティングポジションによ

る非超過確率ｐは以下の式であり 
 

・・・11） 

一般化パレート分布では下からｉ番目の確率値 pix は 

                              

               
                  ・・・12）     
 
 
 
α：プロッティングポジションの定数   
ｐ：非超過確率 M：閾値以上のデータ個数   
i：プロッティングポジション 
ａ，ｋ，ｃ：分布の母数（定数）ｃ＝ｘ０ （閾値）        

 なおポアソン変換したプロッティングポジションによ

る一般化極値分布の確率値は以下の式のようになり、こ

れからも歪み係数合わせで同じｋ値が求められる。 
 
 
 
 
                    ・・・13） 
 
 
N：データ年数  λ：ポアソン分布の閾値以上の値の
年平均生起回数  

[ ]内が標準変量εiであり、 

                 ･･･14）  
の直線関係となる。 
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４．母数 kの決定方法 
１）PWMによる方法 
現在一般的に用いられている方法であり、一般化パレ

ート分布から前出の２)～７)式を用いて重みつき積率
PWM と L 積率を組み合わせて算出される。β１の算出

方法が何通りかあり、２項分布を用いた３)式、PWMの
プロッティングポジションとして多く用いられる４)式

がある。このほか４）式の
M

i 35.0−
・・・１5）  

の代わりに一般的なプロッティングポジション 11)式を
用いることが考えられる。また、国際的に知られるハン

ドブックにおいてはプロッティングポジションを 

M
i 35.01 −

− ・・・16) 

としてｉ＝１～M に対しデータは大きい順に対応させ

る、すなわち )()1( Mxx ≥≥L としてβ1 を算出する方

法が示されている。 
２）ひずみ係数あわせによるｋ値の算定 
データ値と分布の標準変量が直線関係にあることから、

17）式の関係を用いて標本ひずみ係数を求めれば、以下

の関係式が求まる。両辺の値にデータ数の平方根 M
をかければ、標本ひずみ係数Ｃｓになる。これはいわゆ

る積率解であり、ここでは「歪み係数合わせ」と呼ぶこ

とにするが、確率値と標準変量が直線関係で表される分

布全てに適用できる。 
 
 
 

・・17） 
 

ix ：下からｉ番目の水文データ値、 iε ：一般化極値

分布の標準変量  
Ｍ：閾値以上の対象データ数 

Ｎ年間からM個のデータを取り出した場合、ｋを仮定し

て 12）式の iε を 17）式右辺に代入し、その時の実際の

データによる左辺と一致するようにｋをトライアルで求

める。なお 13）式を 17)式に代入して kをトライアルで
求めても、求まる k値は同じである。 
３）理論解による方法 
一般化パレート分布の理論解は 

)31(
)21)(1(2 2/1

k
kk

x +
+−

=γ ・・・18） 

でしめされる。左辺は実際のデータによる不偏ひずみ係

数であり、左辺の値に一致するようにｋをトライアルで

求める。 
 
５．計算法の比較 

ｋ値算定にどの手法が適当か、母数ａ、c、ｋを仮定し
て、12）式における標準変量の中のｉを変化させて一般
化パレート分布のデータを発生させ、前章のそれぞれの

方法で算定したｋ値と、発生のために仮定したｋ値が一

致するかどうかを確認した。 
結果は表１に示すが、表の算出ｋ値のうち、２項は３）

式、プロット１は 11）式、プロット 2 は 16）式、逆プ
ロットは 17）式、歪み係数は 19）式のものを意味する。
表の左側に示す仮定したｋ値に近いｋ値を算出する方法

が精度が高いということになる。なおａ，ｃの値を代え

て計算したが、算出されるｋ値はａ，ｃの値を変化させ

ても変わらない。また 18）式の歪み係数あわせでは仮定
したｋ値と全く同じｋ値が算出される。 

表 1 ｋ値の算出 
データ数 発生ｋ
M 仮定 2項 プロット1 プロット2 逆プロット 歪み係数

30 -0.124 -0.046 -0.059 -0.021 0.013

60 -0.118 -0.080 -0.086 -0.068 -0.017

120 -0.117 -0.098 -0.101 -0.092 -0.042

300 -0.117 -0.110 -0.111 -0.107 -0.068

3000 -0.119 -0.119 -0.119 -0.118 -0.102

30 -0.232 -0.159 -0.170 -0.137 -0.046

60 -0.233 -0.197 -0.203 -0.187 -0.083

120 -0.237 -0.219 -0.222 -0.214 -0.115

300 -0.241 -0.234 -0.235 -0.232 -0.148

3000 -0.248 -0.247 -0.247 -0.247 -0.198

30 -0.021 0.061 0.047 0.090 0.080

60 -0.009 0.031 0.025 0.045 0.059

120 -0.004 0.016 0.013 0.023 0.041

300 -0.002 0.006 0.005 0.009 0.024

3000 -0.001 0.000 0.000 0.000 0.005

算出ｋ値

-0.12

-0.25

-0

 
これで見ると全ての場合で発生データ数を大きくする

ほどｋ値はデータ発生に用いたものに近づく。重みつき

積率法で適合度が高いのは 2項分布を用いたものであり、
プロッティングポジションの中では、 
がやや成績が良く、実用的に重みつき積率で多く使われ

ていることを実証した形になっている。なお 18）式の歪
み係数合わせの方法は仮定した値を再現するが、今回の

ような分布どおりに発生させたデータではない、実際の

観測データで検証する必要がある。 
 
あとがき 
重み付き積率では 2項分布を用いたものが良好な結果

を与えるということが分かったが、歪み係数あわせとど

ちらが良いかの判断はこれからである。非毎年の年確率

については、指数分布のポアソン変換と一般化パレート

分布を変換した一般化極値分布の値が大きく異なるなど

課題が多い。特にｋ値の算定方法が重要と考えられ、今

後も検討が必要である。 
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