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1. まえがき

表面に曲率を有する曲面構造体はシェルと呼ばれ，膜

応力の発生により大空間構造では平板よりも有利な構

造である．原子炉格納容器やトンネルなど土木建築構

造物では，その曲率半径に比べて厚さの比較的大きな

厚肉シェルが用いられている．

せん断変形を考慮したシェルの研究には Naghdi1),

Reissner2)の研究やMirskyとHerrmannの二次近似理

論3)などがあるが，中厚のシェルに対する厚肉シェル理

論は積層シェルの研究で多く用いられている．例えば，

ChaudhuriとAbu-Arja4)は積層円筒シェルに，Leissa

と Chang5)は二重曲率を有する積層偏平シェルに一次

せん断変形理論を用いている．これらの研究では直交

曲線座標系におけるひずみ−変位関係式6)から得られ

るひずみ成分が用いられているが，薄肉シェルの Love

理論と同様に，中央面に対する法線まわりのモーメン

トのつり合い条件を球形シェルなどの特別な場合を除

いて満足しないことになる．

それに対して，Reddy7)は Sandersの方法8)によりひ

ずみ成分を修正して，法線まわりのモーメントのつり

合い条件を満たすひずみ−変位関係式を用いて二重曲
率を有する積層偏平シェルの級数解を求めている．し

かし，Reddyの研究では偏平シェルの仮定が導入され

ており，渡辺と林は一次せん断変形理論以外の仮定や

近似を用いずに，深い二重曲率シェルに対して正確な

解析解を求めている9)．

本研究では，法線まわりのモーメントのつり合い条

件を満たすひずみ−変位関係式9)を用いて，一次せん

断変形理論に基づいた深い二重曲率シェルの自由振動

を定式化し，正確な解析解を求める．合応力の中に現れ

る (1+ζ/R2)
(1+ζ/R1)

などの法線方向 ζに関する定積分項も正確

に取り扱っている．円筒シェルと球形シェルの数値計算

により，それらの固有振動モードを三次元弾性理論に

倣って分類するとともに，シェルの振動特性と Reddy

の偏平シェル理論の適用性について考察している．
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図–1 二重曲率を有する厚肉シェル

2. 深い厚肉シェルの定式化
(1) シェルの幾何形状とひずみ成分

シェルの幾何形状を図−1に示す．シェルの中央面に

直交曲線座標 (x1, x2, ζ)を設け，シェル厚を h，x1, x2

軸に沿ったシェル幅を a, b，シェル中央面の曲率半径

を R1, R2 とする．

シェルの任意点の変位 u1, u2, u3 は，中央面の座標

軸 x1, x2, ζ 方向の変位 u1, u2, u3と，x1, x2軸まわり

の回転変位 ϕ2, ϕ1 を用いて次式で与えられる．

u1 = u1 + ζ ϕ1, u2 = u2 + ζ ϕ2, u3 = u3 (1)

ひずみ成分には，直交曲線座標系におけるひずみ–変

位関係式6)から得られるひずみ成分を法線 ζ まわりの

モーメントのつり合い条件を満足するように修正した

次式のひずみ成分9)を用いる．

ε11 =
1

(1 + ζ/R1)
{
ε0
1 + ζκ1

}
ε22 =

1
(1 + ζ/R2)

{
ε0
2 + ζκ2

}
γ12 =

1
(1 + ζ/R1)

{
ε0
12 + ζκ12

}
+

1
(1 + ζ/R2)

{
ε0
21 + ζκ21

}
γ23 =

1
(1 + ζ/R2)

γ0
23, γ13 =

1
(1 + ζ/R1)

γ0
13 (2)

ここに，

ε0
1 =

∂u1

∂x1
+

u3

R1
, κ1 =

∂ϕ1

∂x1

ε0
2 =

∂u2

∂x2
+

u3

R2
, κ2 =

∂ϕ2

∂x2
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図–2 計算モデル

ε0
12 =

1
2

(
∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)
= ε0

21

κ12 =
∂ϕ2

∂x1
− 1

2R1

{
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

}
κ21 =

∂ϕ1

∂x2
+

1
2R2

{
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

}
γ0
23 =
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なお，Reddyは偏平シェルの仮定により，式 (2)におい

て 1/(1+ζ/Ri)≈1，式 (3)のひずみ成分を ε0
12+ε0

21≡ε0
6,

κ12+κ21≡κ6 として取り扱っている7)．

(2) 自由振動の定式化

シェルの質量密度を ρとし，時間 tに関する微分を

ドット ( ˙ )で表すと，シェルの運動エネルギーK は次

式で与えられる．

K =
∫

V

ρ
{

u̇
2
1 + u̇

2
2 + u̇

2
3

}
dV (4)

また，シェルの仮想ひずみエネルギー δU は次式で与

えられる．

δU =
∫

ξ1

∫
ξ2

∫ h/2

−h/2

{
σ11δε11 + σ22δε22 + τ12δγ12

+ τ23δγ23 + τ13δγ13

}
dS1 dS2 dζ (5)

これらをハミルトンの原理に用いて，運動方程式が得

られる．

周辺を単純支持されたシェルに対して，中央面の動

的変位を次式で仮定する．

u1 =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Umn cos(αmx1) sin(βnx2) eipt

u2 =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Vmn sin(αmx1) cos(βnx2) eipt

u3 =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Wmn sin(αmx1) sin(βnx2) eipt

ϕ1 =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Xmn cos(αmx1) sin(βnx2) eipt

ϕ2 =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

Ymn sin(αmx1) cos(βnx2) eipt (6)

ここに，pは固有円振動数，i=
√
−1である．

運動方程式に式 (6)を用いて，任意の (m,n)項に対

して次式の固有方程式が得られる．



S11 S12 S13 S14 S15

S22 S23 S24 S25

S33 S34 S35

sym. S44 S45

S55


− p2



I0 0 0 I1 0

I0 0 0 I1

I0 0 0

sym. I0 0

I0







Umn

Vmn

Wmn

Xmn

Ymn


= O (7)

式 (7)を一般固有値問題として解いて，固有円振動

数 pと固有ベクトル Umnなどを求める．固有円振動数

pは，次式の無次元振動数 p∗ を用いて表す．

p∗ = p h
√

ρ /G (8)

3. 数値計算例

(1) 計算モデル

図−2に示す周辺が単純支持された円筒シェル (R1=∞,

R2=R)と球形シェル (R1=R2=R)の数値計算を実施

する．計算モデルは x1, x2軸に沿ったシェル幅を a，板

厚比を h/a=0.1とし，ポアソン比は ν=0.3，せん断補

正係数には k=π2/12を用いる．

円筒シェル，球形シェルともに，曲率 (a/R)を 0～

5π/6まで変化させる．なお，a/R=0は平板である．ま

た，固有振動モードの半波形数m,nは，それぞれ 0～

3までの 16通りについて検討を行う．

(2) 固有振動モードの分類

Mindlin平板の固有振動モードは，曲げ振動モード

(I−A, II−A, III−A)，伸縮振動モード (I−S, II−S)に

分類できる．さらに，m=0または n=0とすると従来

の解析的な研究では見落とされている振動モードも存

在し，せん断モード (I−Γ, II−Γ)と呼ばれている10)．

一方，厚肉シェルでは式 (7)の固有方程式から分か

るように，面内変位と曲げ変位の連生が生じるので，

単純にはモードを分類することができない．本研究で

は，面内 (Umn,Vmn)と曲げ (Wmn,Xmn,Ymn)の固有
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図–3 固有振動モードの分類 (m=1, n=3およびm=0 ,n=3)
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図–4 円筒シェルの固有振動数 (曲率 a/R=0～5π/6)

ベクトルの大きさにより判断し，固有値の小さい順に，

I−A, I−S, II−S，II−A, III−Aと分類している．さら

に，せん断モード (I−Γ, II−Γ)は，m=0または n=0

として計算したモードであり，Mindlin平板と同様に

せん断応力のみが生じるモードとなっている．図−3に，

この方法に従って (m=1, n=3)および (m=0, n=3)波

形のモードを分類した結果を示す．

(3) 固有振動数に与える曲率の影響

曲率 (a/R) を 0～5π/6 まで変化させたときの円筒

シェルの無次元振動数 p∗を図−4に，球形シェルの無次

元振動数 p∗を図−5に示す．図中の括弧内の数値は半波
形数m,nを示しており，実線は本解法，点線はReddy

の偏平シェル理論7)による結果を示している．

円筒シェル，球形シェルともに，曲率 (a/R)の影響

は曲げ振動モード I−A に大きく現れているが，せん

断モード I−Γ, II−Γでは曲率の影響をほとんど受けて

いない．また，従来の解析的な研究で見落とされてい

るせん断モードは厚肉シェルにも存在しており，特に

I−Γモードの固有振動数は I−Sよりも小さくなってい

ることから，極めて重要なモードと言える．
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図–5 球形シェルの固有振動数 (曲率 a/R=0～5π/6)

Reddyの偏平シェル理論7)による誤差は，どのモー

ドでも曲率 (a/R) が大きくなるに従って大きくなっ

ている．その最大誤差は，円筒シェル (a/R=5π/6)

で 1.9% ( I−A モード )，球形シェル (a/R=5π/6) で

3.1% ( II−Sモード )となっており，球形シェルの方が

誤差が大きくなっている．

4. まとめ

本研究では，一次せん断変形理論以外の仮定や近似

を用いずに，深い二重曲率厚肉シェルの自由振動にお

ける正確な解析解を求めた．数値計算を行って，円筒

シェルと球形シェルにおいてもせん断モードが存在す

ることを示した．さらに，Reddyの偏平シェル理論の

適用性について考察した．

本研究の一部は，「平成 21年度原子力人材育成プロ

グラム チャレンジ原子力体感プログラム」事業の一環

として研究助成を受けた．関係各位に感謝いたします．
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