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1．はじめに 
底面が砂などの移動床で構成されている開水路では，ある条

件下において平坦床は不安定となり，河床にはデューンやアン

チデューンなどの河床波が形成されることが知られている．こ

れらの河床波は，河床形状と底面剪断力あるいは流砂量の間に

生じる位相差が原因となって発生することが知られている 1)が，

この際，河床形状と水面形状の間にも位相差が生じる．このこ

とから，デューンやアンチデューンの発生には自由水面の存在

が重要であることが推測されるが，自由表面の存在がどの程度

重要であるかについては，著者の知る限り判っていない．そこ

で本研究では，自由水面の存在しない管路内における砂－水界

面の安定性について，理論的に明らかにすることを目的とする．

開水路における河床波の安定解析に倣い線形安定解析を行うこ

とによって，安定性を支配するパラメータを明らかにすると同

時に，砂面が不安定となりデューンが発生する条件を明らかに

する． 
 
2．流れの定式化 

 

図-1  単位幅水塊に働く力の  図-2  管路内の剪断力 

力の釣合い                      分布 

 
解析で考えている管路の条件は以下のとおりである．管路は

矩形断面で，幅が高さに比べ充分大きく勾配を有しないものを

想定する．管路内部には充分な量の砂が敷かれ，流れは自由水

面を持たない場合を考えている．定常状態であれば，流れは勾

配がない場合，圧力差のみで生じる．ここで，定常状態のとき

の剪断力分布について考える．図-1および2は，平坦床の砂面

から上側の壁面までの高さを D*としたときの力の釣合いと剪断

力分布を表している．図-1 より管路内の単位幅水塊にかかる力

の釣合いを考え，式を整理すると以下のように表すことができ

る． 
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ここでy*およびZ* ，P* ，T*

wはそれぞれ高さ方向および砂面の

高さ，圧力，剪断力を表し，アスタリスクは次元量を示してい

る．また添え字のⅠおよびⅡはそれぞれ砂面および上の壁面に

おける量であることを示している．次に管路内のある微小要素

の流体に着目する．微小要素の流体に働く剪断力と圧力の釣合

いを考え，式を整理すると次式が得られる． 
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ここで，圧力勾配 dP* / dx* はy * 方向に対して一定であるため，

上式を上下それぞれy* 方向について積分すると次式がそれぞれ

得られる． 
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両式より剪断力が0になる高さy*
Hを求めると次のようになる． 
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y*
Ⅰおよびy*

ⅡとD*の関係は次式で与えられる． 
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式(1)および(4-b)と(5)を整理すると，次の関係が得られる． 
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上式の中で右辺の第2項が式(4-a) のyHⅠ
*と等しい．そのため，

yHⅠ
*とyHⅡ

*は同一の点であることがわかる．従って，この点を

境にしてそれぞれの砂面および壁面の摩擦の影響を受ける領域

を分けて考えることが出来る．今後，剪断力が0となる面を境

界としてそれぞれの領域で定式化を行うが，支配方程式および

境界条件は両領域に共通である．流れの概念図を図-3に示す． 
x*およびy*はそれぞれ流下方向，水深方向の座標系を，U*およ

びV*はそれぞれx*およびy*方向の流速を表している． R* は対

数分布則で流速が0となる砂面からの高さを表し，以後基準高

さと呼び，H*  はそれぞれの基準高さから領域IおよびⅡの境界

面までの高さを表している．管路内の流れはそれぞれ無次元化

を行った連続の式とReynolds平均をとったNavier-Stokes方程 
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    図-3 流れの概念図 

 
式で表され，以下のようになる． 
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上式では準定常の仮定を導入し，非定常項を無視している．式(7
～9)および管路内の流れにおいて，以下の無次元化を行った． 
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式(10-a,b,c,d)において，l*およびn*
T ，U*

f ，r ，T*
i j(i, j = x, y)はそ

れぞれ混合距離および渦動粘性係数，摩擦速度，水の密度，

Reynolds応力を表している．添え字の0は平坦床等流状態を表

し，無次元化で用いているU*
f0は以下のように表す． 
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式(8)および(9)に現れるReynolds応力は混合距離モデルを用い

ると，次のように表すことができる． 
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ここで，κはカルマン定数(=0.4)を，Zは砂面までの高さを表し

ている．式(7～9)を解くために，流れ関数Yを導入する．流れ関

数を用いると，流速は以下のように表すことができる． 
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式(13)を式(8)および(9)に代入し，Pを消去すると以下の4階の

偏微分方程式を導くことができる． 
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上式を解くにあたり，底面および境界面での境界条件を適用し

やすくするために，次のような変数変換を行う．  
( ) )ba,15(/, --== HRyx hx  

式(15-a,b)より変数変換後のh は0（基準高さ）から1(剪断力が

0となる面，境界面)の値をとる．この変数変化を用いると，底

面と境界面での境界条件は次式を満たす． 

)ba,17()0(00
)ba,16()1(0

-==×=×
-==××=×

h
h

　　　，

，　

tbnb

nstshns V
eueu

eeeu T
 

ここで u は流速ベクトル(=(u，v))， ensおよび etsは境界面に対

する法線および接線方向の単位ベクトル，enbおよびe tbは底面に

対する法線および接線方向の単位ベクトル，Vh は境界面におけ

る法線方向の流速であり，未知数として与えている．Tは応力テ

ンソルで，次式のように表すことができる． 
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境界条件中のVhは未知数であるため，さらに条件を与える．そ

の条件は領域 IとⅡの境界面で与え，接続条件と呼ぶ．接続条件

は2つあり，境界面において流速と圧力が連続であることであ

る．流速と圧力の接続条件は次のように表すことができる． 

( ) ( ) )ba,19(,, 2 -=-= ⅡⅠⅡⅡⅠⅠ ， PPVUVU bb  

b は無次元化をした流速で表すために導入した値で，両領域の摩

擦速度の比で表す． 
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上式中でR*はH*
0に比べて非常に小さいため，無視した． 

 
3．線形安定解析 

流れ関数や圧力などに対し次のような摂動展開を導入する． 
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ここで，添え字の0と1はそれぞれ基本状態と摂動を与えた状

態を表している．摂動展開した各変数を式(14)に代入し，整理す

るとe のオーダーごとにまとめることができる．  
3．1  Ο (1) 

Ο (1)では平坦床等流を基本状態と考えている．このとき，式

(8)および(12- c,d,e)は次のように簡略化される． 
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上式で－dP0 / dξは式(10－c)および(11)より，1である．基本状

態での境界条件は次式で表される． 
( ) )23(01,0 000 =-== hRTU yx  

境界条件の下で式（22－a,b,c,d）を解くと，流速は対数分布則に

従う． 
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上式と式(15－a,b)で変数変換した式(13)を用いて解くとY0が得

られる．また，上式をh＝0(基準高さ)から1(剪断力0の位置)の
間で積分すると，次の抵抗則が得られる． 
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ここでCは抵抗係数を， *
0U は平均流速を表している． 

3．2 O (e ) 
O (e )で各変数は次のようになる． 
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ここでe およびaとWはそれぞれ摂動を表す振幅，波数および複

素角周波数を表している．領域Ⅱの壁面は固定床であるので，

R1＝0となる．式(14)に上式を代入し、整理すると摂動項は以下

の式で表される． 
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ここで，および ( i =Y,H,R)は iに対しての線形演算子を表

している．ただし，その詳細はスペースの都合上省略する．上

式中でも，領域ⅡではR1が0のため，式(27)の第3項と式(28)
の第4項は0になる．同様の理由により，領域Ⅱでは今後もR
に関する項は含まれない． 
底面の境界条件を用いると次式が得られる． 

( ) ( ) )ba,29(00,00 11 -=Y=Y   
ここではd//dhである．境界面における法線方向の流速Vhを 
e Vh1 exp[i (ax- Wt)]と展開すると，V = －Y，xであるから境界条

件は次のようになる． 
( ) )30(1 11 hV-=Y  

Y 1を求めるためにChebyshev多項式展開によるスペクトル法

を用いる．Y1を次のようなChebyshev多項式展開を用いて表す． 
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ここでTn (z )はChebyshev多項式であり，anはChebyshev多項式

の係数である．Chebyshev多項式は [-1 ，1]を定義域として持

ち，z の定義域とh の領域とを対応させるために，次の変数変換

を行う． 
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この変換で底面(h = 0) はz = -1に，境界面(h = 1) はz = 1に対

応する．これらを式(32)に用い，Gauss-Lobatte点でそれぞれ式

を評価する．Gauss-Lobatte点は次のように表すことができる． 

( ) ( ) )33(,,1,0/cos NjNji == pz  
式(27)に対し，式(31)および(32)と(33)を用いると以下のN +1

個の方程式が得られる． 
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ここで   ̌ はh からz  に変数変換を行った線形演算子である．

境界条件も同様にGauss-Lobatte点で評価を行いスペクトル法を

用いて，anを決定する．スペクトル法を用いると，式(34)および

境界条件は以下の式でまとめて表すことができる． 

)35(11 hVRH vrha -=++L  

ここでL はの係数行列，aはChebyshev多項式の係数ベクトル，

hおよびrとvはそれぞれhおよび rとvの係数ベクトルを表し

ている．式(35)をaについて解くと次式が得られる． 
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上式を式(31)に代入し，接続条件の式(19-a,b)および(30)を用い

るとそれぞれの変数がR1を因数に持ち，次式が成立する．  

( ) ( ) )37(11 RR ++-=Y VH VHh  

ここでi (i=H，V，R)およびHとVは変数に対する線形演算子

およびをR1を因数に持つ形で表したHとVを表している．同様

にP1について求めると以下のようになる． 
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4．流砂の定式化と摂動展開 
流砂の連続式より砂面変動と単位幅当たりの掃流砂量の関係

は次のように表される． 
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ここでB* は掃流層上面の高さ，QB
*は単位幅あたりの掃流砂量，

lpは空隙率である．上式に対し無次元化および式(15-a,b)により

変数変換を行うと以下の式になる． 
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ここでFおよび tはそれぞれ無次元掃流砂量および時間T* 

(=(1-lp)/H0
*2/ 3

ssdgR )で無次元化された時間であり，長さは 

H *0Ⅰを用い無次元化を行った． 
掃流砂量式はColombiniに倣い，局所勾配の影響を取り入れた

次のMeyer-Peter & Müller式を用いる． 
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ここでqbおよびt *b，qbh，Rs，d*
s ， m，Yはそれぞれ掃流層上

面(y=B)における無次元掃流力および剪断力，基本状態での限界

無次元掃流力，水中比重(=1.65)，粒径，局所勾配の影響を表す 
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無次元パラメータ，摩擦角である． 
掃流層モデルはColombini2)が用いた次の式を使う． 
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式(42－c)より無次元剪断力t bが一定のとき，掃流層自体の厚さ

は変化しない．以上を用いると，掃流層上面の高さは次のよう

に摂動展開できる． 
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式(40)に上式および(41－a,b,c)と(42－a,b,c)を代入し，式を整理

すると以下の式が得られる． 
)44(1

RF=W a  
ここで求められた Im[W](W の虚部)が式(26)の右辺より摂動の増

幅率に相当することがわかる． 
 
5．結果と考察 
式(44)の右辺はa ，qb，b，Euの4つをパラメータとして持つ．

EuはEuller数で慣性力と圧力の比で表すことができ，平坦床等

流状態の断面平均流速と摩擦速度から以下のように与える． 
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ここで解析を簡略化するために，底面と壁面の粗度が等しい場

合考える．このとき，Eu は底面での粒径 ds
*と D*－Z*(底面から

壁面までの高さ)のみをパラメータとして持ち，表-1にその関係

を示す．また，底面と壁面の粗度が等しいという条件の下では

上下の領域の剪断力分布が境界面を境に対称形となり，底面お

よび壁面での剪断力と摩擦速度が等しくなる．そのため，式(20)
よりb =1となり，Wのパラメータはa  ，qb ，Eu の 3 つのみとな

る．ここではqbを一定とし，a  とEuを変化させたときの Im[W]

の値をコンタ図として図-4に示す． 

図-4では掃流層上面での無次元掃流力qb を0.25，0.5，1.0
と与えた場合の摂動の増幅率を示している．図中，破線は摂動

の増幅率が正のコンタ，太い実線は0のコンタ（中立曲線），鎖

線は負のコンタを表している．増幅率が正であるとき摂動は発 

 
Euler数 d *

s  /(D
*-Z *) Euler数 d *

s  /(D*-Z*)
22.0 3.3×10-4 21.0 5.0×10-4

20.0 7.4×10-4 18.0 1.7×10-3

17.0 2.5×10-3 16.0 3.7×10-3

15.0 5.5×10-3 14.0 8.3×10-3
 

 
達し砂面は不安定となるが，負であれば安定となる．従って、

図中の太い実線の内部で砂面は不安定となり，デューンが発生

することになる．式(41－a)からわかるように，q bが大きいほど

無次元掃流砂量は大きくなり，デューンの発生する不安定領域

は広がる．その広がる方向はEuler数の正の方向であるが，表-1
から分かるようにEuler数が大きくなると，d*

s /(D*－Z*)が小さく

なる．つまり，底面から壁面までの高さに対する相対粒径が小

さくなるほど不安定な領域はEuler数の正の方向へその領域を広

げることになる． 
また，q bが大きくなると増幅率が最大となる波数（卓越波数）

は若干大きくなることが判る．ここで界面波の波長l*を次のよう

に表す． 

)46(/2 *
0

* apl H=  

図から増幅率が最大となる波数（卓越波数）は1～1.5であるこ

とがわかる．ここでH0
*は粗度が等しい条件では(D*－Z*)/2とな

ることを考慮し，卓越波数に相当する波長の界面波が選択的に

発達するとすれば，実際に形成されるデューンの波長は底面か

ら壁面までの高さ(=D*－Z*)の2～3倍となることが予想される．

今後は，粗度の違いを含めた解析ならびに実験と理論結果を検

証することが必要である． 
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表-1 d*
s/ (D*－Z*)とEuler数の関係 

図-4 Im[W]のコンタ(左からqb=0.25, 0.5, 1.0) 
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