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1. 序論 
近年，数多くのメッシュフリー法が提案されてきた．

これらの手法は，一般的に形状関数の作成法と，支配方

程式の離散化の組み合わせによって分類される．それら

の 組 み 合 わ せ の 中 で も ， weighted least squares 
approximations(以下 WLSA)と point collocation を用いた
Finite Point Method(以下 FPM)は，要素も積分格子も必要
としないことから，完全なメッシュフリー法であると言

える．FPMは定式化が容易であり，節点の配置が自由で
あるといった利点を有している．京田([3],[4],[5])らは
Timoshenko beam の曲げや固有値問題への適用を試みて
いる．本論文では，2次元，3次元 Poisson方程式に新し
く提案した重み関数を適用し，その妥当性を検討してい

く． 
 
2. WLSA による近似関数の設定 

領域 Ω∈yx, で定義される関数 ),( yxfu = に対して，領域

内の任意の評価点 ( )yx, における関数 u は次式を用いて
近似的に表されるものとする． 
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ここに， û は近似解， pは基底関数ベクトル， αは未定
係数ベクトルである．ちなみに 2次元で 6=m の場合には，

[ ]T22 ,,,,,1),( yxyxyxyx =p となる． 
WLSAでは，次式で定義される評価関数 Πを最小にす
るように未定係数 iα を決定する． 
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ここに， ( )T, yx=x であり， NPは節点数， ix ， iw はそれ

ぞれ評価点の節点座標とその重み関数である．ここで， 
[ ]T2211 ),(,),,(),,( NPNP yxyxyx pppP L=  (3) 
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と表し最小化の条件を付与すると， 
BuMα 1−=  (6) 

ここに， 
TPWPM =  (7) 

PWB =  (8) 
とおいた．式(1)と式(6)から未定係数 αを消去して， 
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が得られる．ここで Nは形状関数である． 
既往の研究では重み関数として，4 次スプライン関数
や指数関数が使用されているが，本研究では，新しく以

下の関数を提案する(式(10))． 







 −

=>











−+






=

−

i

i
x

xx xxrrr
ρ

λ
λλλ

ϕ ,0expexp2 2
 (10) 

全体の重み関数は 
( ) ( )yxw ϕϕ ⋅=  (11) 

となる．ここで， iρ (サポート半径)は重み関数の大きさ
を示している．式(10)は評価点周辺の幅 λ程度の小区間
で λ1 程度の値をもち，その外で急速にゼロに近づく関

数である．従来の重み関数は，重み関数の範囲内に含ま

れる点数 nが大きくなると，評価点とその近傍の点の重
さを同等に評価してしまう(Fig. 1(b))．しかし，式(10)で
は評価点の重みが十分に大きいので，より正確に評価点

での計算が行えるのである(Fig. 1(a))． 
また，本解析では，節点配置の疎密に関らずが一定に

保たれるように iρ を変化させている．さらに，基底関数

p中の変数 yx, を iρ で正規化する(式(12))． 
( ) ( ) iiii yyxx ρηρξ −=−= ,  (12) 

式(7)は大きさの異なる成分が存在する性質の悪いマト
リクスであるが,正規化を行うことでその性質は改善さ
れる． 
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Fig. 1. Comparison of the weighting 
function( 6=m , 25=n , 2.0=λ ): (a) new weighting 

function(eq.(10)), (b) quartic spline function. 
 
3. 選点法による支配方程式の定式化 

2次元問題で微分方程式を以下のように定義する． 
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ここに， Lは微分演算子である．式(13))はそれぞれ支配
方程式，ディリクレ境界条件，ノイマン境界条件である．

近似解 )(ˆ xu によって近似される未知関数 )(xu に重み付き
残差法を用いると，次式が得られる． 
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ここで，重み関数を δ=== www とする． δ は Dirac delta
である．式(14)は 

FKu =  (15) 
と表すことができる． Kは剛性マトリックスであり，

NPNP×ℜ∈K ， 1×ℜ∈ NPu ， 1×ℜ∈ NPF となる．一般に剛性マト

リックスの対称性は得られない． 領域内の点を I，ディ
リクレ境界上の点をM ，ノイマン境界上の点を Nとする
と，剛性マトリックスは次のようになる． 
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4. 2 次元 Poisson 方程式への適用 

2次元 Poisson方程式に本手法を適用する．支配方程式
と境界条件は以下のように与えられる． 
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ここに， 5.0,2.0 == βα である．厳密解は式(22)である． 
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数値計算における誤差の評価には式(23)を用いる． 
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ここで， ε は誤差， u と û はそれぞれ厳密解と解析解を
表している．ここでは 2.0=λ ， 6=m として解析行う．異
なる重み関数を適用した場合の解の収束性を示すために，

点数が 121，289，1089のランダム配置で解析を行ってい
る．Fig. 2 から 25=n の時，4 次スプラインが 16=n と比
べて全体に精度が悪化しているのに対して，式(10)は

16=n と比較しても同程度の収束性が得られていること
がわかる． 
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Fig. 2. Convergence plot when the cloud size is 16 and 25. 

 
5. 3 次元 Poisson 方程式への適用 

次に，3次元 Poisson方程式に適用する．支配方程式と
境界条件は以下のように与えられる．  
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ここに， 5.0,2.0 == βα である．厳密解は式(31)である． 
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誤差の評価には式(23)を用いる．  
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Fig. 3. Convergence plot with different polynominal basis. 

ここでは， 2.0=λ ， 10=m とする．異なる重み関数を

適用した場合の 3次元における解の収束性を示すために，
点数が 64，343，729のランダム配置で解析を行っている．
Fig. 3から 2次元の場合と同様に，式(10)の重み関数の安
定性が優れていることがわかる． 
 
6. まとめ 

FPM は任意の節点配置に適用可能であることが特徴
であるが，従来の重み関数では点の配置が不均一である

時，精度の低下が見られた．しかし，式(10)の重み関数
を用いることにより，計算点での値を十分に評価するこ

とが可能になり，ランダムな点配置であっても解析精度

が維持される．これにより，2次元，3次元問題のように
一定の点数を選択しにくい問題に対して，より一層適用

性が向上したと言える．今後は，2次元，3次元弾性問題
への適用性を確認していく予定である． 
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