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1. はじめに

「財や人間の多様性・生産における規模の経済・財

や情報の輸送費」の 3者の相互作用により内生的に生

じる集積力に注目し，都市・地域および国際間におけ

る空間経済システムの変遷を分析する分野が注目を浴

びている．Krugman1)は Dixit and Stiglitzの独占的競争

モデル2)を空間経済に拡張し，大胆な仮定を加えること

により，輸送費の変化による工業の集積現象を分析し

た．このモデルは，集積について極めて示唆に富む結

果をもたらしている．その代表的なものが分岐現象で

あり，例えば，2つの都市において集積力が強い場合に

は，対称均衡が不安定となり，分岐によっていずれか

の都市に経済活動が集中して行くことが明らかにされ

ている．

本論文では，Krugmanの短期均衡モデルを用いた多

都市モデルを考える．解析では，人口またその置かれ

た状況が相互に全く等価な n都市モデル（nは自然数）

を考え，「この都市の数が多くなる場合に，どのような

集積が発生するのか？」という命題に答えることとす

る．この命題は都市の集積過程の理解をより現実的な

ものとする上で重要である．

現在取り扱われている 2都市や 3都市モデルのよう

な少ない都市数に対しては，現行の解析法で十分であ

る．しかし，都市数の増大に伴い，可能な解の個数は

爆発的に増加することが問題となる．そこで，本論文

では，計算分岐理論による非線形方程式の局所的分岐

解析法3)を本モデルに適合する形で導入し，多都市のモ

デルへの適用可能性の検討を行うことを目的とする．

2. 均衡モデル

本論文では，Krugmanの短期均衡モデルを用いた消

費者の効用最大化問題を考え，互いに対等な n個の都

市を設定し，都市の人口集積の分岐による進行のメカ

ニズムを明らかにする．
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(1) 一般均衡の枠組み

本モデルの枠組みは以下に示すとおりである．

• 経済は，独占的競争が行われる工業部門と完全競
争的な農業部門の２つの部門からなる．

• 経済全体では，工業労働者は µ(∈ (0,1])，農業労働

者は (1− µ)存在する．
• 工業労働者は自身の効用を最大化するように自由
に都市間を移動することができるが，農業労働者

は移動不可能で，すべての都市に均等に分布して

おり，賃金 1である．

• 工業品の輸送には輸送費がかかり，農業品の輸送
には輸送費はかからないこととする．

本論文では，n個の都市が円周に沿って等間隔に存

在する競技場経済を考える．すなわち，都市 r と都市

sの間の工業財の輸送費 TM
rs を

TM
rs = eτ|r−s|2π/n (1)

とする．|r − s|は都市 r から都市 sに至る最短距離であ

り，経済全体における最大輸送費は Tmax = eτπとなる．

(2) Krugman モデル

生産者の利潤最大化行動，利潤ゼロの条件，氷塊輸

送などにより導出された Krugmanモデルにおいて，都

市 r の工業労働者の賃金 wM
r は以下に示す連立方程式

によって決定される．

wM
r = [

n∑
s=1

Ys

(
TM

rs

)1−σ
Gσ−1

s ]1/σ (2)

Yr = µλrw
M
r + (1− µ)/n (3)

Gr = [
n∑

s=1

λs

(
wM

s TM
sr

)1−σ
]1/(1−σ) (4)

ここで，Yr は都市 r の所得，Gr は都市 r の工業品価格

指数，TM
rs (∈ [1,+∞])は工業品を都市 r から都市 sまで

輸送したときの輸送費，σ(∈ [1,+∞]) は任意の差別化

された 2財間の代替弾力性である．λr は都市 r におけ

る工業人口全体に対する割合であり，下記の人口一定

の条件式を満足する．

λ1 + · · · + λn = 1 (5)



(3) 都市選択行動

工業労働者の都市選択行動を決定する要因を実質賃

金の大きさによると考え，都市 r における実質賃金 ωr

を工業労働者の賃金wM
r と工業品価格指数Gr を用いて

以下のように定義する．

ωr = wM
r G−µr (6)

そこで，工業労働者に対して自身の実質賃金が最大

となる行動を仮定すると，以下のような条件を満たせ

ばよい．  ωr = ω̄ i f λr > 0

ω̄ − ωr ≥ 0 i f λr = 0
(7)

ここで，ω̄は均衡実質賃金である．したがって，式 (7)

に示した相補性条件は (ωr − ω̄)λr = 0,

ω̄ − ωr ≥ 0, λr ≥ 0
(8)

と定式化できるため，(8)を用いて解析を行う．

3. 計算分岐理論の適用
本モデルに対して，非線形方程式の解曲線を追跡す

る方法論である計算分岐理論を適用する．ここでは，計

算分岐理論の概略をまとめ，その詳細は文献3)に譲るこ

ととする．

(1) 非線形方程式

本モデルでは未知変数 uは，

u = (wM
1 , . . . ,w

M
n , λ1, . . . , λn, ω̄)T (9)

であり，輸送費を決めるパラメータである τを分岐解析

におけるパラメータとして用いる．一方，µとσは解析

に先立ち一定値として与えることとする．したがって，

本モデルで解くべき非線形連立方程式は，Krugmanの

短期均衡モデル (2)と人口保存条件 (5)と効用最大化の

式 (8)という下記の 2n+ 1個の非線形方程式となる．

F(u, τ) = (F1, . . . , F2n+1)T = 0 (10)

この方程式の具体形は以下に示すとおりであり，

F(u, τ) =


K(wM , λ, τ)

P(wM , λ, ω̄, τ)

L(λ)

 (11)

K(wM , λ, τ) =


[ n∑

s=1
Ys(TM

1s)
1−σGσ−1

s

]
−

(
wM

1

)σ
...[ n∑

s=1
Ys(TM

ns)
1−σGσ−1

s

]
−

(
wM

n

)σ
 (12)

P(wM , λ, ω̄, τ) =


(ω1 − ω̄)λ1

...

(ωn − ω̄)λn

 (13)

L(λ) = λ1 + · · · + λn − 1 (14)

この非線形連立方程式 (10)を満たす解を計算分岐理論

により求め，その解の中で，不等式条件式 (8)を満たす

ものを取り出すという方法論により，分岐解析を行う．

(2) 増分支配方程式

非線形連立方程式 (10)を満たすある解を (u, τ)と，そ

の近傍の別の解 (u + δu, τ + δτ)を考える．ここに，δu

と δτは増分量である.この 2つの解が支配方程式を満

たすことから，以下の増分支配方程式が成立する．

δF(δu, δτ)

≡ F(u + δu, τ + δτ) − F(δu, δτ)

=
∂F
∂u
δu +

∂F
∂τ

(u, τ)δτ +O = 0 (15)

ちなみに，Oは高次項であり，∂F/∂uは F(u, τ)のヤコ

ビ行列である．

増分方程式を，式 (11)を用いて具体的に書き下すと

∂K
∂λ
δλ +

∂K
∂wM
δwM +

∂K
∂τ
δτ = 0 (16)

∂P
∂λ
δλ +

∂P
∂wM
δwM +

∂P
∂τ
δτ +

∂P
∂ω̄
δω̄ = 0 (17)

∂L
∂λ
δλ = 0 (18)

となる．

(3) 方程式系の縮約

非線形連立方程式 (10)は方程式系が非常に煩雑であ

り，人口移動に対する安定性や分岐現象などを考慮す

る上で取り扱いにくい．これらの問題を解決するため

に，非線形連立方程式 (10)の増分支配方程式を以下の

ように縮約する．

未知変数： wM , λ, ω̄ ⇒ λ

方程式の数： 2n+ 1 ⇒ n
(19)

具体的には，(16)，(17)，(18)を用いて，δwMと δω̄を

変数消去すると，以下に示す増分方程式に帰着される．

J̃δλ + Aδτ = 0 (20)

ここで，行列 J̃，Aはそれぞれ

J̃ =
∂P
∂λ
− ∂P
∂wM

(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂λ

(21)

A =
∂P
∂τ
− ∂P
∂wM

(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂τ

−∂P
∂ω̄

∂L
∂λ

J̃
−1

[
∂P
∂τ
− ∂P
∂wM

(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂τ

]
∂L
∂λ

J̃
−1∂P
∂ω̄

(22)



であり，δwM と δω̄は，δτを用いて

δwM =

[(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂λ

J̃
−1

A −
(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂τ

]
δτ (23)

δω̄ = −

∂L
∂λ

J̃
−1

[
∂P
∂τ
− ∂P
∂wM

(
∂K
∂wM

)−1
∂K
∂τ

]
∂L
∂λ

J̃
−1∂P
∂ω̄

δτ (24)

と表すことができる．

(4) 経路追跡

ある平衡点 (λ∗, τ∗)において増分支配方程式 (20)を

考え，制御する輸送費パラメータ τの増分を d̄τとする

と，次ステップの平衡点は d̄τを用いて以下のように予

測することができる．

(λ∗, τ∗) ⇒ (λ∗ + d̄λ, τ∗ + d̄τ) (25)

= (λ∗ − J̃
−1

Ad̄τ, τ∗ + d̄τ) (26)

そして，さらに修正子と予測子を用いる反復解法3)を用

いることにより次ステップの平衡点を求める（図–1）．

この計算を繰り返すことで経路追跡を行う．

dτ

dλ

平衡点

次ステップの初期値

次ステップ平衡点

収束計算

図–1 経路追跡

(5) 特異点

ヤコビ行列 J̃(λ, τ)が正則である場合には，増分方程

式 (20)は唯一の解，すなわち通常解を持つ．

一方，ヤコビ行列 J̃(λ, τ)が正則でない場合には，増

分方程式 (20)は唯一の解を持たなくなる，このような

点を特異点と呼ぶ．ヤコビ行列 J̃(λ, τ)の固有値を ei と

し，固有ベクトルを ψi とすると (i = 1, . . . , n)，標準固

有値問題は

J̃ψi = eiψi , i = 1, . . . , n (27)

となる．このとき，特異点の条件は，少なくとも 1個

以上の固有値がゼロとなること，すなわち，

e1 = · · · = eM = 0 (28)

が成り立つことである．ここで Mは特異点の多重度で

ある．特異点は以下のように分類できる．

パラメータ f の極大・極小点

分岐点


単純分岐点 (M = 1)

2重分岐点 (M = 2)
...

(29)

本研究で取り扱う４都市モデルでは，分岐点は単純

分岐点と 2重分岐点のみ存在する．

(6) 経路切替

分岐点において枝分かれする分岐経路を追跡するの

が分岐経路解析である．J が輸送費パラメータ τの極

値以外でゼロ固有値を持つ場合，その点は分岐点であ

り，ゼロ固有値に対応する固有ベクトルは分岐の方向

ベクトルとなる．

ゼロ固有値が唯一の場合は，ゼロ固有値に対応する

固有ベクトルψ1の方向に分岐解を探査すればよい（図–

2）．

分岐点

固有値ゼロに対応する
固有ベクトル

分岐経路上の平衡点

分岐経路

図–2 経路切替

しかし，本モデルではゼロ固有値が 2つ同時に存在

する 2重分岐点が数多く存在する．その場合，ゼロ固

有値に対応する固有ベクトルが 2つ ψ1，ψ2存在する

ため，次の方向に探査する．

cos α ψ1 + sin α ψ2 (0 ≤ α < 2π) (30)

ここで，αは解の方向を表すパラメータである．全て

の αの方向に解が存在するわけではないので，解の方

向に対応する αをどのように選ぶかが問題となる．ち

なみに，群論的分岐理論4),5)に基づく解析的な議論に

より分岐解の本数とその対称性が決定でき,さらに，ψ1

と ψ2をこの対称性に基づき選択すると，解の方向を与

える αを決定することもできる．

(7) 安定性

安定性の判定は，平衡点付近の局所安定性を見るこ

とによって行う．その方法はヤコビ行列 J̃ の固有値が

全て負の場合，安定とするものである6)．



4. 都市の集積解析結果

本章では，本モデルについて計算分岐理論による分

岐解析法を適用することにより，得られた解析結果を

示す．

(1) 2都市モデル
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図–3 輸送費の変化に伴う平衡点の変化 (2都市)

2都市での輸送費の変化による都市の人口変化を図–3

に示す (µ = 0.4，σ = 5.0)．図の縦軸は工業人口の経済

全体に対する比率 λ1，λ2を示し，横軸に輸送費を示し，

実線は安定な経路，破線は不安定な経路を示している．

ここで，横軸の輸送費は輸送費パラメータ τを用いた

1− 1/eτπ の値を示しており，輸送費 0では都市間に全

く輸送費がかからない状態を，輸送費 1では輸送費が

無限に大きく都市間の交流が全くない状態を示してい

る．また，図中の経路に沿うように示した模式図は○

の位置により都市の位置を，○の大きさによりその都

市における工業人口の大きさを模式的に表している．

この図から，安定な解は水平方向の直線 (λ1, λ2) =

(0.5,0.5)，(1,0)，(0,1)の一部であり，分岐構造が存在

することが確認できる．つまり，輸送費の高い状態で

は，2都市分散の均衡状態が安定となっているが，輸

送費の低下によりその状態が不安定化し，どちらか一

方の都市に人口が一極集中する．また，ここで得られ

た解析結果は，Krugmanら1)の結果を再現できており，

得られた分岐点における輸送費の値も一致している．

図–3では本手法により分岐経路を求めたが，2都市

の場合に関しては分岐後の経路を求めることはあまり

重要ではない．それは安定な状態（2都市の均等分布・

一極集中）が既知であり，安定な状態が失われる点（分

岐点）を結ぶという既存の方法でも大きな問題はない

からである．しかし，考慮する都市数が大きくなると，

分岐経路を網羅的に求めていくことが大きな鍵を握る

ことになる．

(2) 4都市モデル

a) 4都市解析結果

4都市についての解析結果を図–4（µ = 0.4，σ = 10.0）

に示す．図–4–(a)を見ると，2都市の場合と比較して，

非常に複雑な分岐構造を持っていることがわかる．そ

の分岐構造について，図–4–(b)に 4都市における階層

的な分岐の様子の一例を模式的に示した（破線は対称

軸）．図は，例えば 4都市の均等分布状態からは，単純

分岐により 2軸対称の対角の 2都市への集積が起きる

か，もしくは 2重分岐により 1つの都市に集中もしく

は隣り合った 2つの都市に集積が起こることを示して

いる．図は複雑さを避けるため，内点解（全ての都市

に工業人口が存在する解）のみを表示しているが，実

際の解析では端点解（工業人口ゼロの都市が存在する

解）は無数に存在する．しかし，端点解に対しても分

岐の仕方は同じである．

4都市における解析結果を詳細に見てみる．図–4–(a)

についてその集積の様子を，分岐解析において具体的

に追跡した順番に従って図–4–(c)，(d)，(e)に分類して

示す．図–4–(c)を見ると，輸送費 τが高い場合は 4都

市均等分布 (λ1, λ2, λ3, λ4) = (0.25,0.25,0.25,0.25)が安

定となっているが，輸送費 τの低下によりある点で不

安定となり分岐し，対角の 2都市への集積が起こる．

さらなる τの低下により対角の 2都市のみの均等分布

(λ1, λ2, λ3, λ4) = (0.5,0,0.5,0)も不安定化し，1つの都

市へ集積がおこり，最後には一極集中 (λ1, λ2, λ3, λ4) =

(1,0, 0,0)が起こることが分かる．また，図–4–(c)に示

す経路は図–4–(d)，(e)と比べて非常に多くの安定解を

持つことが確認できる．この図–4–(c)が示す分岐現象

は周期倍分岐と呼ばれるものであり，都市の集積・分

散現象の理解においても重要である．

また，安定な解のみ見てみると，下記の 5種類存在

することが確認できる．

4都市に均等分布 ：図–4–(c)のＡ

対角の 2都市のみに均等分布 ：図–4–(c)のＢ

対角の 2都市のみに分布 ：図–4–(c)のＣ

一極集中 ：図–4–(c)のＤ

隣りの 2都市のみに均等分布 ：図–4–(d)のＥ

このように安定解は非常に多く存在するため，安定

解を導くにあたり本手法により分岐経路を追うことは

重要である．

周期倍分岐はカオス7)を引き起こすことが知られている．
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(b)階層的分岐の模式図（内点解のみ）
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図–4 4都市解析結果 (µ = 0.4，σ = 10.0)

同一のパラメータ（輸送費）に対して複数の安定解

が存在する．現実にどの解が存在するかはケース毎に

異なる. 例えば,図–4–(c)において，パラメータの値を

1から減少させることを考えると，図中の a点におい

て，b点に飛び移り，さらに，b-cと移行する．c点は

分岐点であり，解 c-dまたは c’-d’ が分岐する．ただし，

解 c-dと解 c’-d’ は物理的に等価であり，どちらが発現

するかはケース毎に異なる.例えば，解 c-dが発現した

場合には，d点において e点に飛び移り，さらに f点に

至る．

b) パラメータ µ，σの影響

本節では，µと σの関係がもたらす安定経路への影

響について触れる．µとσは任意に決められるパラメー

タであり，µは工業品への支出割合を示すと同時に経済

全体での工業人口の占める割合を示し，σは工業品の

多様性を選好する度合いを示すパラメータである．µが

大きいと移動可能な人口の割合が大きくなるので，集

積力が強くなる．また，σが小さいと多様な工業品を

消費しようとする選好が強く差別化が起こるので，解

析では集積力が強くなる．反対に σが大きいと全ての
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図–5 4都市解析結果 (µ = 0.4，σ = 5.0)

工業品の価値が等しくなっていくため，集積は起こり

にくくなるという性質がある．

4都市について，前節の図–4（µ = 0.4，σ = 10.0），

図–5（µ = 0.4，σ = 5.0），図–6（µ = 0.7，σ = 20.0）

で解析結果の違いを検討する．

各図を見ると，まず，4都市に均等分布する状態が

不安定となる輸送費の値が大きく異なることが確認で

きる．これは，µの増加と σの低下は集積力を強くす

ることから起こる現象である．例えば，µの値が同一
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図–6 4都市解析結果 (µ = 0.7，σ = 20.0)

の図–4–(a)（σ = 10.0）と図–5–(a)（σ = 5.0）を比較す

ると，図–5–(a)（σ = 5.0）の場合では，より輸送費が

高い状態で 4都市均等分布が不安定となって分岐して

いることが確認できる．

図–4–(c)，図–5–(b)，図–6–(b)の周期倍分岐の経路が

示す集積過程（4都市均等分布→対角の 2都市への集

積→一極集中）から明らかなように，周期倍分岐は都
市の集積の進行の理論モデルとして重要である．

5. おわりに
本論文では，多都市に拡張した Krugamanの短期均

衡モデルに関して，計算分岐理論による分岐経路追跡

法を提案した．その結果，輸送費の変化に伴う，都市の

計算分岐理論による都市の集積・分散モデルの分岐経路追跡法の提案 ∗

柳本彰仁 ∗∗・池田清宏 ∗∗・赤松隆 ∗∗∗・河野達仁 ∗∗・八巻俊二 ∗∗

輸送費の変化による工業の都市集積現象のメカニズムを表現した Krugmanの提案したモデルは，複数の均衡
解を持つことが知られている．しかし，地域 (都市)数が 2と 3の場合については，その特性に関する多くの分
析がなされているものの，都市数が更に増加した場合における輸送費変化による人口の空間的 (地域・都市間)
集積・分散パターンの分析に関しては十分な知見が得られていない．そこで，本論文では，Krugmanモデルを
円周上に位置する同一の人口を持つ多都市モデルへと拡張し，計算分岐理論による数値解析法により，その可
能な解を網羅的に求め，その適用可能性を示す．

Proposal of a bifurcation analysis procedure of Core–Periphery model by computational
bifurcation theory∗

By Akito YANAGIMOTO ∗∗・Kiyohiro IKEDA ∗∗・Takashi AKAMATSU∗∗∗・Tatsuhito KONO∗∗・Syunji YAMAKI ∗∗

It is known that the model that expresses the city accumulation phenomenon by the change of transportation cost
has multiple equilibria for two or three cities. However, there is no research on the pattern of spatial accumulation
and decentralization of the population when the number of cities was increased further. In this research, the numerical
analysis procedure based on computational bifurcation theory is carried out on the Core–Periphery model for many
cities with the same population that are located evenly on a circle. As a result, complex bifurcation behaviors of the
model has successfully been traced by means of this procedure.

集積・分散の分岐による進行を数値的に表現すること

ができた．今後の課題としては，本手法を用いて，よ

り多くの都市について解析を行うことにより，複雑系

の典型的な挙動である周期倍分岐による集積の進行な

どの数理メカニズムを明らかにすることが挙げられる．

本論文では，都市の位置を固定しており，都市の位置

が移動するような場合の解析も今後の課題である．
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