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我が国では下水道管渠の団塊的な老朽化が進行しており，各地で管渠の老朽化に起因した問題が顕在化して
いる．その中でも特に道路陥没は交通機能や，人身事故にも繋がる重要な問題である．また，下水道管渠の維
持管理を実施する上で，下水道担当職員の減少と高齢化の進行による執行体制の脆弱化が懸念されている．こ
のような下水道管理を取り巻く現状の中，効率的な事業運営が求められている．下水道管渠に起因する道路陥
没の発生を抑制するためには，下水道管渠の劣化状態に応じた適切な調査・更新が重要である．しかしながら，
下水道管渠は埋設構造物であることから，高頻度な点検が困難であり，調査データは十分でない場合が少なく
ない．そこで本研究では，潜在変数を用いてデータ欠損に起因するバイアスの補正を行い，点検データが限ら
れている場合にも適用可能な下水道管渠の劣化予測手法を提案する．
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1. はじめに

近年，我が国では下水道管渠の団塊的な老朽化が進
行している 1)．今後 20年で下水道管渠の標準耐用年数
である 50年を経過した管渠の割合は急速に増加する 2)

と見込まれている．また，各地で管渠の老朽化に起因
する問題が顕在化している．特に管渠の老朽化によっ
て発生する問題の中でも，道路陥没は流下機能だけで
はなく，交通機能にも繋がる重要な問題である．建設
後 40年を経過した管渠において道路陥没の件数・割合
が共に急増する 3) ことから，今後適切な点検・更新が
実施することが求められる．
また，下水道の維持管理を実施する上で，職員の減

少や高齢化による執行体制の脆弱化が懸念されている．
このような現状の中，下水道管理者は様々な制約の中
で，効率的な事業運営が求められており，アセットマ
ネジメントの必要性が高まりつつある．
下水道の効率的な維持管理を実施するためには，施

設情報や維持管理情報，改築情報などを管理・蓄積す
ることが重要である．その一方で，下水道管渠は埋設
構造物であることや，資産量が膨大であることから，高
頻度な点検やこまめな補修が困難である．更に維持管
理情報を含んだ施設情報のデータベース化が未実施で

ある場合も多く，点検データの蓄積やその活用が十分
に進んでいない地方公共団体も多い 2)．
これまで，マルコフ劣化ハザードモデル 4) など，点
検データを基に社会基盤構造物の劣化過程や期待寿命
を推定する手法が数多く提案されている 4),5),6)．マル
コフ劣化ハザードモデルを推定するためには，2回の点
検データを 1サンプルとしてデータセットを作成する
必要がある．施設の更新に関する履歴情報が記録され
ておらず欠損が生じている場合には，本手法により作
成したデータセットを用いると寿命が過大評価される
問題が生じる．そのため，二宮ら 7)はこのバイアスを
補正した統計的劣化予測手法を提案している．本手法
においては，説明変数として施設の特徴を考慮してい
る．しかし，本手法を下水道管渠の劣化予測に用いた
場合，管渠の劣化は環境条件や使用条件に多様に変化
すると考えられる．これら全てを説明変数により表現
した場合，各説明変数の説明力が低下することが懸念
される．また，より効率的な維持管理を目的とする場
合，個々の施設の劣化に影響する不可観測な要因を考
慮した上で劣化速度に関する評価を行う必要がある．
以上の問題意識のもと，本研究では，過去に実施さ
れた更新に関するデータが存在しない管渠の点検デー
タを用いてバイアスおよび管渠毎の劣化速度の差異を
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図–1 取付管（陶管）の施工年代別延長割合（令和 3年度末
時点）

考慮可能な劣化予測モデルの提案を行う．具体的には，
個々の下水道管渠の更新時点及び更新回数を確率変数
として捉え，管渠の劣化過程を混合マルコフ劣化ハザー
ドモデル 8)で表現する．以下，2.で本研究の基本的な
考え方を述べる．3.では更新履歴の欠損を考慮した統
計的劣化予測モデルの定式化と推定手法を説明する．

2. 本研究の基本的な考え方

(1) 下水道管渠に起因する道路陥没
下水道管理者が管理する下水道管渠には道路の下に

埋設されており，道路縦断方向に伸びている本管と，住
宅などから排水された汚水をためる公共ますと本管を
接続している取付管の 2種類がある．本研究で対象と
するA市が管理する管渠の本数は本管が約 21万本，取
付管が約 63万本である．図–1にA市の取付管（陶管）
の施工年度別施工延長を示す．施工から 50年経過した
管渠が多く存在し，今後も更新の需要が増大すること
が読み取れる．
管渠の老朽化に伴って発生する問題の 1つに下水道

管渠に起因した道路陥没（以下，道路陥没と略記）が挙
げられる．全国では年間約 3,000件の道路陥没が発生
している．本研究の分析対象である A市の道路陥没の
現状を述べる．A市では年間 200件前後の陥没が発生
しており，近年は減少傾向にあるものの依然として多
くの道路陥没の発生が確認されている．さらに図–2に
平成 26年度～平成 30年度までに発生した道路陥没の
原因施設別発生件数を示す．本管や人孔に比べて取付
管に起因した道路陥没が突出して多いことが読み取れ
る．この取付管に起因した道路陥没のうち，管種別の
陥没発生件数を図–3に示す．ほぼ全ての陥没が陶管に

図–2 原因施設別道路陥没発生件数の割合（平成 26年度～平
成 30年度）

図–3 取付管の管種別道路陥没発生件数の割合（平成 26年度
～平成 30年度）

よるものであることがわかる．以上から A市における
道路陥没はその 8割以上が取付管起因であり，特に陶
管での発生が多いことがわかる．よって本研究は取付
管（陶管）を対象とした分析を行う．

(2) 下水道管渠の点検記録
近年，我が国では社会基盤施設の団塊的な老朽化に
伴う補修・更新費の増加が見込まれており，アセットマ
ネジメントの必要性が高まりつつある．そのような中，
蓄積された点検データを用いて，社会基盤施設の劣化
過程をモデル化する統計的劣化予測モデルが発展して
きた．劣化予測モデルを作成する場合，点検データな
どの維持管理情報，施設情報などを管理・蓄積するこ
とが重要である．各施設管理者で点検データの蓄積は
進みつつあるものの，点検履歴や点検結果，改築履歴な
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どをデータベースによって管理している都市は全国で
37%に留まり，特に規模の小さい自治体においてデー
タベースの蓄積が進んでいないのが現状である．この
ように全ての管理者において施設情報や維持管理情報
の蓄積が進んでいないのが現状である 2)．本研究の分
析対象であるA市では TVカメラを用いて年間 30,000

～40,000箇所の取付管を対象にした調査を実施し，継
手のズレや破損がないかを調査している．また，A市
では調査結果のデータベース化が行われており，デー
タの蓄積が進められている，しかし，一部の点検結果，
例えば取付管の調査結果は同一箇所の以前の調査記録
に上書きする形で記録されており最新の調査以前の履
歴が把握できない．

(3) 既往研究のレビュー
下水道管渠を対象にしたアセットマネジメントは，近

年研究が蓄積している 10),11)．しかしこれらの研究で
は施工から点検まで一度も更新がなされていない管渠
への適用を想定しており，管渠の更新履歴情報が欠損
しているデータに適用した場合，推計結果にバイアス
が生じる．二宮ら 7)は過去に実施された点検や更新に
関するデータが存在しない道路照明柱に注目し，個々
の照明柱の更新時点及び更新回数を潜在的な確率変数
と捉えた上で，照明柱の劣化更新過程を予測する手法
を提案している．本研究では二宮らの手法を援用して，
取付管の更新時点及び更新回数を潜在変数として捉え，
データ欠損に起因するバイアスを補正する．

3. モデルの定式化
(1) モデル化の前提条件
対象とする施設の健全性を I 個の健全度 i (i =

1, . . . , I) で表現する．i の値が大きくなるほど，劣化
が進展していることを表現する．また時刻 τ における
健全度が iであることを h(τ) = iと表記する．z > 0

として，2つの時刻間 τA, τB(= τA + z)における健全
度の推移確率について考える．τA，τB の両時刻におい
て健全度が記録されるとする．マルコフ推移確率は時
点 τA における健全度 h(τA) = iを与件とし，時点 τB

における健全度 h(τB) = j (j ≥ i)が生起する条件付確
率として定義され，マルコフ推移確率 πij(z)は

πij(z) = Prob[h(τB) = j|h(τA) = i] (1)

と与えられる．このようなマルコフ推移確率は所与の
2つの時刻 τA，τB の間において生じる健全度間の推移
確率を示したものであり，当然のことながら，対象と
する点検間隔が異なれば推移確率の値は異なる．補修
がない限り常に劣化が進行するので，πij = 0 (i > j)

が成立する．また，推移確率の定義より∑I
j=i πij = 1

が成立する．すなわち，マルコフ推移確率に関して，
πij ≥ 0,

∑I
j=i πij = 1

πij = 0 (i > j のとき)

}
(2)

が成立しなければならない．健全度 I は，補修のない
限りマルコフ連鎖における吸収状態であり，πII = 1が
成立する．なお，マルコフ推移確率は過去の劣化履歴
には依存しない．マルコフ連鎖モデルでは，健全度が
i－ 1から iに推移した時点に拘わらず，時刻 tA から
時刻 tB の間に推移する確率は時刻 τA における健全度
のみに依存するという性質（マルコフ性）を満足する
12)．

(2) 混合マルコフ劣化ハザードモデルの定式化
分析対象とする取付管をK個のグループに分割する．

K 個のグループのそれぞれは，2.(3)で言及したメッ
シュ（領域）に対応する．グループ k (k = 1, . . . ,K)

は，合計 Lk 個の取付管で構成され，各取付管単位で
目視点検が実施される．グループ k に固有なハザード
率の異質性を表すパラメータ εk を導入する．このと
き，グループ k の取付管 lk (lk = 1, . . . , Lk)の健全度
i (i = 1, . . . , I − 1)のハザード率を，個別ハザード率

θlki = θ̃lki ε
k (3)

(i = 1, . . . , I − 1; k = 1, . . . ,K; lk = 1, . . . , Lk)

を用いて表す．ここに，θ̃lki は，グループ kの取付管 lk

が有する健全度 iの平均的なハザード率（以下，標準
ハザード率）である．異質性パラメータ εk は，グルー
プ k の標準ハザード率 θ̃lki からの乖離の程度を表す確
率変数であり，εk ≥ 0が成立すると仮定する．異質性
パラメータ εk > 1であり，かつ εkの値が大きくなるほ
ど，当該グループ k に含まれる全ての取付管の劣化速
度が，標準ハザード率に対して大きいことを表す．式
(3)において，全ての健全度のハザード率に，同一の確
率変数 εkが含まれることに留意してほしい．これによ
り，ある健全度において劣化速度が大きい場合，他の
健全度の劣化速度も相対的に大きくなることを表すこ
とができる．いま，異質性パラメータ εk がガンマ分布
G(α, γ)

ḡ(εk | α, γ) = 1

γαΓ(α)

(
εk
)α−1

exp

(
−ε

k

γ

)
(4)

から抽出された確率標本であると考える．ガンマ分布
G(α, γ)の平均は αγで，分散は αγ2である．また，Γ(·)
はガンマ関数である．さらに，平均 1，分散 1/ϕのガン
マ分布の確率密度関数 ḡ(εk | ϕ)は，

ḡ(εk | ϕ) = ϕϕ

Γ(ϕ)
(εk)ϕ−1 exp(−ϕεk) (5)

と表される．
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ここで，グループ k (k = 1, . . . ,K)の異質性パラメー
タ εk の値を ε̄k に固定する．このとき，グループ kの
ある取付管 lk の健全度 iの寿命が ylki 以上となる確率
F̃i(y

lk
i )は，式 (3)に示す指数ハザード率を用いて

F̃i(y
lk
i ) = exp(−θ̃lki ε̄

kylki ) (6)

と書き換えることができる．さらに，グループ k の取
付管 lk の第 1回目の点検時点 τ lkA において健全度が i

と判定され，次の点検時点 τ lkB = τ lkA + zlk においても
健全度が iと判定される確率 πii(z

lk | ε̄k)は，
πii(z

lk | ε̄k) = exp(−θ̃lki ε̄
kzlk) (7)

となる．また，点検時点 τ lkA と τ lkB = τ lkA + zlk の間で
健全度が i から j (> i) に推移するマルコフ推移確率
πij(z

lk | ε̄k)は，式 (3)より，

πij(z
lk | ε̄k) =

j∑
s=i

ψs
ij(θ̃

lk
) exp(−θ̃lks ε̄kzlk) (8)

(i = 1, . . . , I − 1; j = i+ 1, . . . , I ; k = 1, . . . ,K)

と表すことができる．ただし，θ̃
lk

= (θ̃lk1 , . . . , θ̃
lk
I−1)で

ある．また，ψs
ij(θ̃

lk
)は

ψs
ij(θ̃

lk
) =

s−1∏
m=i

θ̃lkm

θ̃lkm − θ̃lks

j−1∏
m=s

θ̃lkm

θ̃lkm+1 − θ̃lks
(9)

となり，標準ハザード率のみの関数で表される．また，
πiI(z

lk | ε̄k)に関しては，

πiI(z
lk | ε̄k) = 1−

I−1∑
j=i

πij(z
lk | ε̄k) (10)

と表すことができる．つぎに，パラメータ εkが，式 (5)

で示したガンマ分布に従って分布する場合を考える．ま
ず，健全度 iの寿命が ylki 以上となる確率は，式 (7)を
用いて

π̃ii(z
lk) =

∫ ∞

0

πii(z
lk | εk)ḡ(εk|ϕ)dεk (11)

と表すことができる．マルコフ推移確率 π̃ii(z
lk)はハ

ザード率の確率分布を考慮した点検間隔 zlk の平均的
なマルコフ推移確率を表している．同様に点検間隔 zlk

の下で健全度 iから健全度 j へ推移する平均マルコフ
推移確率は，

π̃ij(z
lk) =

∫ ∞

0

πij(z
lk | εk)ḡ(εk|ϕ)dεk (12)

と表される．

(3) ハザード率と期待劣化パス
グループ k (k = 1, . . . ,K)に属する取付管 lk (lk =

1, . . . , Lk)に関して 1回の点検が実施されたと考える．
点検が実施されたカレンダー時刻を τ lkA と表す．グルー
プ kに含まれる取付管 lk の点検サンプルには，供用開
始から点検が実施された時刻までの期間長 z̄lk と，点検
で観測された取付管の健全度 h̄(τ lkA )に関する情報が記

載されている．記号「　̄」は，実測値であることを意味
している．点検時点における健全度に基づいて，ダミー
変数 δ̄lkj (j = 1, . . . , I；k = 1, . . . ,K; lk = 1, . . . , Lk)を

δ̄lkj =

{
1 h̄(τ lkA ) = j のとき
0 それ以外のとき (13)

と定義する．さらに，ダミー変数ベクトルを δ̄
lk =

(δ̄lk1 , . . . , δ̄
lk
I )，取付管の劣化速度に影響を及ぼす構造条件

や環境条件を表す特性行ベクトルを x̄lk = (x̄lk1 , . . . , x̄
lk
M )

と表す．ただし，x̄lkm (m = 1, . . . ,M)はグループ k，取
付管 lkの点検サンプルのm番目の説明変数を表す．ま
た，第 1番目の説明変数は定数項に該当する変数であり，
恒等的に xlk1 = 1である．グループ k に属する取付管
lk の点検サンプルが有する情報を ξlk = (δ̄

lk , z̄lk , x̄lk)

と表す．また，目視点検データ全体を Ξと表す．
さらに，取付管 lk の点検サンプルの劣化過程を個別

ハザード率 θlki = θ̃lki ε
k (i = 1, . . . , I − 1)を用いて表

現する．健全度 I はマルコフ連鎖の吸収状態であり，
πII = 1が成立するために標準ハザード率 θ̃lkI は必然的
に θ̃lkI = 0となる．取付管の劣化過程を特徴づける標
準ハザード率 θ̃lki (i = 1, . . . , I − 1; k = 1, . . . ,K)は道
路区間の特性ベクトルに依存して変化すると考え，標
準ハザード率 θ̃lki を特性ベクトル xlk を用いて，

θ̃lki = exp
[
βi(x

lk)
′]

(14)

と表す．ただし，βi = (βi,1, . . . , βi,M )は未知パラメー
タ βi,m (m = 1, . . . ,M)による行ベクトル，記号「′」は
転置操作を表す．また，xlk1 = 1より，βi,1は定数項を
表す．また本研究では，未知パラメータ (β, ϕ, ε)の推
定に階層ベイズ推計を用いるが，具体的な方法論につ
いては参考文献 15) を参照されたい．
さらに，グループ kを構成する取付管 lk ごとの推計

結果を平均化した標準ハザード率 θ̃ki (i = 1, . . . , I − 1)

を

θ̃ki = exp
[
βi(x

k)
′]

(15)

ただし xk =
(
xk
1 , . . . ,x

k
M

)
=

(
Lk∑

lk=1

xlk1
Lk

, . . . ,

Lk∑
lk=1

xlkM
Lk

)

と定義する．このとき，グループ k の平均的ハザード
率は θki = θ̃ki ε

k と表される．

(4) 劣化・更新モデル
取付管の劣化・更新過程をマルコフ推移確率を用いて
モデル化する．S本の取付管を分析対象とし，個々の取
付管に IDとして sを付与する．また取付管 sのマルコフ
推移確率をπs,ij(z)と表現する．取付管 s (s = 1, . . . , S)
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に対して，その供用開始時刻を起点とする離散的時間軸
τs,w+1 = τs,w + z (w = 0, . . . ,Ws) (16)

を導入する．式 (16)の離散的時間軸上の個々の点を時
点と呼ぶ．τs,Ws

は点検結果（健全度観測結果）が利用
可能な時点，τs,0が供用開始時点，τs,1, . . . , τs,Ws−1が
点検結果は利用不可能であるが，健全度 I（更新を要
する状態）となった取付管を検出することは可能な時
点，にそれぞれ相当する．また，z は個々の隣接する
時点の単位時間間隔であり，全ての取付管に対して同
一の値であるとする．供用開始時点 τs,0 において取付
管 sの健全度は 1であるとする．また，時点 τs,Ws

の
取付管の健全度を is (is = 1, . . . , I)と表す．取付管 s

のこれまでの更新回数を Rs とし，過去の更新時点を
τs,as,1 , τs,as,2 , . . . , τs,as,Rs

と定義する．更新時点の時点
番号集合を as = (as,1, . . . , as,Rs) と定義する．なお，
as,r < as,r+1 が成立し，as,1 ≥ 1，as,Rs < Ws である
とする．供用開始後，劣化が進展して健全度 I に到達
した取付管が更新されると考える．一方で，健全度が
I − 1以下の取付管には更新が行われないと考える．こ
のことを，更新時点 τs,as,r

での更新に関して，供用開
始時点あるいは前回の更新時点で健全度が 1であった
状態から，劣化により期間 [τs,as,r−1

, τs,as,r
)内に健全度

が I まで進展し，時点 τs,as,r
で更新により健全度が 1

まで即座に回復する過程としてモデル化する．このと
き，取付管 sにおいて，時点 τs,0 で健全度が 1である
という条件のもとで，各更新時点に更新が行われ，時点
τs,Ws

で健全度が isとなることの同時確率 ξs(as, is)は

ξs(as, is) =

{
Rs∏
r=1

πs,1I
[
(as,r − as,r−1)z

]}
· πs,1is

[
(Ws − as,Rs

)z
]

(17)

と表せる．なお，as,0 = 0とする．

(5) 更新本数を考慮した劣化・更新モデル
これまでの定式化では，更新時点に関する情報 aを
既知としてモデル化したが，本研究で利用する情報は，
各行政区ごとの更新本数のみである．以下では，分析
対象の取付管群における個々の行政区での更新が実施
され，各取付管の健全度 isが生起することの同時確率
を導出する．一般性を失うことなく，取付管 1の供用
開始時点がカレンダー時間軸において最も古いと考え
る．τ1,0 を起点 t0 とした離散的時間軸

tu+1 = tu + z (u = 0, 1, 2, . . . , U) (18)

を定義する．時点 τ1,uは時点 tuに対応する．また，取
付管 2, . . . , Sの個々の時点 τs,rに関しては，カレンダー
時間軸を介して離散的時間軸 t0, . . . , tU のいずれかの点
に一意に対応している．時点 tU は，全ての取付管の中

で τs,Ws
に相当するカレンダー時間が最も新しい取付

管の τs,Ws
に対応して決定される．時点 τs,r と時点 tu

の対応関係は時点番号の変換関数 r = ι(s, u)により表
現され，時点 tu は時点 τs,ι(s,u) に対応する．なお，時
点 tuにおいて，取付管 sが供用開始前，あるいは，点
検時点 τs,Ws

を迎えている場合には，ι(s, u) = 0となる
とする．
ここで分析対象のエリアを行政区に分割する．行政区

v (v = 1, . . . , V )内に存在する取付管の IDの集合をRv

とする．全ての取付管はいずれかの行政区 v = 1, . . . , V

内に存在するものとする．また，過去に行政区 v 内で
の更新が行われた取付管の本数をGv とする．行政区 v

において，供用開始後かつ点検時点 τs,Ws を迎えていな
い取付管及びその時点集合を当該行政区での更新候補
集合としてBv とする．すなわち，

Bv = {(s, u) | ι(s, u) ̸= 0, s ∈ Rv} (19)

である．Bv の冪集合を P(Bv) = {γ | γ ⊆ Bv}と表
す．Pの元の中で，要素数がGvである元の集合F vを，

F v =
{
f
∣∣ |f | = Gv, f ∈ P(Bv)

}
(20)

と定義する．F v の個々の元は，行政区 vで生じ得る取
付管の更新パターンを表しており，当該更新パターン
にて更新される取付管の IDの集合である．F v の直積
集合として集合N を，

N = F 1 × F 2 × · · · × F V (21)

と定義する．ここで，|N | = H とし，N の h (h =

1, . . . , H) 番目の元を nh と表す．nh は，個々の行政
区の更新本数G1, . . . , GV を全て満足するような，全て
の行政区での更新パターンのある組合せを表している．
更新パターン hにおいて，ある取付管 sが更新される
時点番号集合 ch,s を

ch,s = {ι(s, u) | (s, u) ∈ nh, ∀u} (22)

と表す．ch,s は，(4)の asに相当し，ch,s の個々の要
素を ch,s,1, ch,s,2, . . .とすると，更新パターン hにおい
て，取付管 sが時点 τs,ch,s,1

, τs,ch,s,2
, . . .にそれぞれ更

新されることを意味する．
このとき，更新パターン hを経て，各取付管の健全
度 is が生起する同時確率 ξ(ch, i)は，

ξ(ch, i) =

S∏
s=1

ξs(ch,s, is) (23)

で与えられる．なお，ch = (ch,1, . . . , ch,S)，i =

(i1, i2, . . . , iS) である．以上より，個々の行政区 v で
更新本数が Gv となり，各取付管の健全度 is が生起す
る同時確率 χ(G, i)は，

χ(G, i) =

H∑
h=1

ξ(ch, i) (24)
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と定式化できる．ただし，G = (G1, G2, . . . , GV ) で
ある．

(6) 尤度関数
式 (24)の同時確率χ(G, i)に含まれるパラメータν =

(β1, . . . ,βI−1, ϕ, ε
1, . . . , εK)を推定するための尤度関数

を定式化する．パラメータ推定のために観測できる情
報は，各時点での更新数上限値 Ḡu (u = 1, . . . , U)，お
よび点検データΞである．記号「¯」は，観測情報であ
ることを表す．Ḡ = (Ḡ1, . . . , ḠU )，Ω̄ = (Ḡ,Ξ)と観
測情報を整理する．観測情報 Ω̄の個々の要素の同時生
起確率は，式 (24)で χ(G, i)としてすでに与えられて
いるため，尤度関数 L(ν | Ω̄)は，

L(ν | Ω̄) = χ(Ḡ, ī) (25)

と定式化できる．
各行政区での更新本数 Ḡvが大きい場合，更新本数 Ḡ

の制約のもとで取り得る更新パターンの数 H̄ が極めて
膨大となり，式 (25)の尤度関数 L(ν | Ω̄)の計算が現実
的な時間内に収まらない可能性がある．そこで，本研
究では，計算負荷低減のために，更新パターン h，すな
わち，個々の行政区でどの取付管がどの時点において
更新されたかが既知であるとして尤度関数を再定義す
る．このような操作は完備化操作 16)と呼ばれ，それに
より定義された尤度関数を完備化尤度関数と呼ぶ．完
備化尤度関数は，式 (25)の尤度関数と比べ大幅に簡略
化されることとなるが，完備化尤度関数に含まれる更
新パターン hは，本来，観測できない変数である．そ
こで，更新パターンを確率変数（潜在変数）として取り
扱い，モデルを推定する．具体的には，完備化尤度関
数と潜在変数の全条件付生起確率に基づき，パラメー
タと潜在変数をマルコフ連鎖モンテカルロ法（MCMC

法）17),18)により同時サンプリングしてモデル推定を行
う．このような手順により，完備化尤度関数を用いて
求めたパラメータのベイズ推定値が，式 (25)の尤度関
数を用いて求めたパラメータの最尤推定値に収束する
ことが証明されている 19)．

(7) 完備化尤度関数
式 (25)の尤度関数 L(ν | Ω̄)において，更新パターン

hを所与とした場合の尤度関数（完備化尤度関数）を定
式化する．ここでは，推定アルゴリズムの都合上，更新
時点の集合 ch,s ではなく，各取付管の個々の時点での
更新の有無を表す 0-1変数 ηs,u を考える．時点 tu で，
取付管 s が更新される場合，ηs,u = 1 とする．一方，
時点 tu で，取付管 sの更新が行われない，あるいは，
取付管 sが供用開始前もしくは τs,Ws 以降である場合，
ηs,u = 0とする．ηs = (ηs,1, . . . , ηs,U )は，ある更新パ

ターン hに相当し，ηs が定まると ch,s が，
ch,s = {ι(s, u) | ηs,u = 1, ∀u} (26)

と一意に定まる．以下では，ch,sおよび hが η = (η1,

. . . ,ηS)より一意に决定されることを明示するために
ch を c(η)と書き改める．
ηを潜在変数として取扱い，η̃と表記する．記号「˜」
は潜在変数であることを意味する．η̃ は観測できない
情報であるが，ひとまず，所与であると考える．所与
とした η̃ は，更新本数 Ḡの制約条件を満足している．
すなわち ∑

s∈Rv

∑
u

η̃s,u = Ḡv ∀ v (27)

が成立すると考える．このとき，尤度関数 L(ν | Ω̄, η̃)
は，

L∗(ν | Ω̄, η̃) = ξ(c(η̃), ī) (28)

となる．以上の操作は完備化操作と呼ばれ，式 (28)が
完備化尤度関数で表すことを示すために，L(ν | Ω̄, η̃)
ではなく，L∗(ν | Ω̄, η̃)と表記している．完備化尤度関
数 L∗(ν | Ω̄, η̃)には，式 (24)に含まれていた hに関す
る総和が含まれておらず，L(ν | Ω̄)と比べL∗(ν | Ω̄, η̃)
が大幅に簡略化されていることがわかる．

(8) 推定方法
式 (28)の完備化尤度関数 L∗(ν | Ω̄, η̃)に基づきパラ
メータ ν を推定する．完備化尤度関数 L∗(ν | Ω̄, η̃)に
含まれる潜在変数 η̃は観測できない変数であるため，確
率変数として取り扱い，MCMC法によりパラメータと
同時にサンプリングする．具体的には，メトロポリス・
ヘイスティングス法 (MH法)20)を用いて，以下で定式
化するパラメータの事後確率密度，潜在変数の全条件
付生起確率から，パラメータと潜在変数を同時サンプ
リングする．
a) パラメータの事後確率密度
ν が事前分布 π(ν)に従うと仮定する．Ω̄，η̃が与件
であるときに，未知パラメータベクトル ν の同時事後
確率密度 π(ν | Ω̄, η̃)はベイズの定理より，

π(ν | Ω̄, η̃) ∝ L∗(ν | Ω̄, η̃)π(ν) (29)

と近似できる．さらに，事前確率密度関数 π(ν)を，
π(ν) = π(β, ϕ, ε)

= π(β)π(ε | ϕ)π(ϕ)

=

I−1∏
i=1

K∏
k=1

π(βi)π(ε
k | ϕ)π(ϕ) (30)

と展開する．混合マルコフ劣化ハザードモデルの異質
性パラメータ εの確率分布とその確率分布のパラメー
タ ϕの事前分布が階層構造になっている．階層ベイズ
推計では未知パラメータ ν = (β, ϕ, ε)の事前分布を設
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定し，各パラメータの条件付事後確率密度関数を算出す
る．階層ベイズモデルに対しては代表的な MCMC法
であるギブスサンプリング法やMH法を組み合わせて
事後分布を算出する階層ベイズ推計が提案されている．
また，式 (30)の未知パラメータ ν = (β1, . . . ,βI−1,

ϕ, ε1, . . . , εK) の事前確率密度関数 π(ν) をそれぞれ
以下のように設定する．まず，βi の事前確率密度関
数 π(βi) として多次元正規分布を用いる．すなわち
βi ∼ NM (µi,Σi) である．ただし，NM (µi,Σi) は期
待値ベクトルを µi，分散共分散行列をΣiとしたM 次
元正規分布である．εkの事前確率密度関数π(εk | ϕ)は
ガンマ分布 (5)としてすでに与えられている．さらに，
式 (5)のガンマ分布の制御パラメータ ϕの事前確率密
度関数 π(ϕ)としてガンマ分布 G(α, γ)を設定する．す
なわち，εk ∼ G(ϕ, 1/ϕ)，ϕ ∼ G(α, γ)である．
したがって，同時事後確率密度関数は，

π(ν | Ω̄, η̃)

∝ L∗(ν | Ω̄, η̃)
I−1∏
i=1

K∏
k=1

π(βi)π(ε
k | ϕ)π(ϕ)

∝ L∗(ν | Ω̄, η̃)
I−1∏
i=1

exp

[
−1

2
(βi − µi)Σ

−1
i (βi − µi)

′
]

·
K∏

k=1

ϕϕ

Γ(ϕ)
(εk)ϕ−1 exp(−ϕεk) · 1

γαΓ(α)
ϕα−1 exp

(
−ϕ
γ

)
(31)

のように定式化することができる．β の個々の要素を
同時サンプリングすることによる次元の呪いを緩和す
るために，ギブスサンプリングにより個々の βi,mの条
件付事後確率密度からのサンプリングを行う．βi,m の
条件付事後確率密度は解析的に求めることができない
ために，MH法により事後分布からの標本をサンプリ
ングする．
b) 潜在変数の全条件付生起確率
潜在変数 η̃の全条件付生起確率 ζ(η̃ | ν, Ω̄)は，

ζ(η̃ | ν,Ω)

∝

{
ξ(c(η̃), ī) (

∑
s∈Rv

∑
u η̃s,u = Ḡv ∀ vのとき)

0 (
∑

s∈Rv

∑
u η̃s,u ̸= Ḡv ∃ vのとき)

(32)

で与えられる．式 (32)の全条件付生起確率 ζ(η̃ | β, Ω̄)

には，パラメータ ν が含まれるため，潜在変数の全条
件付生起確率を先験的に求めることはできない．その
ため，MCMC法において，全条件付生起確率 ξ(c(η̃), ī)

により潜在変数 η̃をパラメータ ν と同時に反復的にラ
ンダム発生させる．潜在変数 η̃に関しても，全条件付
生起確率 ξ(c(η̃), ī)から，η̃v = {η̃s,u | s ∈ Rv, ∀s}の条
件付生起確率を求め，ギブスサンプリングにより個々
の η̃v をサンプリングする．その際，個々のサンプリン

1. 初期値設定
パラメータ推定量：ν(0) =

(
β(0), ϕ(0), ε(0)

)
潜在変数：η̃(0) サンプル数：n, n
事前分布のパラメータ：µ,Σ, α, γ

2. RWMH 法による β(n)のサンプリング

n = 1

3. 独立 MH法による ε(n)のサンプリング

4. 独立 MH法による ϕ(n)のサンプリング

5. η̃(n)のギブスサンプリング

n > n
NO

n→ n+ 1

6.ν(n)，η̃(n) の記録
YES

n > n
NO

n→ n+ 1

終了
YES

グループごとの
劣化異質性の推定

潜在変数を用いた
推定バイアスの補正

図–4 推計のフローチャート

グには，MH法を用いる．具体的な推計方法を図–4に
まとめる．

4. おわりに
本研究では，利用可能な点検履歴が 1回のみである
点検データに対して，劣化予測を実施した際に寿命が
過大推計される問題と，劣化速度の異質性を同時に考
慮可能な劣化予測モデルを開発した．具体的には混合
マルコフ劣化ハザードモデルの推定において，取付管
が供用期間中に更新されている可能性を考慮し，潜在
変数を導入した上で劣化更新過程を推定することによ
り，点検履歴の欠損と劣化速度の異質性を同時に考慮
可能なモデルを提案した．なお，本研究で提案した方
法論を用いて，A市下水道管渠を対象とした実証分析
を行っており，その結果及び考察に関しては研究発表
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会にて提示する．
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