
経路・出発時刻同時選択型の
動的均衡配分に対する収束的解法

涌井　優尚 1・長江　剛志 2・酒井　高良 3・赤松　隆 4

1学生会員　東北大学大学院情報科学研究科（〒 980-8579仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06-408）
E-mail: masanao.wakui.r4@dc.tohoku.ac.jp (Corresponding Author)

2正会員　東北大学准教授　大学院工学研究科（〒 980-8579仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-11-814）
E-mail: nagae@tohoku.ac.jp

3正会員　東京工業大学特任助教　環境・社会理工学院（〒 152-8552東京都目黒区大岡山 2-12-1 M1-20）
E-mail: sakai.t.av@m.titech.ac.jp

4正会員　東北大学教授　大学院情報科学研究科（〒 980-8579仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06-408）
E-mail: akamatsu@plan.civil.tohoku.ac.jp

本研究では，一起点多終点ネットワークにおける，利用者の経路選択と出発時刻選択とを同時に考慮した，動
的な利用者均衡配分（同時選択 DUE配分）の解法を提案する．具体的には，まず利用者の行動選択にランダム
効用理論を導入した同時選択 DUE配分を相補性問題として定式化する．そしてさらに，この相補性問題と等価
な最適化問題を構築する．続いて，本研究ではこの最適化問題を解く方法を二種類提案する．これらの解法のい
ずれもが，定式化した問題から経路選択 DUE配分の問題構造を明示的に分離し，その部分に“時刻別分解”と
呼ばれる手法を活用するものである．時刻別分解手法の活用によって，提案解法では既存研究を上回るネット
ワーク規模における配分問題に対して収束的な結果が得られた．本稿では本研究のうち，問題の定式化とその
解法の提案までを記す．

Key Words: dynamic user equilibrium, simultaneous route and departure time choice, equivalent optimization prob-
lem, time decomposition, Frank-Wolfe algorithm

1. はじめに

(1) 背景
交通ネットワーク上で達成される交通状態を表現す

る数理モデルとして交通量配分の理論がある．この中
でも，配分原則として利用者個人の独立な費用最小化
行動を記述する利用者均衡（User Equilibrium, UE）配
分は，経済学上の解釈が明瞭である理論的なベンチマー
ク状態として重要である．実際，我が国における現行
の交通施策の多くは UE配分の結果をその根拠として
いる．一方，UE配分が対象とする交通状態は静的なも
ので，動的な渋滞の発生・延伸・解消過程を表現するこ
とができない．すなわち，時間の進行を考慮する必要
のある交通施策を評価できない．
この欠点を克服する数理モデルが動的利用者均衡

（Dynamic User Equilibrium, DUE）配分である．DUE
配分のうち，特に経路選択 DUE配分では，時々刻々変
化する交通需要を与件として，各利用者の旅行費用を
最小とする動的な交通状態を出力する．さらに，この
モデルのインプットである「時々刻々変化する交通需
要」さえも内生変数とする，すなわち各利用者の最適
な出発時刻選択行動をも記述するものを，経路・出発時
刻同時選択 DUE配分（以下，同時選択 DUE配分）と

いう．現実の交通行動において，利用者は常に自身の
“経路”と“出発時刻”との二つの選択を同時に行い自
身の行動を決定していることから，同時選択DUE配分
は経路選択DUE配分の拡張モデルとして優れていると
言える．DUE配分では，時々刻々と変化する交通状態
を明示的に扱うことができる．このことより，DUE配
分は特に時間軸上でのピーク需要を適切に捌くための
交通施策（e.g., 動的混雑料金制度，動的信号制御）を
設計・評価する理論基盤としてきわめて重要である．
以上の重要性にもかかわらず，DUE配分は交通施策
の根拠として広く活用されるに至っていない．その理
由は，一般の場合に対して汎用的に適用できるDUE配
分アルゴリズムが存在しないことである．このような
アルゴリズムに求められる性能として，(i)現実的な状
況設定の (ii)大規模ネットワークにおいて (iii)正確な
DUE配分の解を計算できることがある．より具体的に
は，(i)にはmulti-commodity（多起点多終点ネットワー
ク）の場合に適用可能なことや待ち行列モデルが現実
的であること，(ii)には所要時間やメモリ消費量の観点
から計算が効率的であること，(iii)にはアルゴリズムが
収束的であることなどの要素がそれぞれ含まれる．
これまでに同時選択DUE配分の解法に関する研究は
複数存在する1),2),3),4),5)．しかしそれらは主として (i)の
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克服に執着するあまり (ii), (iii)をほとんど満足せず，結
果として実際の交通施策の根拠とするには不足してい
るのが現状である．
たとえば近年の研究である Long et al. (2016)6) では，

multi-commodityネットワークでの同時選択 DUE配分
を非線形方程式系に定式化し，これらを不動点問題的
に解く手法を提案している．しかしその定式化・解法
は経路変数をベースとするため事前に経路の選定・列
挙が必要であるという問題を抱え，数値実験の結果か
ら必要なコンピュータ・メモリは既存の解法よりも大
きいことが提示されている．またMa et al. (2018)7) で
は，single-commodityネットワークを想定した physical
queue型同時選択 DUE配分を非線形相補性問題として
定式化している．しかし定式化された複雑な相補性問
題系を解く方法の提案はなく，不正確な近似を経て解
を求めるにとどまる．さらに，Han et al. (2019)8)では，
multi-commodityの physical queue型同時選択 DUE配
分を，微分方程式を内包する変分不等式問題として定
式化し，等価な不動点問題を解くアルゴリズムを提案
している．しかしながらこの定式化・解法も経路の選
定・列挙の操作が必要となる上，実際に提示されてい
る実験による数値解はおよそ均衡解とは呼べない精度
である．
これらに対し，長江ら (2020)9)は，single-commodity

の同時選択DUE配分を混合線形相補性問題として定式
化し，これと等価な二次計画問題に対して Frank-Wolfe
法10) を適用するという解法を提案した．この結果とし
て，中小規模のネットワーク上の問題に対しては正確
な解が計算できることが示されている．しかしながら，
問題元来の未知変数の多さに起因して，それ以上の規
模のネットワークへの適用可能性は依然として未知で
あった．

(2) 目的とアプローチ
以上の議論を踏まえ，本研究では，対象とするネッ

トワークを single-commodity（一起点多終点ネットワー
ク）に限定した上で，同時選択DUE配分を解く効率的
なアルゴリズムを開発することを目的とする．すなわ
ち，アルゴリズムに求められる三性能のうち，(i)を部
分的に捨象することにより (ii), (iii)を確実に満足する
ことを目指す．これは，(ii), (iii)を優先して満足させる
ことが，将来的な三性能の実現へ向け最も近道である
という考え方によるものである．
目的の達成に向け，本研究では以下三つの工夫を「開

発のカギ」として実行する：
1. 行動モデルへのランダム効用理論の導入
進化ゲーム理論における確率的枠組みでの議論が
できるようにモデルを一般化する．パラメータ設定

により元のモデルをその一部として含みながら，数
学的には問題をスムージングしたことに相当する．

2. 等価な最適化問題の構築
均衡問題，あるいは不動点問題のように問題を扱
う場合よりも，数理計画分野の知見を適用しやす
い．また，均衡解への理論的な収束のための条件
も明瞭となる．

3. 経路選択 DUE配分の問題構造の分離
経路選択DUE配分を効率的に解く際に欠かせない
問題特性である”時刻別分解特性”（Kuwahara and
Akamatsu (1993)11)）を活用することで，同時に扱
う必要のある未知変数の個数を大幅に削減するこ
とができる．また，経路選択DUE配分そのものに
は涌井ら (2023)12)の効率的解法が適用可能である．

(3) 本稿の構成
本稿の構成を次に示す．まず 2.で本研究で扱うモデ
ルの枠組みを述べる．次に 3.で，DUE配分を相補性問
題として定式化し，これと等価な最適化問題が構築で
きることを示す．続いて 4.では定式化した最適化問題
を解くアルゴリズムを二種類提示する．最後に 5.で本
稿のまとめを述べる．

2. モデル

(1) ネットワーク
本研究で対象とするネットワークは，唯一の起点ノー

ドと複数の通過・終点ノード，およびそれらを結ぶ有向
リンクからなる一起点多終点ネットワークとする．ネッ
トワークに含まれるノードの集合をN，リンクの集合
を Lとそれぞれ定義し，N の要素は k ∈ N のように，
Lの要素は有向リンクの上流側ノード i ∈ N と下流側
ノード j ∈ N を用いて (i, j) ∈ Lのように，それぞれ表
記する．集合N ,Lの要素数は N,Lとする．N の要素
のうち，唯一の起点ノードを特に oと表す．
ネットワーク上の全てのリンクにはボトルネックが一

つずつ存在し，それ以外の区間は全て自由走行区間で
ある．リンク (i, j)の自由旅行時間は c0

i j，ボトルネック
の容量は µi jとする．ボトルネックには，容量以上の交
通量が流入しようとするとき待ち行列が発生する．待ち
行列は point queueモデルで表現し，各リンクでは first
in first out（FIFO）が成立する．

(2) 利用者
一定の微小時間幅 ds により離散化された時刻区間
K ≡ {κ | 0, 1, 2, . . . ,K}を考える．利用者について，この
時刻区間内に，唯一の起点ノードから終点ノード kに
向け合計Qk単位の旅行需要が存在するものとする．以
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降，K ′ ≡ K\0を配分対象時間と呼ぶ．また，本研究で
扱う時刻に依存する全ての変数は，利用者の起点出発
時刻別 κを参照して定義する1．
利用者は自身の旅行に際し，起点から終点までに選

択した経路の所要時間と，起点を出発した時刻に関す
るスケジュール費用，および利用者個人のランダム費
用との和で定義される費用を知覚し，被る．この費用
を“知覚交通費用”と呼ぶ．時刻 κに起点を出発し，経
路Lkを通って終点 k ∈ N\oに到着した任意の利用者が
被る知覚交通費用を pk(κ,Lk)と表す．このとき，ネッ
トワーク上を旅行する利用者は，自身の知覚交通費用
を最小化するよう，起点ノードを出発する時刻 κ ∈ K ′
と起点ノードから各自の終点ノード kへ到達する経路
Lk とをそれぞれ自由に選択する2：

min.
κ

min.
Lk

pk(κ,Lk). (1)

知覚交通費用関数 pk(κ,Lk)は，その内訳に従い三種
類の費用の和として次式のように定義される：

pk(κ,Lk) ≡ cκ(Lk) + ψκk + ε
κ
k (2)

式 (2)において，cκ(Lk)は時刻 κに起点を出発した利
用者が被る経路Lkの所要時間を表す．この値は，経路
Lk 上のリンク所要時間の総和である：

cκ(Lk) ≡
∑

(i, j)∈Lk

[
c0

i j + wκ
i j

]
. (3)

ただし wκ
i j は起点を時刻 κに出発した利用者がリンク

(i, j)にて被る待ち行列遅れ時間である．また，スケジ
ュール費用関数 ψκk は利用者の希望出発時刻 κ∗ で最小
値をとる凸関数である．本研究では，出発時刻に関す
るスケジュール費用関数についてのごく一般的な仮定：

ψκk ≥ 0 and ψκk − ψ
κ−1
k ≤ ds ∀κ ∈ K ′. (4)

を採用する9)．さらに，εκk は期待値 0，分散 π2/6θ2 に
従うガンベル分布である．
ここで，次章冒頭にて定義する均衡状態における，起

点を時刻 κに出発した利用者が経験する起点からノー
ド kへの最短旅行時間 πκk を定義する．利用者の経路選
択に関する費用最小化行動が達成されている（min.Lk

が成立している）均衡状態を考えると，起点から終点
kまでに経験した経路旅行時間は最短旅行時間 πκk に一
致する：

cκ(Lk) = πκk ∀k ∈ N\o. (5)

すなわち，均衡状態において利用者の行動モデルは，利
1 このような定式化は Lagrange座標系アプローチと呼ばれる．あ
る利用者に関する旅行について一貫して“起点出発時刻”とい
う一つの時刻参照点により表記できることから，問題の定式化
が簡潔かつ明瞭となる利点がある．詳細な説明は既存研究9),11)

を参照されたい．
2 時刻 κ = 0ではネットワークの初期状態を定義するものとし，利
用者はこの時刻に起点を出発しないものとする．

用者が選択した経路Lkを明示的に扱うことなく次式の
ように記述できる：

min.
κ
πκk + ψ

κ
k + ε

κ
k . (6)

3. 定式化

(1) 均衡条件
本研究における DUE状態とは，各 ODペアごとに，
どの利用者も自分一人が経路や出発時刻を変更しても，
自身の知覚交通費用を変更前の状態から改善できない
状態のことである．

DUE 状態におけるネットワーク上での交通状態は，
既出の変数wκ ≡ {wκ

i j}(i, j)∈L,πκ ≡ {πκk }k∈N\o に加え，起
点を時刻 κに出発した利用者についてのリンク (i, j)へ
の流入交通流率 yκ ≡ {yκi j}(i, j)∈L，さらに時刻 κにおける
起点からの出発交通流率 qκ ≡ {qκk }k∈N\oという四種類の
未知変数を決定することにより得る．DUE状態におい
て，各変数は次に示す五つの均衡条件を任意の配分対
象時間 κ ∈ K ′ において満足する．
a) 待ち行列進展条件
ネットワーク側のサービス供給量を規定する条件で
ある．具体的にはリンクの流入交通量・流出交通量と
の兼ね合いから，待ち行列遅れ時間wの変化量を決定
する：

0 ≤ wκ ⊥
{
α(wκ −wκ−1) − yκ

+αAT
+(πκ − πκ−1) + µ

}
≥ 0. (7)

ここで，定数行列Aは起点ノードの情報を除くノード・
リンク接続行列（(N − 1) × L次元で，各リンクの上流
側ノードに対応する要素は 1，下流側ノードに対応する
要素は −1，それ以外の要素は全て 0である行列），α
は {µi j/ds}(i, j)∈Lをその対角要素とする対角行列である．
b) 最短経路選択条件
経路選択に関する利用者の行動モデルを記述した条
件である．均衡状態において，利用者はいかなる時刻
においても，終点までの最短経路上にあるリンクのみ
を通行する：

0 ≤ yκ ⊥ {c0 +wκ +ATπκ} ≥ 0. (8)

c) 最適出発時刻選択条件・総交通量保存条件
出発時刻選択に関する利用者の行動モデルを記述し
た条件である．確率的枠組みを導入したことにより，利
用者の出発時刻選択は Logitモデルの選択確率に従う：

qκi ds = Qi

exp
[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
∑
κ∈K exp

[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)] ∀i ∈ N\o. (9)

第 68 回土木計画学研究発表会・講演集

 3



d) フロー保存条件
利用者の移動についての物理的な制約を記述した条

件である．起点から出発した利用者は自身の終点に到
着することが保証される：

0 ≤ πκ ⊥ {−Ayκ − qκ} ≥ 0. (10)

e) ノード境界条件
ネットワーク上において利用者同士での追い越しが

発生しない条件，ならびにネットワーク上での最短距
離を規定する条件である：

πκ ≥ πκ−1 − 1ds, (11)

πκ ≥ π0. (12)

(2) 相補性問題としての表現
各時刻の未知変数を縦に並べた，次に示すベクトル：

w ≡


w1

...

wK

 ,y ≡

y1

...

yK

 ,π ≡

π1

...

πK

 , q ≡

q1

...

qK


と，これらを連結した未知変数ベクトル x ≡
[w,y,π, q]T を定義する．さらに，上記五つの均衡条
件から，次に示すベクトルを定義する：

F (x) ≡


0

M̄ 0

I

0 0 I 0



w

y

π

q

 +


C1

C2

0

f (π, q)

 (13)

ここで，新たな文字の定義は以下に従う3：

M̄ ≡


M1 −I M2

I 0 IK ⊗AT

0 −IK ⊗A 0

 , (14)

C1 ≡
[
1K ⊗ µ − eK ⊗α(w0 +AT

+π
0)
]
, (15)

C2 ≡
[
1K ⊗ c0

]
, (16)

f (π, q) ≡ ψ + 1
θ

ln
(
q · ds
1K ⊗Q

)
− 1K ⊗E(π), (17)

E(π) ≡
 1
θ

ln
∑
κ∈K ′

exp
[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
i∈N\o.

(18)

なお，演算子⊗はKronecker積を表す．また，さらに詳
細な定数行列・ベクトルの定義は付録を参照されたい．
均衡条件式 (9)は次に示す相補性条件と等価である：

0 ≤ qκ ⊥
{
πκ +ψκ +

1
θ

ln
(
qκ · ds
Q

)
−E(π)

}
≥ 0.

(19)

このことを用いると，次に示す命題が成り立つ．
3 本稿にて用いる単位行列 I，零行列（ベクトル）0，1 行列（ベ
クトル）1，その他定数行列（ベクトル）は原則として，その演
算に対して適切な次元であるとする．ただし，特に注意が必要
な場合には，行列（ベクトル）の次元を下付き添え字で表す．

命題 1. DUE配分の解は，次に示す非線形相補性問題
[DUE-NCP]を解くことにより得られる：

[DUE-NCP]

Find x∗ ∈ R(2L+2N−2)K
+ ,

such that 0 ≤ x∗ ⊥ F (x∗) ≥ 0,

and πκ∗ ≥ max.[πκ−1∗ − 1ds,π0] ∀κ ∈ K ′.

(3) 等価な最適化問題
DUE配分の解を求めるということは，[DUE-NCP]を
解く，すなわちここまでに提示した五つの均衡条件を
全て連立して解くということに等しい．ただし，現実的
にはそのような方法で解を見つけることは極めて困難
である．このことから，本研究ではこれら均衡条件と
等価な最適化問題を構築し，その最適解を求めること
で均衡解とするアプローチを採用する．本節では，均
衡条件と等価な最適化問題が構築できることを示す．
一般に，非線形相補性問題

Find x∗,

such that 0 ≤ x∗ ⊥ F (x∗) ≥ 0.

の解は次の最適化問題：

min.
x

xTF (x),

s.t. F (x) ≥ 0, x ≥ 0.

の最適解として得られる．この事実をDUE配分に適用
すると，次の命題が得られる．
命題 2. 次に示す最適化問題 [DUE-EOP]の局所最適解
は，均衡条件を全て満足する：

[DUE-EOP]

min.
x

Q(x) −H(q) −H∗(π), (20)

s.t. M̄ [w,y,π]T + b(q) ≥ 0, (21)∑
κ∈K ′

qκds −Q = 0, (22)

w ≥ 0, y ≥ 0, q ≥ 0, (23)

πκ ≥ max.[πκ−1 − 1ds,π0] ∀κ ∈ K ′. (24)

問題に含まれる関数Q(x), b(q)は次のように定義される：

Q(x) ≡ wTM1w +w
TM2π +C

T
1w +C

T
2 y +ψ

Tq,

(25)

b(q) ≡ [C1,C2,−q]T (26)

また，H(q),H∗(π)はそれぞれ互いに Legendre変換を介
した共役の関係にある関数である：

H∗(π) ≡ min.
q
πTq −H(q). (27)
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たとえば，本研究のように利用者の行動に Logitモデル
を仮定した場合には，H(q)はエントロピー関数，H∗(π)
は利用者の期待最小費用の重みづけ総和を取る関数と
なる：

H(q) = − 1
θ

∑
κ∈K ′

∑
k∈N\o

qκk ln
(qκk · ds

Qk

)
, (28)

H∗(π) =
1

θ · ds

∑
k∈N\o

Qk ln
∑
κ∈K ′

exp
[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)] .
(29)

問題の等価性は，[DUE-EOP]の最適性条件 (Karush-
Kuhn-Tucker条件)が，均衡条件に一致することをもっ
て確認できる．正確な証明は付録を参照されたい．

4. アルゴリズム

本研究では，[DUE-EOP] を解く 2 つの方法を提案
する：

1. 部分線形化アプローチ
2. 階層的最適化アプローチ
部分線形化アプローチは，[DUE-EOP]を部分線形化

法により解く方法である．具体的には，[DUE-EOP]の
目的関数のうちエントロピー関数H(q)を除く部分を線
形近似する「部分線形化問題」を構築し，これを繰り
返し解くことにより元の最適化問題の解を求める．こ
の部分線形化問題をさらに階層分解することで，その
下位問題に相当する最適化問題には時刻別分解が適用
可能である．
階層的最適化アプローチは，[DUE-EOP]を「出発時

刻選択に関する上位問題」と「経路選択に関する下位
問題」とに階層分解して解く方法である．このとき，上
位問題は進化ゲーム理論における Logitダイナミクスの
Lyapunov関数に一致し，また下位問題は涌井ら12)で示
されている経路選択型のDUE配分と等価な二次計画問
題に一致する．経路選択 DUE配分は既存研究により，
時刻別分解を活用した効率的解法が示されている．
いずれの方法も，問題を階層分解することで，経路

選択に関する変数のみの問題を分離・構築している．こ
の工夫により，数値計算で同時に扱う未知変数を大幅
に削減することができ，大規模な問題への正確な適用
が可能となる．

(1) 部分線形化アプローチ
部分線形化法のアルゴリズムは以下の通りである：

Step 0: 実行可能な初期解 x(1) を定め，n := 1．
Step 1: [DUE-EOP] の部分線形化問題 [DUE-PLP] の

解 x̂(n) を計算．
Step 2: 次式の通り一次元探索：

αn := argmin.α z((1 − α)x(n) + αx̂(n)), s.t. 0 ≤ α ≤ 1．
Step 3: 解を更新：

x(n+1) := (1 − αn)x(n) + αnx̂(n)．
Step 4: 収束基準を満たすなら x∗ := x(n+1)として終了．

そうでなければ n := n + 1として Step 1へ．
ここで，Step 1における [DUE-EOP]の部分線形化問
題 [DUE-PLP]は次の凸計画問題である：

[DUE-PLP]

min.
x̂

CT
w(n)ŵ +C

T
2 ŷ +C

T
π(n)π̂ +ψ

Tq̂ −H(q),

(30)

s.t. M̄ [ŵ, ŷ, π̂]T + b(q̂) ≥ 0, (31)∑
κ∈K ′

q̂κds −Q = 0, (32)

ŵ ≥ 0, ŷ ≥ 0, q̂ ≥ 0, (33)

π̂κ ≥ max.[π̂κ−1 − 1ds,π0] ∀κ ∈ K ′. (34)

ただし定数部分は以下の定義に従う：

Cw(n) ≡
[ (
M1 +M

T
1

)
w(n) +M2π(n) +C1

]
, (35)

Cπ(n) ≡
[
MT

2 w(n) + 1K ⊗ P(π(n))
]
, (36)

P(π) ≡
Qi

ds

exp
[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
∑
κ∈K exp

[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
i∈N\o

. (37)

a) Step 1における部分線形化問題の解法
本研究では，部分線形化問題 [DUE-PLP]を階層分解
して解く方法を提案する．[DUE-PLP]は次に示すよう
に，凸計画問題 [DUE-PLP-departure]と線形計画問題
[DUE-PLP-route (q̂)]とに階層分解できる：

[DUE-PLP-departure]

min.
q̂

ψTq̂ −H(q) + Z∗(q̂), (38)

s.t.
∑
κ∈K ′

q̂κds −Q = 0, (39)

q̂ ≥ 0. (40)

[DUE-PLP-route (q̂)]

Z∗(q̂) ≡
min.
ŵ,ŷ,π̂

CT
w(n)ŵ +C

T
2 ŷ +C

T
π(n)π̂, (41)

s.t. M̄ [ŵ, ŷ, π̂]T + b(q̂) ≥ 0, (42)

ŷ ≥ 0, ŵ ≥ 0, (43)

π̂κ ≥ max.[π̂κ−1 − 1ds,π0] ∀κ ∈ K ′.
(44)

このうち，下位問題 [DUE-PLP-route (q̂)]には，未知
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変数 ŵ, ŷ, π̂が隣接する二つの時刻（たとえば κ− 1, κ）
同士でしか干渉していないことに注意すると，時刻別
分解の手法が適用できる．具体的には，次に示す線形計
画問題 [DUE-PLP-route (q̂, κ)]を時刻 κ = 1から κ = K
まで順に解くことによって，[DUE-PLP-route (q̂)]の解
が求まる：

[DUE-PLP-route (q̂, κ)]

min.
ŵκ,ŷκ,π̂κ

CκT
w ŵ

κ +CκT
y ŷ

κ +CκT
π π̂

κ, (45)

s.t. ŷκ −αŵκ −αAT
+π̂

κ +αβ̂κ ≤ 0, (46)

− ŵκ −ATπ̂κ − c0 ≤ 0, (47)

q̂κ +Aŷκ ≤ 0, (48)

− ŵκ +α−1ŷκ + ŵκ−1 ≥ 0, (49)

ŷκ ≥ 0, ŵκ ≥ 0, π̂κ ≥ π0. (50)

ここで定数ベクトルは以下の定義に従う：

Cκ
w(n) ≡

[
2αwκ

(n) +αA
T
+π

κ
(n) −αβκ(n) −αwκ+1

(n)

]
,

(51)

Cκ
y ≡

[
c0

]
, (52)

Cκ
π(n) ≡

[
A+αw

κ
(n) + P(π(n))

]
, (53)

βκ(n) ≡ wκ−1
(n) +A

T
+π

κ−1
(n) − 1ds, (54)

β̂κ ≡ ŵκ−1 +AT
+π̂

κ−1 − 1ds. (55)

また，上位問題 [DUE-PLP-departure]は任意の凸計
画法によって求解可能である．上位問題を解くアルゴ
リズムの一イタレーション毎に，下位問題を上記の方
法により解く構造である．

(2) 階層的最適化アプローチ

[DUE-PLP]は次に示すように，「出発時刻選択部分」
と「経路選択部分」とに階層分解することができる：

[DUE-EOP-departure]

min.
q

[
π∗(q) +ψ

]T
q −H(q) −H∗(π), (56)

s.t.
∑
κ∈K ′

qκds −Q = 0, (57)

q ≥ 0. (58)

[DUE-EOP-route (q)]

π∗(q) ≡
argmin.
w,y,π

wTM1w +w
TM2π +C

T
1w +C

T
2 y − qTπ,

(59)

s.t. M̄ [w,y,π]T + b(q) ≥ 0, (60)

w ≥ 0, y ≥ 0, (61)

πκ ≥ max.[πκ−1 − 1ds,π0] ∀κ ∈ K ′.
(62)

上位問題は，進化ゲーム理論の文脈において，利用者
の利得ベクトルをπ+ψと規定した Logitダイナミクス
に対応するLyapunov関数である（Sandholm (2010)13)）．
この事実を活用すると次の命題が成立する：

命題 3. ベクトル関数 π∗(q)が引数ベクトル qについて
単調であれば，上位問題は Logitダイナミクスに従って
必ず最適解に収束する．

なお，π∗(q)の単調性に関する詳細な検討は今後の課題
としたい4．
また下位問題は，涌井ら12) で示されている，経路選
択 DUE配分と等価な二次計画問題である．
a) 上位問題の解法
上位問題は Logitダイナミクスを応用したアルゴリズ
ムによって解く．このアルゴリズムは次に示す手順に
まとめられる：
Step 0: 実行可能な初期解 q(1) を定め，n := 1．
Step 1: [DUE-EOP-route (q(n))] を解き，その最適解

π∗(q(n))を π(n) と記憶．
Step 2: 次式で q̂(n) を計算：

q̂κi(n) =
Qi

ds

exp
[
−θ

(
πκi(n) + ψ

κ
i

)]
∑
κ∈K exp

[
−θ

(
πκi(n) + ψ

κ
i

)]
∀i ∈ N\o, κ ∈ K ′. (63)

Step 3: q̂(n) ≃ q(n) なら q∗ := q(n) として終了．
Step 4: αn を適当に決め次式で解を更新し，n := n + 1

として Step 1へ：

q(n+1) := (1 − αn)q(n) + αnq̂(n). (64)

上位問題のアルゴリズム一ループのうちに一回，下
位問題を解く操作が必要となる（Step 1）．

4 ここで問題となっているベクトル関数の単調性は，従来の研究
（たとえば Friesz and Mookherjee (2006)3)）で同じく収束保証の
際に問題となっていたものとは別であることに注意されたい．従
来の研究で議論されていたものは“経路費用ベクトルの，経路
交通量ベクトルに関する単調性”であり，これについては一般
の場合に必ずしも単調でないことが示されている．それに対し，
本研究で問題とする単調性は“OD交通費用ベクトルの，OD交
通量ベクトルに関する単調性”である．
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b) 下位問題の解法
下位問題は経路選択DUE配分と等価な二次計画問題

である．本研究では，この問題を涌井ら12) の解法によ
り解く．その大枠は，まず [DUE-EOP-route (q)]を時
刻別に分解し，分解後の問題を前の時刻から順に解く
ものである．

[DUE-EOP-route (q)]は，その未知変数w,y,πが隣
接する二つの時刻同士でしか干渉していないことに注
意すると，次に示す二次計画問題 [DUE-QP(q, κ)]を時
刻 κ = 1から κ = Kまで順に解いているに等しい：

[DUE-QP(q, κ)]

min.
xκ

[wκ,yκ,πκ]
[
M [wκ,yκ,πκ]T + bκ(q)

]
,

s.t. M [wκ,yκ,πκ]T + bκ(q) ≥ 0,

wκ ≥ 0, yκ ≥ 0,

πκ ≥ max.[πκ−1 − 1ds,π0].

ただし行列Mとベクトル bは次のような定義である：

M ≡


α −I αAT

+

I 0 AT

0 −A 0

 , (65)

bκ(q) ≡


−α

[
wκ−1 +AT

+π
κ−1 − 1ds

]
c0

−qκ

 . (66)

[DUE-QP(q, κ)]は Frank-Wolfe法10)をベースとした解
法により効率的に求解できる．この解法の詳細は涌井
ら12) を参照されたい．

5. おわりに

本研究は，時刻別分解手法を活用した同時選択 DUE
配分の解法を提案し，数値実験を通してその優位性を
検証するものである．本稿では，その研究の一部であ
る，ランダム効用理論を導入した同時選択DUE配分の
定式化，およびそれらと等価な最適化問題が構築でき
ることを示した．また，この最適化問題から経路選択
DUE配分の問題構造を分離し，時刻別分解手法を活用
して効率的に解くアルゴリズムを二種類提案した．提
案アルゴリズムによる数値実験の結果は発表当日に提
示する予定である．

謝辞： 本研究は日本学術振興会科学研究費補助金
(JP21H01448)の助成を受けた研究の一部です．ここに
記し，謝意を表します．

付録 I 各種定数行列・ベクトルの定義

本文中で用いてる定数ベクトル・行列の定義は以下
の通りである：

M1 ≡
[
∆K ⊗α

]
, M2 ≡

[
∆K ⊗αAT

+

]
,

e ≡


1
0
...

0

 ,∆ ≡


1 0
−1 1

. . .
. . .

0 −1 1

 ,ψ ≡

ψ1

...

ψK

 .

付録 II 等価性の証明

[DUE-EOP]と均衡条件との等価性を証明する．ここ
で式 (24)の一部がノード境界条件と等価なのは自明な
ので，これを除いて考える．また，式 (24)以外の制約条
件に対応するラグランジュ乗数をそれぞれλ1,λ2,λ3,λ4

と置く．

[DUE-EOP]についての一階の最適性条件が均衡条件
に等しいことをもって証明する．[DUE-EOP]からラグ
ランジュ関数 L(x,λ1,λ2,λ3,λ4)を構築し，各変数で微
分すると以下のようになる：

∂L
∂w
=

(
M1 +M

T
1

)
w +M2π +C1 −MT

1 λ1 − λ2,

(II.1)

∂L
∂y
= C2 + λ1 +

[
IK ⊗A

]T
λ3, (II.2)

∂L
∂π
= −1K ⊗

Qi

ds

exp
[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
∑
κ∈K exp

[
−θ

(
πκi + ψ

κ
i

)]
i∈N\o

+MT
2 w −MT

2 λ1 −
[
IK ⊗AT

]T
λ2, (II.3)

∂L
∂q
= ψ +

1
θ

[
ln

(
q · ds
1K ⊗Q

)
+ 1

]
+ λ3 −

[
1T

K ⊗ IN−1

]T
λ4,

(II.4)

∂L
∂λ1

= y −M1w −M2π −C1 (II.5)

∂L
∂λ2

= −w −
[
IK ⊗AT

]
π −C2 (II.6)

∂L
∂λ3

= q +
[
IK ⊗A

]
y (II.7)

∂L
∂λ4

= −
[
1T

K ⊗ IN−1

]
q +

Q

ds
(II.8)

ゆえに，[DUE-EOP] についての一階の最適性条件
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（Karush-Kuhn-Tucker条件条件）は次式群である：

0 ≤ w ⊥ ∂L
∂w
≥ 0, (II.9)

0 ≤ y ⊥ ∂L
∂y
≥ 0, (II.10)

0 ≤ π ⊥ ∂L
∂π
≥ 0, (II.11)

0 ≤ q ⊥ ∂L
∂q
≥ 0, (II.12)

0 ≤ λ1 ⊥ −
∂L
∂λ1

≥ 0, (II.13)

0 ≤ λ2 ⊥ −
∂L
∂λ2

≥ 0, (II.14)

0 ≤ λ3 ⊥ −
∂L
∂λ3

≥ 0, (II.15)

− ∂L
∂λ4

= 0. (II.16)

これら式群におけるラグランジュ乗数について λ1 =

w,λ2 = y,λ3 = π と解釈することにより，式 (II.9),
(II.13)は待ち行列進展条件に，式 (II.10), (II.14)は最短
経路選択条件に，式 (II.15)はフロー保存条件にそれぞれ
一致する．また，ここで q , 0を仮定すると，式 (II.12)
から ∂L/∂q = 0が導かれる．これを qについて解いて，
式 (II.16)を満たすように λ4を決定することにより，最
適出発時刻選択条件・総交通量保存条件の式が得られ
る（仮定とも矛盾しない）．さらに，得られた最適出
発時刻選択条件・総交通量保存条件の式を式 (II.11)に
代入すると，これはフロー保存条件に一致する．以上
より全ての最適性条件が均衡条件に一致することが明
らかとなり，[DUE-EOP]と均衡条件との等価性は示さ
れた．□
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