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ランダム効用最大化に基づく典型的な確率的利用者均衡配分（SUE）では，選択肢集合内のどれほど遠

回りの経路にも正の流量が配分されてしまうという課題がある．そこで本研究では，Tsallis エントロピー

を摂動項に用いることでゼロ流量を表現可能な摂動効用経路選択モデルを定式化し，これに対応する SUE
を新たに𝛼𝛼SUE と定義する．摂動効用とは，期待効用に対し，各選択肢の選択確率を変数とする摂動項を

加えたものである．ゼロ流量が表現可能な既往モデルは，パラメータ設定がアドホックで，計算負荷も高

かったのに対し，提案モデルは，ロジットモデルを特殊解に含みながら流量ゼロを表現でき，かつ，推定

が単純な線形回帰となり，計算量を大幅に削減できる． 
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1. 序論 
 
交通量配分においては，確率的利用者均衡 1)

（Stochastic User Equilibrium; SUE）が長らく中心的な役割

を果たしてきた．確定的利用者均衡 2)（Deterministic User 
Equilibrium; DUE）では，Wardrop の第一原則，すなわち，

旅行者は最短経路を選択することが仮定されているのに

対し，SUEでは，旅行者の経路選択行動として，加法的

ランダム効用最大化3)（Additive Random Utility Maximization; 
ARUM）が仮定されている．すわなち，旅行者の効用は

確定項と確率項の和から成ると考え，確率項の導入によ

りDUEの仮定を緩和していると言える． 
ここで，旅行者の経路選択モデルに多項ロジット

（Multinomial Logit; MNL）モデルや多項プロビット

（Multinomial Probit; MNP）モデルを仮定するような典型

的な SUE には，流量ゼロを表現できないという課題が

ある．すなわち，これらの典型的な SUE では，どれほ

ど遠回りの経路にも正の流量が配分されてしまう．SUE
のこうした特徴は，旅行者の経路集合には時空間制約が

あること 4,5)，また，旅行者の認知能力には限界があるこ

と 6,7)などから不自然であると言える．また，実際の経路

選択結果においても，最短経路よりもあまりにも遠回り

の経路は選択されないことが確認されている 8–10)． 
この課題に対し，近年Bounded Choice Model（BCM）と

呼ばれる新しいタイプの経路選択モデルが提案されてい

る 11,12)．ここでは，ある選択肢の効用が，全選択肢の中

で最大の効用値から𝛿𝛿を引いたものより小さい場合には，

その選択肢の選択確率は厳密にゼロとなるよう，ARUM
を拡張して定式化されている．BCM は流量ゼロを表現

できるだけでなく，限定合理性を仮定するモデル 13,14)と

異なり点推定である点，選択肢集合を事前生成する方法
6,15)と異なり均衡時の経路効用を用いて選択肢集合が決

まる点が従前の方法論より優れている．  
しかしながら，BCM は効用の具体的な値を用いて選

択確率がゼロになる効用値の範囲𝛿𝛿を外生的に設定する

必要があり，アドホックな方法論であると言える．また，

パラメータ推定や交通量配分においては，経路集合の中

で効用最大となる経路を特定し，各経路の効用との比較

を行うというステップが繰り返し計算内で都度必要とな

るため，計算量が増加してしまうという課題がある． 
こうした課題に対し本研究では，ARUM ではなく，

摂動効用最大化（Perturbed Utility Maximization; PUM）の枠

組みで経路選択行動を記述する方法を提案する．摂動効

用とは，効用確定項に基づく期待効用と選択確率分布か

ら計算される非線形な摂動項の値の和で定義される効用

の形式である．特筆すべき点として，任意の ARUM の

選択確率式は PUM により表現可能である 16)．その意味

で，PUM は ARUM を含む，より一般的な枠組みである． 
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本研究では，Tsallis エントロピー17)を摂動項に用い，

PUM により経路ベースの経路選択行動を定式化する．

また，こうした行動原理に基づき実現する SUE を𝛼𝛼SUE
と定義する．提案モデルは MNL モデルを特殊解に持ち

ながら，選択確率をゼロにする効用の範囲を外生的に設

定することなく選択確率ゼロを表現可能であり，かつ，

推定の計算が回帰で可能なため，計算負荷を大きく削減

可能であることを示す． 
なお，PUM の枠組みで経路選択行動の記述を試みた

研究は管見の限りでは Fosgerauら 18)の一つしかない．こ

こでは，リンク単位で PUM モデルを定義し，流量保存

則を制約条件とすることで，リンクごとの選択確率を導

出している．結果として，適当な摂動項を導入すれば，

経路列挙不要で，選択肢相関を考慮しながら，流量ゼロ

も表現可能であることが数値計算により確認されている．

だが，リンク単位での定式化としたために，摂動項は

BPR関数のようなリンクパフォーマンス関数の役割を果

たすに留まっており，ARUM と PUM との対応関係 16)が

明らかになっていない．結果として，なぜ特定の摂動項

では MNL モデルがもつ課題が克服されるのか，その理

論的な考察は行われておらず，具体的にどのように摂動

項を設定すれば良いのか，ということに関しても議論が

行われていない．そのため，例えば MNL モデルに対応

する摂動項がどのような表式であるのか，ということも

明らかでない．本研究では，経路列挙は必要であるが，

旅行者の選択肢集合である経路集合に対して PUM を定

義することで，MNLモデルに対応する PUMモデルも明

示しながら，その自然な拡張として選択確率ゼロを表現

できるモデルを提示する． 
以降の構成は次の通りである．2章では，PUMに基づ

く経路ベースの経路選択モデルを定式化し，中でも選択

確率ゼロを表現可能な𝛼𝛼-entmaxに対して，対応する SUE
である𝛼𝛼SUE を定義する．3 章では，簡単なネットワー

クにおいて𝛼𝛼SUE の数値計算を行い，流量ゼロを表現し

得るモデルであることを数値的にも確認する．4 章では，

PUM モデルにおけるパラメータ推定法を示し，回帰に

よる高速推定が可能であることを確認する．最後に 5章
で本研究のまとめと今後の展望を示す． 
 

 
2. 定式化 

 

本章では，はじめに2.1節でPUMに基づく経路ベース

の経路選択モデルを定式化する．続いて 2.2 節では，摂

動項を具体的に設定して対応する選択確率式を示す．最

後に，2.3節において，本研究で提案する𝛼𝛼SUEを定義す

る． 

 

(1) 摂動効用最大化に基づく経路選択モデル 

いま，同一 OD をもつ旅行者について，経路集合𝐶𝐶内
の各経路𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶について効用確定項𝑉𝑉𝑖𝑖が与えられた時，

旅行者の経路選択行動を 

max
𝑷𝑷∈ℝ+

|𝐶𝐶|
𝑈𝑈(𝑷𝑷) ≡ 𝑽𝑽𝑡𝑡𝑷𝑷 + 𝐹𝐹(𝑷𝑷)  𝑠𝑠. 𝑡𝑡.  𝟏𝟏𝑡𝑡𝑷𝑷 = 1 (1) 

で定義する．これが，PUM に基づく経路ベースの経路

選択モデルの定義である．ただし，𝑷𝑷 ≡ (𝑃𝑃𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐶𝐶は経路

選択確率の縦ベクトル，𝑽𝑽 ≡ (𝑉𝑉𝑖𝑖)𝑖𝑖∈𝐶𝐶は効用確定項の縦

ベクトル，𝟏𝟏は要素がすべて 1で要素数|𝐶𝐶|の縦ベクトル

であり，選択確率ベクトル𝑷𝑷に対してスカラー値を返す

関数𝐹𝐹(𝑷𝑷)を摂動項と呼び，𝑈𝑈(𝑷𝑷)を摂動効用と呼ぶ．制

約条件式は経路選択確率の規格化条件に相当する． 
式(1)で定義される PUM の解釈を確認しよう．式(1)

の摂動効用𝑈𝑈(𝑷𝑷)の第一項𝑽𝑽𝑡𝑡𝑷𝑷は，効用確定項ベクトル

と選択確率ベクトルの内積であり，効用確定項の値に基

づく期待効用に相当する．そのため，仮に摂動項𝐹𝐹(𝑷𝑷)
が存在しない場合には，式(1)の最大化問題は，効用確

定項が最大の経路を確率 1で確定的に選択することにな

る（最短経路探索，DUE に相当する）．よって，式(1)
の PUM は，効用確定項に基づく期待効用最大化に対し

て，摂動項𝐹𝐹(𝑷𝑷)が文字通り摂動として加わることで，

効用確定項が最大の経路の確定的な選択から離れ，様々

な確率的選択を表現することが出来るモデルになってい

る． 
 

(2) 摂動項へのエントロピー項の設定 

式(1)で定義されるPUMにおいて，摂動項をいかに設

定するかということが問題となる．Fosgerau ら 18)と異な

り，選択肢列挙を行って経路ベースで PUM を定義した

ため，摂動項は情報理論におけるエントロピー項に他な

らなず，ARUMとの対応付け 16)が可能になる．  
a) softmax関数(MNLモデル) 

いま，PUMモデルにおいて，摂動項𝐹𝐹(𝑷𝑷)をShannonエ
ントロピー𝐻𝐻𝑆𝑆(𝑷𝑷)とする，すなわち， 

𝐹𝐹(𝑷𝑷) = 𝐻𝐻𝑆𝑆(𝑷𝑷) ≡ −�𝑃𝑃𝑗𝑗 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑃𝑃𝑗𝑗
𝑗𝑗∈𝐶𝐶

 

とすると，MNL モデルの選択確率式，つまりは softmax
関数が導出される．これは摂動項を Shannon エントロピ

ーとして，式(1)の最適化問題の KKT条件を考えること

で確認できる． 
b) sparsemax関数 

MNL モデルが選択確率ゼロを表現できないことは，

交通の分野だけでなく，情報科学，特に自然言語処理の

分野においても問題視されてきた．情報科学の分野では，

効用確定項ベクトル𝑽𝑽から選択確率ベクトル𝑷𝑷を計算す

る関数を活性化関数と呼ぶが，選択確率ゼロを表現でき

るような，スパースな出力が可能な活性化関数が検討さ
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れてきている．中でも，Martinsら19)はsparsemax関数と呼

ばれる関数を提案している．sparsemax関数は 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑽𝑽) ≡ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑷𝑷∈ℝ+

|𝐶𝐶|
‖𝑷𝑷 − 𝑽𝑽‖2    𝑠𝑠. 𝑡𝑡.  𝟏𝟏𝑇𝑇𝑷𝑷 = 1 

で定義され，選択確率ゼロを表現できることが解析的に

示されている 19)． 
ここで，情報科学において，モデルの学習を改良する

方法として，エントロピー正則化と呼ばれる方法論があ

る．活性化関数の構成で言えば，効用（スコア）確定項

ベクトル𝑽𝑽に基づく期待効用（スコア）に，エントロピ

ー項を加えた関数を目的関数に設定する学習方法である．

情報科学におけるエントロピー正則化は，経済学におい

てはまさにPUMに相当していると言える． 
Peters ら 20)は，MNL の選択確率式（softmax 関数）が

Shannonエントロピーを摂動項とする PUMで書けたよう

に， sparsemax 関数もエントロピー正則化の枠組みで導

出できることを示した．実際，PUM モデルにおいて，

摂動項𝐹𝐹(𝑷𝑷)を Gini エントロピー𝐻𝐻𝐺𝐺(𝑷𝑷)とする，すなわ

ち， 

𝐹𝐹(𝑷𝑷) = 𝐻𝐻𝐺𝐺(𝑃𝑃) ≡
1
2
�𝑃𝑃𝑗𝑗�1 − 𝑃𝑃𝑗𝑗�
𝑗𝑗∈𝐶𝐶

 

とすることで，sparsemax関数を得られることが確認でき

る．このように，自然言語処理におけるスパースな活性

化関数の構成は，専らエントロピー正則化の文脈で議論

が行われてきている．エントロピー正則化は，経済学に

おいてはまさに PUM に相当しており，経路選択モデル

へもそのアナロジーを展開し得よう． 
c) 𝛼𝛼-entmax 

Petersら 20)はさらに，摂動項を Tsallisエントロピー17)と

呼ばれる一般化エントロピーの一種へと拡張した．

Tsallis エントロピー𝐻𝐻𝛼𝛼𝑇𝑇(𝑷𝑷)は，Shannon エントロピー

𝐻𝐻𝑆𝑆(𝑷𝑷)内の対数関数を，q 対数関数へと拡張（一般化）

することでも導かれ， 

𝐻𝐻𝛼𝛼𝑇𝑇(𝑷𝑷) ≡ �
1 − ∑ 𝑃𝑃𝑗𝑗𝛼𝛼𝑗𝑗∈𝐶𝐶

𝛼𝛼(𝛼𝛼 − 1)  ; 𝛼𝛼 ≠ 1

𝐻𝐻𝑆𝑆(𝑷𝑷)            ; 𝛼𝛼 = 1
(2) 

で定義される．式(2)を見ると，𝛼𝛼 → 1で Shannonエント

ロピーに，𝛼𝛼 = 2で Gini エントロピーに一致することが

確認できる．そのため，PUM モデルにおいて，摂動項

𝐹𝐹(𝑷𝑷)をTsallisエントロピー𝐻𝐻𝛼𝛼𝑇𝑇(𝑷𝑷)とすることで，softmax
関数（MNLモデル，𝛼𝛼 = 1）や sparsemax関数（𝛼𝛼 = 2）
を特殊解として含んだ，より一般的なモデルを提案し得

る．Petersら 20)は，摂動項をTsallisエントロピーとしたエ

ントロピー正則化で得られる活性化関数を𝛼𝛼-entmax と名

付けた．本研究では，この𝛼𝛼-entmax を用いることで，

MNL モデルが抱える選択確率ゼロを表現できないとい

う課題を克服する．本研究は，自然言語処理の分野で，

エントロピー正則化の観点で発展してきた活性化関数の

スパース性に関する議論を，経路選択行動のモデル化へ

と展開した初めての研究と言える．なお，Nakayama and 
Chikaraishi21)は Tsallis エントロピーを経路選択行動へと取

り込んでいるが，PUM の枠組みで定式化されておらず，

ゼロ流量の表現は出来ないままとなっている． 
最後に，Petersら20)で示されている𝛼𝛼-entmaxの諸性質に

簡単に触れておく．𝛼𝛼-entmax はパラメータ𝛼𝛼の値によっ

て，どの程度スパースな選択確率分布を出力するかが変

化する．先述のとおり，𝛼𝛼 → 1で softmax 関数に，𝛼𝛼 = 2
で sparsemax関数に一致し，𝛼𝛼 > 1で選択確率ゼロを出力

し得る．𝛼𝛼が大きいほど，出力される選択確率分布はス

パースになる．選択肢が二つの例を考えた場合，二つの

選択肢の効用値の差が±1/(𝛼𝛼 − 1)の範囲を超えた場合

には，一方の選択確率がゼロとなる．また，具体的な選

択確率ベクトル𝑷𝑷の表式は，𝛼𝛼 = 1.5の場合を除いて解

析的には表式を与えることはできない．そのため，選択

確率ベクトル𝑷𝑷の導出にあたっては，数値的に求めるこ

とになる．解法は二つ提案されており，ソートベースの

厳密解法と二分法ベースの反復数値解法がある．Github
上にはこれらのアルゴリズムが実装されたリポジトリが

あり 22)，本研究ではそのソースコードを利用して数値計

算を行っている． 
 
(3) 𝛼𝛼SUEの定義 

 本研究では，MNL モデルを特殊解にもつ経路選択モ

デルとして，𝛼𝛼-entmax を用いた経路ベースの PUM モデ

ルを提案する．すなわち，式(1)で定義された経路ベー

スの PUMモデルで，摂動項を Tsallisエントロピー(2)と
することで，𝛼𝛼-entmax により経路選択行動を記述する．

このとき，対応する SUEとして，𝛼𝛼SUEが次のように定

義される． 
いま，OD ペア𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀に対して，需要が𝑑𝑑𝑚𝑚，経路集

合が𝐶𝐶𝑚𝑚であり，経路𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶𝑚𝑚の流量が𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚，経路選択確率

が𝑃𝑃𝑖𝑖𝑚𝑚であるとする．このとき，流量ベクトル𝒙𝒙 =
(𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚)𝑖𝑖∈𝐶𝐶𝑚𝑚×𝑚𝑚∈𝑀𝑀が𝛼𝛼SUE であるとは，𝒙𝒙が SUE，かつ，

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑚𝑚が𝛼𝛼-entmax の解である，ということである．すなわ

ち， 
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑚𝑚 = 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑃𝑃𝑖𝑖𝑚𝑚   ;  ∀𝑖𝑖 ∈ 𝐶𝐶𝑚𝑚, ∀𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 

かつ，すべてのODペア𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀について，経路選択確率

ベクトル𝑷𝑷𝑚𝑚 = (𝑃𝑃𝑖𝑖𝑚𝑚)𝒊𝒊∈𝐶𝐶𝑚𝑚が，効用確定項ベクトル𝑽𝑽𝑚𝑚 =
(𝑉𝑉𝑖𝑖𝑚𝑚)𝑖𝑖∈𝐶𝐶𝑚𝑚に対して， 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑷𝑷𝑚𝑚∈ℝ+

|𝐶𝐶𝑚𝑚|
(𝑽𝑽𝑚𝑚)𝑡𝑡𝑷𝑷𝑚𝑚 + 𝐻𝐻𝛼𝛼𝑇𝑇(𝑷𝑷𝑚𝑚)   𝑠𝑠. 𝑡𝑡.  (𝟏𝟏𝑚𝑚)𝑡𝑡𝑷𝑷𝑚𝑚 = 1 

を満たしている，ということである．ただし，𝟏𝟏𝑚𝑚は要

素がすべて 1 で要素数|𝐶𝐶𝑚𝑚|の縦ベクトルである．𝛼𝛼-ent-
max が出力する選択確率分布のスパース性を鑑みれば，

𝛼𝛼SUE において実現する流量分布もスパースなものであ

り，配分時の流量ゼロを表現可能である． 
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図-1 ネットワーク図 

 

3. 𝛼𝛼SUEの数値計算例 

 

本章では，簡単なネットワークにおいて，実際に

𝛼𝛼SUEの交通量配分の数値計算を行い，提案手法がMNL 

モデルを特殊解に持ちながら選択確率ゼロ（流量ゼロ）

を表現可能であることを確認する．なお，本章で扱う問

題は SUEであり flow-dependentな問題である． 
 
(1) 設定 

本章で用いるネットワークの設定は図-1の通りである．

比較を容易にするため，この設定はBCM11)における数値

例と同一である． 

交通ネットワークは単一 OD間を結ぶ平行な 3経路で

ある．これら 3 経路の総需要は 200(台)とする．経路𝑖𝑖 ∈
{1,2,3}において，流量が𝑥𝑥𝑖𝑖のときの所要時間𝑐𝑐𝑖𝑖(𝒙𝒙)は，

𝑖𝑖 ∈ {1,2,3}について， 

𝑐𝑐𝑖𝑖(𝒙𝒙) = 𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑡𝑡0𝑖𝑖 ⋅ �1 + 0.3 ⋅ �
𝑥𝑥𝑖𝑖

100
�
4
� (3) 

であると仮定する．また，𝑡𝑡01 = 15, 𝑡𝑡02 = 18, 𝑡𝑡03 = 23
とする．各経路𝑖𝑖の効用𝑉𝑉𝑖𝑖は所要時間のみで決まるとし，

𝑉𝑉𝑖𝑖 = −0.2𝑐𝑐𝑖𝑖で計算されるとする． 
 

(2) 解法 

式(3)を見ると分かるように，ここで扱っている問題

は，各経路の効用𝑉𝑉𝑖𝑖（所要時間𝑐𝑐𝑖𝑖(𝒙𝒙)）がその経路の選

択確率𝑃𝑃𝑖𝑖（流量𝑥𝑥𝑖𝑖）に依存する問題である．PUMの定式

化(1)で言えば，両辺に選択確率𝑷𝑷が存在する入れ子構

造となっている．そのため，経路選択行動のパラメータ

ベクトル𝜷𝜷を所与とされたからと言って，即座に選択確

率𝑷𝑷を導出できるわけではない． 
こうした SUE に対する解法としては，入れ子構造を

そのまま用い，繰り返し計算により選択確率ベクトルを

収束させていく逐次平均法 23,24)（Method of Successive Aver-
ages; MSA）が最もシンプルな解法として挙げられる．

今回の数値計算においては，MSA の考え方で，SUE に

おける交通量を計算した． 
 
(3) 結果 

 
図-2 𝛼𝛼を変化させたときの𝛼𝛼SUEでの各経路流量の変化． 

 
図-3 𝑡𝑡01を変化させたときの𝛼𝛼SUE における各経路流量の変化．

𝛼𝛼 = 2.0で固定． 
 
𝛼𝛼を変化させたときの𝛼𝛼SUE における各経路流量の変

化を図-2 に示す．𝛼𝛼が大きくなるにつれて，所要時間が

相対的に大きな経路 3 の流量が連続的に低下し，𝛼𝛼 =
2.3を超えたあたりで，経路 3 の流量はゼロとなってい

る．このように，𝛼𝛼-entmax を経路選択問題へと展開する

ことで，SUEであっても選択確率ゼロを表現できる．な

お，𝛼𝛼 = 1においては，MNLモデルと一致しており，実

際，MNL モデルの選択確率式で計算される選択確率と

一致していることが確認できる．本研究が提案する𝛼𝛼-
entmaxに基づく PUMによる経路選択モデルは，MNLモ

デルを特殊解に持ちながら，選択確率ゼロを表現できる

モデルであることが確認できる． 

次に，経路 1における流量がゼロの場合の所要時間で

ある𝑡𝑡01を変化させた際の，𝛼𝛼SUEにおける各経路流量の

変化を図-3に示す．𝑡𝑡01が極端に小さい場合，経路1の所

要時間が他の経路よりも大幅に短いため，経路 2と経路

3 は選択されず，経路 1 がすべての需要を担っている．

𝑡𝑡01が大きくなるにつれ，他経路の所要時間が相対的に

短くなっていき，𝑡𝑡01 = 2を超えたあたりから経路 2 が，

𝑡𝑡01 = 13を超えたあたりから経路 3 も使われるようにな

り，最終的には𝑡𝑡01 = 29を超えたあたりで，経路 1 は流
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量ゼロとなる．𝛼𝛼SUE においては，これらの一連の流量

の変化を連続的に表現可能となっている． 
 

 
4. 線形回帰によるパラメータ推定法 

 

本章では，PUM におけるパラメータ推定法を述べる．

選択肢𝑖𝑖の効用確定項𝑉𝑉𝑖𝑖が𝑉𝑉𝑖𝑖(𝑿𝑿𝑖𝑖; 𝜷𝜷)のように，説明変数

ベクトル𝑿𝑿𝑖𝑖とパラメータベクトル𝜷𝜷で計算されるとき，

パラメータ推定とは，観測された経路選択確率ベクトル

𝑷𝑷を基に，パラメータベクトル𝜷𝜷を推定する問題である．

ここでは一般的な経路選択モデルのパラメータ推定同様，

flow-independent な状況を考える．すなわち，効用確定項

ベクトル𝑽𝑽は選択確率ベクトル𝑷𝑷には依存しない．なお，

ここでの議論は摂動項の具体的な表式によらず成立する． 
いま，式(1)の最適化問題を解いて選択確率ベクトル

𝑷𝑷を求めることを考える．Lagrange関数は 
𝐿𝐿(𝑷𝑷, 𝜆𝜆) = 𝑽𝑽𝑡𝑡𝑷𝑷 + 𝐹𝐹(𝑷𝑷) − 𝜆𝜆(𝟏𝟏𝑡𝑡𝑷𝑷 − 1) 

となる．ただし，𝜆𝜆は Lagrange 乗数である．First Order 
Conditionは，最適解(𝑷𝑷�, 𝜆̂𝜆)に対して， 

�𝟎𝟎 = 𝑽𝑽 + 𝜵𝜵𝐹𝐹�𝑷𝑷�� − 𝜆̂𝜆𝟏𝟏
𝟏𝟏𝑡𝑡𝑷𝑷� = 1                        

(4) 

となる．ただし，𝟎𝟎は要素数|𝐶𝐶|の縦零ベクトルである．

式(4)の第一式について，任意の経路集合𝐶̃𝐶を抽出し，

対応する各成分𝑖𝑖 ∈ 𝐶̃𝐶について足し合わせると 

��𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝜵𝜵𝑖𝑖𝐹𝐹�𝑷𝑷���
𝑖𝑖∈𝐶𝐶

= 𝑁𝑁𝜆̂𝜆 

となる．ただし，𝜵𝜵𝑖𝑖𝐹𝐹�𝑷𝑷��は𝜵𝜵𝐹𝐹�𝑷𝑷��の𝑖𝑖成分，𝑁𝑁は𝐶̃𝐶の要

素数�𝐶̃𝐶�である．ここから𝜆̂𝜆の表式を求め，式(4)の第一

式の𝜆̂𝜆に代入して整理すると 

𝑉𝑉𝑖𝑖 −
1
𝑁𝑁
�𝑉𝑉𝑘𝑘
𝑘𝑘∈𝐶𝐶

= −�𝜵𝜵𝑖𝑖𝐹𝐹�𝑷𝑷�� −
1
𝑁𝑁
�𝜵𝜵𝑘𝑘𝐹𝐹�𝑷𝑷��
𝑘𝑘∈𝐶𝐶

� (5) 

となる．通常，経路選択モデルにおいては，効用確定項

ベクトル𝑽𝑽は，説明変数値とパラメータ値の線形和で表

現される．そのため，経路𝑖𝑖の説明変数値を並べた行ベ

クトル𝑿𝑿𝑖𝑖を，経路選択肢について積み上げた説明変数

行列𝑋𝑋を用いて，𝑽𝑽 = 𝑋𝑋𝜷𝜷と表記できる．よって， 式(5)
は 

�𝑿𝑿𝑖𝑖 −
1
𝑁𝑁
�𝑿𝑿𝑘𝑘
𝑘𝑘∈𝐶𝐶

�𝜷𝜷� = −�𝜵𝜵𝑖𝑖𝐹𝐹�𝑷𝑷�� −
1
𝑁𝑁
�𝜵𝜵𝑘𝑘𝐹𝐹�𝑷𝑷��
𝑘𝑘∈𝐶𝐶

� (6) 

と書き換えられる． 
ゼロ流量を表現可能な BCM のパラメータ推定におい

ては，経路選択確率を計算する際，経路集合内で効用最

大となる経路を特定し，各経路の効用との比較を行うと

いうステップが都度必要であり，計算負荷が高かった．

対して，式(6)は最小二乗法によりパラメータ推定が可

能であるから，大幅に計算負荷を削減できると言える． 
なお， 2.2 節で挙げたような𝛼𝛼-entmax（およびその特

殊解である softmaxや sparsemax）のように，𝜵𝜵𝑖𝑖𝐹𝐹(𝑷𝑷)が𝑃𝑃𝑖𝑖
のみで書ける場合，抽出する経路集合𝐶̃𝐶についての説明

変数値と摂動項の微分値のみで𝜷𝜷�を推定可能である．

PUM における式(6)の回帰による推定法は，真の経路選

択肢集合𝐶𝐶を用いる必要はなく，抽出した経路集合𝐶̃𝐶の
みの情報で推定が可能であり，その意味で経路全列挙不

要な推定法であると言える．ただし，経路集合𝐶̃𝐶の抽出

に伴うバイアスは生じるという点には注意する必要があ

る．なお，摂動項が Shannon エントロピーの場合，集計

ロジットモデルにおける推定法と一致している． 
 

 
5. 結論 

 
本研究では，PUM に基づく，経路を選択肢集合とす

る経路選択モデルを提案した．中でも，摂動項に Tsallis
エントロピーを採用した𝛼𝛼-entmax は，MNL モデルを特

殊解に持ちながら，選択確率ゼロを表現することが出来

る．この点に着目し，𝛼𝛼-entmax を PUM による経路選択

モデルへと展開して，対応する𝛼𝛼SUE を定義した．結果

として，𝛼𝛼SUE が流量ゼロを表現し得ることを確認し，

パラメータ推定が線形回帰となることを示した．MNL
モデルにおいて，選択確率ゼロを表現できないという課

題に対しては，BCM が提案されているが，効用の具体

的な値を用いずに選択確率ゼロを表現できる点，また，

パラメータ推定が単純な線形回帰となり，計算負荷を大

幅に削減し得るという点が優れている． 
PUM で経路選択行動を定式化することで，今後の

様々な発展が望まれる．PUM は任意の ARUM を表現で

きる 16)ため，選択肢間やサンプル間の相関を考慮したモ

デル，あるいは，その他の行動特性を表現可能なモデル

も構成することが出来るだろう．また，特筆すべき事項

として，今回は経路選択肢を列挙する形で PUM を定式

化したが，例えば Tsallis エントロピーのような摂動項を

リンクベースに分解することが出来れば，真の意味での

リンクベースでの PUM の定式化が可能になる．これが

可能になれば，経路列挙不要なモデルを構成することが

出来，高速な推定が可能であることと合わせて，パラメ

ータ推定・交通量配分において非常に有用なモデルを構

築できよう． 
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A PERTURBED UTILITY ROUTE CHOICE MODEL ALLOWING ZERO-FLOW 
 

Aoi WATANABE and Ken HIDAKA 
 

Stochastic User Equilibrium (SUE) has a drawback that it assigns positive flow to any route in the choice 
set, no matter how long it is. In this study, we formulated a route choice model by perturbed utility maxi-
mization employing Tsallis entropy as a perturbation term, and defined the corresponding SUE as 𝛼𝛼SUE. 
Perturbed utility is defined as the sum of an expected utility and a perturbation term that accounts for the 
probability of choosing each alternative. Previous models that could express zero-flow were ad-hoc in their 
parameter settings and computationally demanding. Our proposed model not only considers zero-flow but 
also includes the logit model as a special case and can be estimated through linear regression, making it 
much more efficient. 
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