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本研究では, 交通感知器とプローブカーから観測されたデータを用いて，複数時間帯での大規模道路ネットワー

ク全体のリンク交通量とリンク遅れ時間の推定における演算効率化の手法について提案する．既往研究において，

単一の時間帯から複数時間帯での計算の拡張にあたり，推定対象であるリンク交通量とリンク遅れ時間のパラメ

ータ間の構造は複雑となっている．更に，尤度最大化問題を解いて交通状態を推定する際に，均衡制約付きの最

適化問題を解くことが，解の探索方向を見つけることを困難としている．このため，大規模ネットワークでの計

算の拡張にあたり，膨大な計算時間を要することが考えられる．そこで，感度分析により，摂動変数の局所点近

傍において，尤度関数を解析的に近似することで，大規模ネットワークにおいて，効率的に解を探索する． 

     Key Words: probe car data, traffic counter data, sensitivity analysis, traffic state estimation,  

 

1. はじめに 

道路ネットワーク全体の交通状態を推定するために，

プローブカーデータと交通感知器が利用されている．プ

ローブカーデータは，安価で大量のデータを取得できる

ことから，先進国・新興国問わず，広く利用されること

が期待されており，各車両の挙動を軌跡として観測でき

る．しかし，同時間帯におけるネットワーク規模での交

通状態の網羅的な観測はプローブカーの密度に依存して

おり，プローブカーの密度が低い場合には，同時間帯に

おけるネットワーク全体の交通状態を推定することは困

難である．したがって，同時間帯において，プローブカ

ーで観測できていないリンクの交通状態を推定すること

が課題となっている． 

 プローブカーデータの利用が検討されている一方で，

日本では交通量を観測するために交通感知器が一部のリ

ンクに設置されている．交通感知器を設置して運用する

ための費用は高いことから，道路ネットワークを網羅す

るように交通感知器を設置することは財政的な都合上，

現実的ではないのが実情である．しかし，固定的かつ連

続的に交通量を観測できるという特徴は，プローブカー

データにはない側面である．プローブカーデータと交通

感知器データを補完的に利用することによって，効率的

な交通状態観測が実現される可能性がある． 

複数の交通状態観測手法を組み合わせる研究はすでに

行われている．峪・内田 (2020) 1) は道路ネットワークの

不確実性を考慮した交通量配分モデルに基づく均衡制約

付きの最尤推定モデルを構築し，複数時間帯を対象とし

てネットワーク全体のリンク交通量とリンク移動時間の

同時分布を推定する手法を提案した．川村・峪(2021) 2)で

は，峪・内田 (2020) 1) によって構築された最尤推定モデ

ルから推定された交通状態の確率分布を事前分布として，

交通感知器から得られる交通量データおよびプローブデ

ータから得られる移動時間を尤度とするベイズ推定を行

い，交通状態の事後分布を推定する手法を提案した．既

往研究における交通状態の解の探索において，推定対象

であるリンク交通量とリンク遅れ時間のパラメータ間の

構造は複雑となっている．更に，尤度最大化問題を解い

て交通状態推定をする際に，均衡制約付きの最適化問題

を解くことが，解の探索方向を見つけることを困難とし

ている．このため，大規模ネットワークでの計算の拡張

にあたり，膨大な計算時間を要することが考えられる． 

そこで，ネットワーク問題における解の演算効率化を

行うにあたり，感度分析を導入する．Tobin，Friesz(1988) 

3)は．感度分析の非線形問題を，交通ネットワークにお

いて，摂動におけるリンクフロー勾配計算の明示的な式

を開発した．更に，均衡経路フローの非一意性を解決す

るために，均衡経路フローの実現可能領域で縮退してい

ない極限点を選択する等価制限アプローチを開発した．
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Yang and Bell 4)は，均衡リンクフローの導関数の計算にあ

たり，リンクコスト関数ベクトルが強単調かつ一回微分

可能であり，最小コスト又は均衡経路上に正のフローが

存在するという条件下で，陰関数定理から展開された式

で導関数を計算する手法を提案した． 

そこで本研究では，感度分析により，摂動変数の局所

点近傍において，尤度関数を解析的に近似することで，

大規模ネットワークにおいて，効率的に解を探索する手

法を提案する． 

本論文の構成は以下の通りである．第2章では，議論

の際に使用した記号について説明する．第3章では，ネ

ットワークモデルと尤度最大化問題について定義する．

第4章では演算効率化のための感動分析について定義す

る．最後に第5章では本研究のまとめと今後の展望を示

す． 

 

2. 本研究における記号 

本稿で用いる主な記号は以下に示す通りである．ここ

で，集合および確率変数は大文字で表すものとし，その

集合の要素，あるいは確定的な変数は小文字で表すもの

とする． 

𝐴 ネットワーク上のリンク集合 

𝐴0 ネットワーク上の交通感知器により，交

通データが観測されているリンクの集合 

𝐼 O-Dペアの集合 

𝐽 経路集合 

T 時間帯集合 

∆ リンク/経路接続行列 

⋀ リンク/OD接続行列 

𝑄 ネットワーク上の総交通需要 (生成交通

量) 

𝑄𝑡 各時間帯の時間帯別生成交通量 

𝑄𝑡𝑖 時間帯𝑡 のODペア𝑖間の確率的交通需要

(OD交通需要) 

𝐹𝑡𝑖𝑗 時間帯𝑡 のODペア𝑖間の経路𝑗の確率的交

通量 (経路交通量） 

𝑉𝑡𝑎 時間帯𝑡 のリンク𝑎の確率的交通量 (リン

ク交通量） 

𝑝𝑡𝑖 時間帯𝑡 のODペア i間の交通需要の配分

率 

𝑝𝑡𝑖𝑗  時間帯𝑡 のODペア iの経路 jを選択する

確率 (経路選択確率) 

𝑐𝑣 生成交通量の変動係数 

𝑔𝑡𝑖𝑗 時間帯𝑡 のODペア𝑖間の経路𝑗の一般化費

用 

𝑐𝑡𝑖𝑗 時間帯𝑡 のODペア𝑖間の経路𝑗のコスト 

𝑡𝑡𝑎
0  時間帯𝑡 のリンク𝑎の自由走行時間 

𝐶𝑡𝑎 時間帯𝑡 のリンク𝑎の確率的交通容量 

𝛾𝑎, 𝜆𝑎 リンク𝑎の移動時間のパラメータ 

c𝑡𝑖𝑗 時間帯𝑡のODペア iの経路 jの確率的移動
時間 (経路移動時間) 

𝐟𝑡 , 𝐪𝑡 , 𝐯𝒕 時間帯𝑡の全ての経路交通量，OD交通需

要，リンク交通量の平均ベクトル 

𝒕𝒕, 𝒄𝒕 リンク移動コスト，経路移動コストのベ

クトル 

𝜇𝑡𝑖 経路移動時間の最小値 

𝛍𝑡 経路移動時間の最小値のベクトル 

 

3. モデル 

(1) 交通流 

ノード𝑁の集合とリンク𝐴，および OD ペア𝑊の集合を

持つ交通ネットワーク𝐺(𝑁, 𝐴)を考える．確率的総交通

需要 (生成交通量) Qは対数正規分布に従う． 

𝑄~𝐿𝑁 (𝜇𝑄, 𝜎𝑄) (1) 

𝜇𝑄， 𝜎𝑄は対数正規分布のパラメータである．時間帯別

生成交通量𝑄𝑡は，割合𝑝𝑡を用いて以下のように表され

る． 

𝑄𝑡 = 𝑝𝑡 ⋅ 𝑄 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (2) 

OD交通需要𝑄𝑡𝑖は，OD配分率𝑝𝑡𝑖と時間帯別生成交通量

𝑄𝑡の積として表現される． 

𝑄𝑡𝑖 = 𝑝𝑡𝑖 ⋅ 𝑄𝑡  ∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑖 ∈ 𝐼 (3) 

ある時間帯𝑡における OD交通需要𝑄𝑡𝑖，経路交通量𝐹𝑡𝑖𝑗，

リンク交通量𝑉𝑡𝑎はそれぞれ以下の関係で表現される． 

∑ 𝐹𝑡𝑖𝑗⋀𝑎𝑗 = 𝑄𝑡𝑖  , 𝑖𝜖𝐼

𝑗∈𝐽𝑡

 (4) 

𝑉𝑡𝑎 = ∑ ∑ ∆𝑎𝑗 ∙ 𝐹𝑡𝑖𝑗

𝑗∈𝐽𝑡𝑖∈𝐼

∀𝑎 ∈ A, ∀𝑡 ∈ 𝑇 (5) 

ここで，∆𝑎𝑗は経路𝑗がリンク𝑎を通過する場合に 1，そ

れ以外に0をとる接続行列，⋀𝑎𝑗は経路𝑗がODペア𝐼に接

続する場合に 1，それ以外に 0をとる接続行列である． 

ある時間帯𝑡における経路交通量，OD交通需要，リンク

交通量のベクトルをそれぞれ以下で表現する． 

𝐅𝑡 = (𝐹𝑡11, 𝐹𝑡12,∙∙∙ 𝐹𝑡𝑖𝑗 ∙∙∙ 𝐹𝑡|𝑖||𝑗|)
𝑇∀𝑡 ∈ 𝑇 (6) 

𝐐𝑡 = (𝑄𝑡1, 𝑄𝑡2,∙∙∙ 𝑄𝑡𝑖 ∙∙∙ 𝑄𝑡|𝑖|)
𝑇∀𝑡 ∈ 𝑇 (7) 

𝐕𝑡 = (𝑉𝑡1, 𝑉𝑡2,∙∙∙ 𝑉𝑡𝑎 ∙∙∙ 𝑉𝑡|𝑎|)
𝑇∀𝑡 ∈ 𝑇 (8) 

経路交通量，OD 交通需要，リンク交通量の平均ベクト

ルをそれぞれ以下で表現する． 

𝐟𝑡 = E[𝐅𝑡] = (𝑓𝑡11, 𝑓𝑡12,∙∙∙ 𝑓𝑡𝑖𝑗 ∙∙∙ 𝑓𝑡|𝑖||𝑗|)
𝑇∀𝑡

∈ 𝑇 

(9) 

𝐪𝑡 = E[𝐐𝑡] = (𝑞11, 𝑞12,∙∙∙ 𝑞𝑡𝑖 ∙∙∙ 𝑞|𝑡||𝑖|)
𝑇∀𝑡

∈ 𝑇 

(10) 

𝐯𝑡 = E[𝐕𝑡] = (𝑣𝑡1, 𝑣𝑡2,∙∙∙ 𝑣𝑡𝑎 ∙∙∙ 𝑣𝑡|𝑎|)
𝑇∀𝑡

∈ 𝑇 

(11) 

経路交通量の平均とリンク交通量の平均のベクトル集合

はそれぞれ以下で表される． 

Ω𝐟𝑡
= {𝐟𝑡| ∧ 𝐟𝑡 = 𝐪𝑡 , 𝐟𝑡 ≥ 𝟎}∀𝑡 ∈ 𝑇 (12) 

Ω𝐯𝒕
= {𝐯𝑡|𝐯𝑡 = ∆𝐟𝑡 ,∧ 𝐟𝑡 = 𝐪𝑡 , 𝐟𝑡 ≥ 𝟎}∀𝑡 ∈ 𝑇 (13) 

 

(2) 移動時間 

リンク移動時間は以下に示す BPR関数に基づいて定義

されるものとする． 
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𝑇𝑡𝑎(𝑉𝑡𝑎, 𝐶𝑡𝑎) = 𝑡𝑡𝑎∙
0 (1 + 𝛾𝑎 ∙ (

𝑉𝑡𝑎

𝐶𝑡𝑎

)
𝜆𝑎

)  

∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑎 ∈ A 

(14) 

上に示す，確率的なリンク移動時間は確定項と確率項に

分離することができる．ここで，リンク交通量とリンク

交通容量の変動に影響される確率項を，「リンク遅れ時

間」と定義する．以下ではリンク移動時間に着目する．

リンク交通量とリンク交通容量はそれぞれ対数正規分布

に従うことから，リンク遅れ時間もまた対数正規分布に

従うことがわかる．ここで，リンク遅れ時間はリンク移

動時間を確定項の分だけ平行移動したものであるため，

それぞれの分散共分散は等しい．各リンクにおける自由

走行時間が所与であるとすると，リンク移動時間を推定

することとリンク遅れ時間を推定することは等しくなる．

しかし，移動時間と同時に推定する交通状態としてリン

ク交通量を含める場合，尤度を計算するために，分布形

状を等しくする都合，推定する交通状態としてリンク遅

れ時間を採用することが適当である． 

𝑇𝑡𝑎(𝑉𝑡𝑎, 𝐶𝑡𝑎) = 𝑡𝑡𝑎
0 +

𝑡𝑡𝑎
0 ∙ 𝛾𝑎

𝐶𝑡𝑎
𝜆𝑎

∙ (𝑉𝑡𝑎)𝜆𝑎   

∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑎 ∈ 𝐴 

(15) 

ここで，時間帯 t におけるリンク移動時間のベクトルを

以下で表現する． 

𝐓𝑡 = (𝑇𝑡1, 𝑇𝑡2,∙∙∙ 𝑇𝑡𝑎 ∙∙∙ 𝑇𝑡|𝑎|)
𝑇 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (16) 

ある時間帯𝑡におけるリンク移動時間の平均ベクトルは

それぞれ以下で表される． 

𝐭𝑡 = E[𝐓𝑡] = (𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2,∙∙∙ 𝑡𝑡𝑖 ∙∙∙ 𝑡𝑡|𝑖|)
𝑇 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (17) 

経路移動時間は，その経路を通過するリンクの移動時間

の和として表現される． 

Ξ𝑡𝑖𝑗 = ∑ 𝑇𝑡𝑎

𝑎∈𝐴

∙ ∆𝑎𝑗  ∀𝑡 ∈ 𝑇∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗 ∈ 𝐽𝑖  
(18) 

ここで，ある時間帯𝑡における経路移動時間のベクトル

を以下で表現する 

𝚵𝑡 = (𝚵𝑡11, 𝚵𝑡12,∙∙∙ 𝚵𝑡𝑖𝑗 ∙∙∙ 𝚵𝑡|𝑖||𝑗|)
𝑇∀𝑡 ∈ 𝑇 (19) 

 

(3) 均衡配分モデル 

経路コスト𝑐𝑡𝑖𝑗  は， 経路移動時間の平均と分散によって

表現され，平均ベクトルを𝐜𝑡として表す． 

c𝑡𝑖𝑗 = 𝐸[𝚵𝑡] + 𝜂 ∙ var[𝚵𝑡]∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑗

∈ 𝐽 

(20) 

𝐜𝑡 = 𝐸[𝑐𝑡𝑖𝑗]

= (c𝑡11, c𝑡12, ⋯ c𝑡𝑖𝑗 ⋯ 𝑐𝑡|𝑖||𝑗|)
𝑇 ∀𝑡 ∈ 𝑇 

(21) 

なお，𝜂はドライバーのリスク回避的な経路選択行動を

示すためのパラメータである． 𝜃は正の値をとるロジッ

トモデルの分散パラメータであり，その値が大きいほど，

確度の高い経路情報をもとに経路選択を行うことができ

る．経路交通量ベクトルが𝐟𝒕 ≥ 𝟎であるとき，ある時間帯 tに

おける経路コストの最小値は以下で表現される． 

𝜇𝑡𝑖 = 𝑚𝑖𝑛{𝑐𝑡𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽𝑖}, ∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑖 ∈ 𝐼 (22) 

ここで，ある時間帯 t における経路コストの最小値のベ

クトルを以下で表現する． 

𝛍𝑡 = (𝜇𝑡1, 𝜇𝑡2,∙∙∙ 𝜇𝑡𝑖 ∙∙∙ 𝜇𝑡|𝑖|)
𝑇  ∀𝑡 ∈ 𝑇 (23) 

経路交通量の平均ベクトル𝐟𝑡は，任意の経路𝑗 ∈ 𝐽と OD

ペア𝑖𝜖𝐼に対して，ワードロップ均衡状態にある． 

𝑓𝑡𝑖𝑗 > 0 → 𝑐𝑡𝑖𝑗 = 𝜇𝑡𝑖  ∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑖 ∈ 𝐼 (24) 

𝑓𝑡𝑖𝑗 = 0 → 𝑐𝑡𝑖𝑗 > 𝜇𝑡𝑖  ∀𝑡 ∈ 𝑇, ∀𝑖 ∈ 𝐼 (25) 

ある ODペアにおける UE配分の均衡条件は，利用され

る経路の一般化コストはすべて等しく，利用されていな

い経路のコストより小さいかせいぜい等しくなることで

ある．この均衡条件を踏まえると，利用者均衡条件は変

分不等式問題として以下に表せる． 

∑ ∑ 𝑐𝑡𝑖𝑗 ∙ (𝑓𝑡𝑖𝑗 − 𝑓𝑡𝑖𝑗
∗) ≥ 0

𝑗∈𝐽𝑖𝑖∈𝐼

 ∀𝑡 ∈ 𝑇
 

(26) 

∑ 𝑓𝑡𝑖𝑗 =

𝑗∈𝐽𝑖

𝑞𝑡𝑖∀𝑡 ∈ 𝑇 (27) 

𝐟𝑡 ≥ 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (28) 

また，(26)は以下のようにベクトル表記が可能である． 

𝐜𝑡 ∙ (𝐟𝑡 − 𝐟𝑡
∗) ≥  ∀𝑡 ∈ 𝑇 (29) 

ここで，𝑓𝑡𝑖𝑗
∗, 𝐟𝑡

∗
は，それぞれ均衡状態における𝑓𝑡𝑖𝑗 , 𝐟𝑡

を表す． 

 

(4) 最尤推定モデル 

本節では，峪・内田 (2020) 1)で提案された手法に基づき，

複数時間帯を対象として，尤度最大化によって，交通状

態を推定する手法について述べる．  

時間帯 tにおいて，G日間の交通観測データが得られた

とき，g 日目の観測に対する観測状態ベクトル𝐦𝑔𝑡と観

測値ベクトル𝐝̂𝑔𝑡を定義する．リンク𝑎において観測さ

れた交通状態のパターンを𝐾𝑎とする．ここで，𝐾𝑎の各

パターンは，リンク交通量のみが観測される場合{𝑣}，

リンク遅れ時間のみが観測される場合{𝑡}，リンク交通

量とリンク遅れ時間の双方が観測される場合{𝑣, 𝑡}，い

ずれも観測されない場合の４種類からなる． 

 𝑔 ∈ {1, … , 𝐺}日目に観測されるデータ数を𝑛(𝑔)，時

間帯 t とすると，多変量対数正規分布𝐗~𝐿𝑁 (𝝁𝑄𝑡
，𝚺𝑄𝑡) 

に従う道路ネットワーク全体の交通状態は，それに対応

する以下の多変量正規分布の尤度関数を最大化すること

によって推定することができる． 

𝑳(𝝁𝑄𝑡
，𝚺𝑄𝑡)

= ∏

exp (−
1
2

(𝒅̂𝑔𝑡 − 𝝁𝑔𝑡)
𝑇

𝚺𝑔𝑡
−1(𝒅̂𝑔𝑡 − 𝝁𝑔𝑡))

2𝜋
𝑛(𝑔)

2 ⌈𝚺𝑔𝑡⌉
1
2

𝐺

𝑔=1

 

 ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑡 ∈ 𝑇 

(30) 

ここで，以下の関係が成立する.  

𝚺𝑔𝑡 = 𝐌𝑔𝑡𝚺𝑄𝑡𝐌𝑔𝑡
𝑇  ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑡 ∈ 𝑇 (31) 

𝝁𝑔𝑡 = 𝐌𝑔𝑡𝝁𝑄𝑡
𝑇 ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑡 ∈ 𝑇 (32) 

𝒅̂𝑔𝑡 = 𝐌𝑔𝑡𝒅𝑔𝑡
𝑇  ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∀𝑡 ∈ 𝑇 (33) 
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ここで， 𝒅𝑔𝑡は，𝑔 ∈ {1, … , 𝐺}日目に道路ネットワーク

全体で観測される交通状態を表すベクトルで， 以下の

ように定義する． 

𝒅𝑔𝑡 = (𝑣̂1 𝑡̂1 ⋯ 𝑣̂𝑎 𝑡̂𝑎 ⋯ 𝑣̂|𝐴| 𝑡̂|𝐴|) (34) 

ここで，𝑣̂|𝐴|，𝑡̂|𝐴|はそれぞれ，観測されたリンク交通

量，リンク遅れ時間の対数をとったものである．𝐌𝑔𝑡は，

観測データ𝒅𝑔𝑡を縮減する行列である． 

 

4．感度分析 

 既往研究では，尤度最大化問題を解いて交通状態を推

定する際に，均衡制約付きの最適化問題を解くことが，

解の探索方向を見つけることを困難としている．そこで

本章では，感度分析により，摂動変数の局所点近傍にお

いて，尤度関数を解析的に近似することで，効率的に解

を探索する手法を提案する．ここでの議論は Yang and 

Bell 4)に基づいて言及する． 

Yang and Bell 4)では，リンクの移動コスト関数𝐭𝑡(𝐯𝑡 , 𝜺𝑡)

と，OD 交通需要ベクトル𝐪𝑡(𝜺𝑞)に摂動パラメータを仮

定している．ここで，摂動パラメータは，リンクの通行

料の摂動𝜺𝑡と OD交通需要の摂動𝜺𝑞をそれぞれ想定して

いる．本研究では，尤度最大化問題において，未知変数

を OD交通需要として交通状態推定を行うことから，リ

ンクの通行料についての摂動は考慮しないこととする．

よって，以下の議論では，OD 配分率𝑝𝑡𝑖を摂動パラメー

タ𝜀𝑖として設定する．そのため，摂動パラメータ𝜀𝑖は，

OD 行列推定問題における OD 交通需要𝐪𝑡の変動を表す．

ここで，摂動パラメータのベクトルを𝛆と表現する． 

𝛆 = 𝐩𝑡  ∀𝑡 ∈ 𝑇 (35) 

𝐩𝑡 = (𝑝𝑡1, 𝑝𝑡2,∙∙∙ 𝑝𝑡𝑖 ∙∙∙ 𝑝𝑡|I|)
𝑇∀𝑡 ∈ 𝑇 (36) 

(29)で示した変分不等式問題は，摂動𝛆を考慮すると以

下のように表現される． 

𝐜𝑡(𝐟𝑡
∗(𝛆))𝑇(𝐟𝑡 − 𝐟𝑡

∗(𝛆)) ≥ 0 , ∀ 𝐟𝑡 ∈ Ω𝐟𝑡
(𝛆)∀𝑡

∈ 𝑇 

(37) 

ここで，𝐟𝑡
∗(𝛆)は，摂動𝛆を考慮した均衡状態の𝐟𝑡を示す． 

感度分析の導入にあたり，2 つの技術的困難が伴う．

１つは，変分不等式問題はパスベースの問題として定式

化されているので，未知変数である経路交通量は解とし

て一意ではないことである．２つは，交通流がゼロの経

路，すなわち，ある ODペア間で均衡フローが流れてい

ない経路（非均衡経路）及び，経路集合の中で，いくつ

かの経路の線形結合よって表現される経路（従属経路）

を経路集合の中に含めると，線形方程式が解けないこと

である．そのため，この２つの問題を解決するためのア

プローチとして，道路ネットワークの均衡問題に対して，

次の２つのような仮定を設けて分析を行う．  

 

〇仮定１ 

リンクコスト関数ベクトル𝐭𝑡(𝐯𝑡)は，正のリンクフロ

ー𝐯𝑡に対して正かつ強単調であり，𝐯𝑡で一回連続微分可

能，𝐪𝑡(𝜺)は𝜺で一回連続微分可能である． 

 

つまり，リンクコスト関数𝐭𝑡(𝐯𝑡)は，リンク交通量の平

均ベクトルフロー𝐯𝑡に対してヤコビアン∇𝐭𝑡(𝐯𝑡)が正定

値である．したがって，利用者均衡配分問題において，

ヤコビアンが正定値であると，目的関数が凸になるので

リンク交通量は一意に決まる．本研究では，(20)式のよ

うに，経路選択基準を経路移動時間の平均と分散の和と

している．また，リンク移動時間の共分散は考慮してい

ない．したがって，リンク移動時間の平均と分散の和を

実質的なリンクコストとして定義できる．これにより，

実質的なリンクコストと経路コストの間の加法性が成立

する．よって，本研究においても仮定１が満たされる． 

 

〇仮定２  

均衡状態にある道路ネットワークにおけるすべての経

路上に独立な正の経路フローベクトルが存在する． 

 

ここでは，摂動𝛆を考慮した道路ネットワークの均衡

問題を考える．まず，𝛆 = 𝟎における均衡問題に注目す

る．道路ネットワークの均衡問題は，以下の方程式に対

する経路交通量の平均ベクトル𝐟𝒕を用いて表現される．

ここで，𝛆 = 𝟎はパラメータεの全ての要素がゼロであ

ることを意味する． 

𝐜𝐭(𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎)) − 𝛑 − ⋀𝑇𝛍𝑡 = 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (38) 

𝛑𝑇𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎) = 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (39) 

∆𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎) − 𝐪𝑡(𝛆 = 𝟎) = 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (40) 

𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎) ≥ 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (41) 

𝛑 ≥ 𝟎 (42) 

（38）の𝐜𝑡は前に定義した経路コスト関数ベクトル，𝛑

は経路交通量の平均の非負条件に対応するラグランジュ

乗数のベクトルである．ここで，ある時間帯𝑡の OD ペ

ア𝑖の経路交通量の非負条件に対応するラグランジュ乗

数を𝜋𝑡𝑖とすると，𝑓𝑡𝑖𝑗 = 0におけるラグランジュ乗数

𝜋𝑡𝑖は正であり，𝑓𝑡𝑖𝑗 > 0におけるラグランジュ乗数𝜋𝑡𝑖

はゼロである．本問題では，均衡化された経路のみを考

えるので，ラグランジュ乗数𝜋𝑡𝑖は常にゼロである．し

たがって，経路交通量の平均がゼロの経路を除いた経路

/リンク接続行列，経路/OD 接続行列をそれぞれ∆̅, ⋀̅とす

ると，(38)-(42)は以下のように縮小される． 

𝐜𝐭̅(𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎)) − ⋀̅𝑇𝛍𝑡 = 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (43) 

∆̅𝐟𝑡̅
∗
(𝛆 = 𝟎) − 𝐪𝑡(𝛆 = 𝟎) = 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (44) 

𝐟𝑡̅
∗
(𝛆 = 𝟎) ≥ 𝟎 ∀𝑡 ∈ 𝑇 (45) 

ここで，𝐜𝐭̅(𝐟𝑡
∗(𝛆 = 𝟎))は，非均衡経路を除いた経路コ

ストに関するベクトルを表す．仮定 2より，以下の連立

方程式は正の解𝐟𝑡̅
∗

> 𝟎を持つ． 

[∆̅
⋀̅

] 𝐟𝑡̅
∗
(𝛆 = 𝟎) = [

𝐯𝑡(𝛆 = 𝟎)
𝐪𝑡(𝛆 = 𝟎)

] ∀𝑡 ∈ 𝑇 
(46) 
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次に，パラメータ𝜺が摂動する問題を考えるにあたり，

線形方程式を解く必要がある．そのためには，接続行列

∆̅, ⋀̅が線形独立でなければならない．よって，接続行列

∆̅, ⋀̅それぞれから従属している経路を除去し，縮小した

経路/リンク接続行列，経路/OD 接続行列をそれぞれ∆̃お

よび⋀̃とすると，(43)-(44)は以下のように縮小される． 

𝐜𝑡̃(𝐟𝑡
∗(𝛆)) − ⋀̃𝑇𝛍𝑡 = 𝟎  ∀𝑡 ∈ 𝑇 (47) 

⋀̃𝐟𝑡̃
∗
(𝛆) − 𝐪𝑡(𝛆) = 𝟎  ∀𝑡 ∈ 𝑇 (48) 

ここで，𝐜𝑡̃(𝐟𝑡
∗(𝛆)) は非均衡経路と従属経路を除いた経

路コストに関するベクトルを表す．仮定 1より，リンク

コストと OD交通需要に関する摂動は微分可能である．

よって(47)と(48)の両辺を摂動 εに関して微分すると，以

下のようになる． 

[
∇𝐟𝒕̃

𝐜𝑡̃(𝐟𝑡
∗(𝛆)) −⋀̃𝑇

⋀̃ 0
] [

∇𝜀𝐟𝑡̃

∇𝜀𝛍𝑡
]

= [
−∇𝜀𝐜𝑡̃(𝐟𝑡

∗(𝛆))
∇𝜀𝐪𝑡(𝛆)

] ∀𝑡 ∈ 𝑇 

(49) 

左辺第一項をヤコビアン行列に置き換えると，以下のよ

うになる． 

𝐽𝐟𝒕̃
(0) = [

∇𝐟𝒕̃
𝐜𝑡̃(𝐟𝑡

∗(𝛆)) −⋀̃𝑇

⋀̃ 𝟎
] ∀𝑡 ∈ 𝑇 

(50) 

ここで，経路コスト関数𝐜𝑡̃(𝐟𝑡
∗)は，経路交通量𝐟𝑡̃で直

接偏微分することはできない．そのため，以下のように, 

経路コストとリンクコストの加法性を用いて，リンクコ

スト関数を，リンク交通量で微分したものとリンク/経

路接続行列の積して分解したものを考える． 

∇𝐟𝑡̃
𝐜𝑡̃(𝐟𝑡

∗) = ∆̃𝑇∇𝐯𝑡
𝐭𝑡(𝐯𝑡)∆̃ ∀𝑡 ∈ 𝑇 (51) 

ヤコビアン𝐽𝐟𝑡̃
を逆行列として計算し，陰関数定理を用

いると，摂動𝛆による経路交通量及び経路コストの最小

値の微小変化は，以下の式で推定される． 

[
∇𝜀𝐟𝑡̃

∇𝜀𝛍𝑡
] = [𝐽𝐟𝑡̃

(𝟎)]
−1

[
−∇𝜀𝐜𝑡̃(𝐟𝑡

∗(𝛆))
∇𝜀𝐪𝑡(𝛆)

] ∀𝑡 ∈ 𝑇 
(52) 

以上より，3 章で示した最尤推定問題において，均衡

制約付きの尤度最大化問題を解かずとも，感度分析を用

いて，(53)に示すように，摂動パラメータ𝛆を介した小

問題を繰り返し解くことで，解の効率的な探索が可能と

なった． 

 

5．今後の展望 

本研究では，感度分析により，摂動変数の局所点近傍

において，尤度関数を解析的に近似することで，大規模

ネットワークにおいて最尤解を逐次的に探索する手法を

提案した．今後の展望として，OD 交通需要の変動係数

を摂動変数とした場合の感度分析アルゴリズムの定式化

およびテストネットワークでの数値計算による検証が必

要である． 
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Improved computational efficiency of traffic srate estimation for multiple time periods 

on large road networks 

 

Yuto KAWAMURA, Ryuichi TANI and Kenetsu UCHIDA 

 
This study proposes a computationally efficient method for estimating link traffic flow and link delay 

time for an entire large-scale road network during multiple time periods using data observed from traffic 

detectors and probe cars. In previous studies, the structure between the parameters of the link traffic flow 

and the link delay time to be estimated has become complex in extending the computation from a single 

time period to multiple time periods. Furthermore, when estimating traffic state by solving a likelihood 

maximization problem, solving an optimization problem with equilibrium constraints makes it difficult to 

find the search direction for the solution. This can require a large amount of computation time when scaling 

up for large networks. Therefore, we use a sensitivity analysis to analytically approximate the likelihood 

function in the neighborhood of local points of the perturbed variables to efficiently search for solutions in 

large-scale networks. 

𝐿(𝛆|𝝁𝑄𝑡，𝚺𝑄𝑡) 

= ∏

exp (−
1
2

(𝒅̂𝑔𝑡 − 𝝁𝑔𝑡(𝜺|𝝁𝑄𝑡，𝚺𝑄𝑡))
𝑇

𝚺𝑔𝑡
−1(𝜺|𝝁𝑄𝑡，𝚺𝑄𝑡)

(𝒅̂𝑔𝑡 − 𝝁𝑔𝑡(𝜺|𝝁𝑄𝑡，𝚺𝑄𝑡)))

2π𝒏(𝒈)/𝟐(𝛆|𝚺𝑔𝑡)
𝟏/𝟐

𝐺

𝑔=1

 ∀𝑡 ∈ 𝑇 

(53) 
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