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本論文では，近年方法論の展開が大きく進んでいる “異質性”と “摂動性”という観点を中心に離散選択モデ
ル研究の包括的なレビューを行い，今後の行動モデル研究について筆者らなりの展望を示すことを目的とする．
まず異質性に関しては，Mixed Multonomial Logitモデルを理論の下敷きとして，個人の選好の異質性を離散選
択モデルの枠組で具体的に記述し，詳細な個人データに基づいて推計するための近年の方法論開発についてレ
ビューを行う．次に摂動性に関しては，摂動効用の概念を概説した上で様々な意思決定の場面への応用可能性
を示すと共に，一般化エントロピー概念，凸共役性，需要関数の可逆性等を鍵とした需要推計方法論の展開に
ついて包括的に整理する．最後にレビューを総括した上で，今後の行動モデル研究の展望について論じる．
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1. はじめに

(1) 背景と目的
改めて述べるまでもなく，1970年代初頭に米国で開

発され，1980年代になって我が国でも研究が大きく展
開した離散選択モデル1 は，交通需要予測やプロジェク
ト評価の実務における標準的なツールである．多項ロ
ジット (MNL)モデル式の導出とパラメータ推定は，大
学の交通計画の講義の必須教授項目とも言える1)–3)．
この離散選択モデルについて，我が国でも交通計画，

土木計画学，応用ミクロ経済学，行動計量学等において
様々な研究が行われてきた．交通行動分析分野におけ
るレビュー論文も多数存在する．1980年代には四段階
推定法に代わる実用可能性の観点に着目した整理4)や，
ネスティッドロジット (NL)モデルによる多次元選択行
動の整理5),6)がなされている．1990年代から 2000年代
後期にかけては，現実の意思決定の特性を加味した様々
なモデル展開7),8)や，アクティビティ分析やネットワー
クモデリングにおける行動モデルの役割9)–12)等が整理
されている．さらに 2010年代には，離散–連続モデル
や社会的相互作用分析の整理13),14)に加え，街区レベル
の詳細空間設計への活用可能性15)と言った観点からの
整理もなされている．
それに対し本論文では，近年方法論の展開が大きく
1 非集計行動モデル (Disaggregate Choice Model)，個人選択モデル

(Individual Choice Model)等とも呼称されているが，本論文では
離散選択モデル (Discrete Choice Model)という表記で統一する．

進んでいる “異質性”と “摂動性”という観点に特化し
て離散選択モデル研究の包括的なレビューを行い，今
後の行動モデル研究について筆者らなりの展望を示す
ことを目的とする．

(2) 異質性
異質性 (Heterogeneity)とは，意思決定者の嗜好が個
人間あるいは同一個人でも状況次第で異なり，結果とし
て選択行動にも差異が生じる状況を指す2．この考え方
自体は新しいものではなく，意思決定者の社会経済変数
をモデルに明示的に取り込むことによる “観測”異質性
の考慮はモデルの開発当初から行われていたし3，パラ
メータの個人間変動を考慮したいわゆるランダム係数
モデルも 1970年代初頭18) にその始源を見ることがで
きる．そのような “非観測”異質性の考慮は，2000年代
初頭の Mixed Multinomial Logit (MXL) モデル19),20) の
確立を以て概成したかと思われたが，標準的なMXLモ
デルは表現可能な異質性の統計分布パターンが限定的
であるという，実務上，計算上の課題を有していた．こ
のため，我が国ではさらなる研究開発や実務への展開
があまり進まなかったと著者らは考えている．
これに対し，特に欧州の研究者を中心に，個人間異

質性はもとより個人内異質性の考慮や，より柔軟な異
質性分布を考慮可能なノンパラメトリック推定方法や
ベイズ統計学に基づく研究の展開がこの 15年間で大き

2 異質性に関して包括的に整理した論文として張ら 16) がある．
3 むしろこれこそが離散選択モデル開発の主な動機であった 17)．
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く進展してきた．そしてそれらの学術成果は，例えば，
交通プロジェクト評価における重要なパラメータであ
る旅行時間短縮価値21)や時間信頼性価値22)の詳細な個
人単位での推計に適用されている．特に欧州諸国23)–26)

では，プロジェクト評価の実務においてもそれらの最
新手法に基づく原単位推計結果が採用されている．
マーケティング・サイエンスの分野では，消費者間

の異質性が古くから重要な研究課題であり，多くの研
究が行われてきた．他方交通分野でも，特に近年，異
質性を考慮可能な緻密な個人レベルの離散選択モデル
を用いて，自動運転や MaaS (Mobility as a Service) の
ような不確実性が大きくシステム構成も複雑な新モビ
リティサービスの価値評価，より精緻化された交通プ
ライシング問題への適用，ビッグデータマーケティン
グの枠組でのレコメンダーシステムへの適用等といっ
た，新たな展開も見られるようになってきた．著者ら
は，効用理論という明確な理論基盤を背景に持つ離散
選択モデルは，いわゆる “解釈可能なAI” (XAI)27)の一
つとしてさらなる可能性を有していると期待している．

(3) 摂動性
一方，摂動 (Perturbation) 及び摂動性という概念は，

離散選択モデルの枠組で明示的に扱われることは従来
見られなかった．元来，力学における摂動は，「主要な
力の寄与（主要項）による運動が，他の副次的な力の寄
与（摂動項）によって乱される現象」(Wikipedia)と定
義されている．既に方程式が解けている系の運動や状
態に対し，“比較的弱い相互作用”が入ったときにどの
くらい変化するのかを調べるのが摂動論である4．
この概念を行動モデルの枠組で捉え直すと，「現実の

人々の意思決定が，標準的な意思決定理論5（主要項）
から，単純ながらもある首尾一貫した副次的・変則的
(Anomaly)な要因6（摂動項）の影響を受けて乖離し，あ
る確率的な選択行動として発現するような状況」と考え
ることができるであろう．そのような摂動性の概念を意
思決定理論として体系化したものが摂動効用 (Perturbed
Utility)である29),30)．
摂動効用という統一理論化がなされたのは最近のこ

とであるが，実は離散選択モデルではこの概念はこれま
でも暗黙に用いられてきた．具体的には，消費する財
のバラエティが大きいことで効用が増大する状況を表
した代表的消費者のある効用最大化問題の最適解（需要
関数）がMNLモデルに同型となることが従来より知ら
れている31)–33)が，これは摂動効用項としてシャノン・
エントロピー型関数を用いた特殊ケースであると解釈
できる．摂動効用は，そうしたバラエティ選好の考慮

4 摂動論の入門的和書として Strogatz 28) がある．
5 期待効用理論など．
6 財バラエティ選好，限定合理性，何らかの戦略的意図性など．

を一つの特殊ケースとして包含し，それ以外の様々な
意思決定特性を記述することが可能であり，MNLを含
めた様々なクラスの離散選択モデルを首尾一貫した体
系として導出することができる．
さらに摂動効用は，数理最適化における双対理論の

枠組を援用することで，「確定効用プラス確率効用」と
いうMNL等が準拠してきた（加法型）ランダム効用モ
デル (Additive Random Utility Model: ARUM)34)との関
連付けも明確にすることができる．双対理論の利用は，
大規模な問題や動的離散選択の問題への拡張，モデル
パラメータ推定方法の効率化，モデル識別問題の克服
等という利点をもたらしている．このため，摂動効用
の概念をランダム効用の概念と一体的に整理すること
に一定程度の意義があると筆者らは考えている．

(4) 論文の構成
2.では，MXLモデルを理論の下敷きとして，個人の
選好の異質性を離散選択モデルの枠組で具体的に記述
し，データに基づいて推計するための近年の方法論開
発についてレビューを行う．3.では，Perturbed Utility
の概念を概説した上で，様々な意思決定の場面への応
用可能性を示すとともに，エントロピー概念，凸共役
性，関数の可逆性等を鍵とした需要推計方法論の展開
について包括的に整理する．最後に 4.ではレビューを
総括した上で，今後の行動モデル研究の展望について
論じる．

2. 異質性を考慮した離散選択モデルの展開

(1) Mixed Multinomial Logit Modelの概要
離散選択モデルにおける異質性に関して検討するに

当たり，MXLモデルの基本構造を理解しておくことが
まず必要である．
a) クロスセクションデータの場合
クロスセクションデータ（個人 n (n = 1, . . . ,N)に対
し，それぞれの個人が各々一回の離散選択の場面に直面
している状況）を考える．βn を直接観察することが不
可能な個人 nの選好パラメータベクトルとしよう．βn

は，個人間で独立かつ同一の確率密度関数 f (β | Ω)に従
うと仮定する．ここで Ωはこの確率密度関数を規定す
るハイパーパラメータベクトルである7．また，個人 n

が選択した選択肢を jn∗ で表す．さらに，Pn ( jn∗ | β)に
より，βがある値として与えられたもとで個人 nの実際
の選択行動が起こる確率（条件付き尤度）を表すもの
としよう．MXLモデルにおいて，PnはMNL型の形式

7 例えば f が正規分布の場合，Ω には平均と分散が相当する．
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(Logit Kernel)として次式で与えられる．

Pn
(
j∗n | βn

)
=

exp(βnxn, j∗n )∑Jn
j=1 exp(βnxn, j)

(1)

ここで Jn は個人 nが直面する選択肢の総数，xn, j は選
択肢 jに対する個人 nの観測属性ベクトル8である．
このとき，MXLモデルに基づく個人 nの実際の選択

行動が起こる確率（尤度）は，βに関する周辺化操作を
行うことにより，次式で与えられる9．

Pn
(
j∗n
)
=

∫
β

Pn
(
j∗n | β

)
f (β | Ω)dβ (2)

このとき，対数尤度関数は次式で表される．

LL(Ω) =
N∑

n=1

ln
(∫
β

Pn
(
j∗n | β

)
f (β | Ω)dβ

)
(3)

式 (2) の MXL モデルには積分計算が残るため，パラ
メータ推定においてはシミュレーション近似が通常用
いられる．シミュレートされた対数尤度関数は次式で
表される．

SLL(Ω) =
N∑

n=1

ln

 1
R

R∑
r=1

Pn
(
j∗n | βr,n

) (4)

ここで βr,nは，個人 nにおける f (β | Ω)からの合計 R個
のサンプリングパラメータのうち r番目の標本を指す．
通常，合計 N 人の個人に対して異なるサンプリング10

が行われるため，この対数尤度の計算には全部で NR個
のサンプリングパラメータ標本が必要となる．
b) 繰り返し選択データの場合
複数時点で観測されたパネルデータや，選好意識 (SP)

調査から得られるデータは，同一個人による繰り返しの
選択データを含んでいる．こうした場合，同一の個人
であれば，選択の場面が異なってもその選好は変わら
ず同一であると仮定することは自然と考えられる．個
人 nが Tn 回の選択の場面に直面し，場面 tで選択した
選択肢を j∗n,t (t = 1, . . . , Tn)とする．選択の系列 { j∗n,t}Tn

t=1

が観測される同時確率は次式で表される．

Pn

(
{ j∗n,t}Tn

t=1

)
=

∫
β

 Tn∏
t=1

Pn,t

(
j∗n,t | β

) f (β | Ω)dβ (5)

対応する対数尤度関数は次のようになる．

LL(Ω) =
N∑

n=1

ln

∫
β

 Tn∏
t=1

Pn,t

(
j∗n,t | β

) f (β | Ω)dβ

 (6)

シミュレートされた対数尤度関数は次式で表される．

SLL(Ω) =
N∑

n=1

ln

 1
R

R∑
r=1

 Tn∏
t=1

Pn,t

(
j∗n,t | βr,n

)
 (7)

8 選択肢固有変数，選択肢共通変数，社会経済属性変数などをまと
めて表記する．

9 MXL の “Mixed” とは，(1) の Logit Kernel を導出するために仮
定しているランダム効用項がガンベル分布に従い，選好パラメー
タが分布 f (β | Ω) に従うことで，総効用がそれらの混合分布に
従う状況を表していることに由来する．

10 サンプリングの方法も近年進展しているが本論文では触れない．

式 (7)より，与えられたパラメータ標本 βr,nに対して選
択確率の系列積∏Tn

t=1

(
Pn,t

(
j∗n,t | βr,n

))
がまず計算される

ことがわかる．そしてその上で系列積の標本平均を求
め，最後にその対数が取られている．これらの計算に伴
い，個人 nの全体尤度への寄与において RTn回のMXL
計算が必要となる．
c) 個人内異質性の考慮
以上の a)，b)は，選好パラメータの個人間異質性の
みを考慮するものであった．ここではさらに個人内異
質性を導入する11．そのために，選好パラメータが選択
場面 tによっても異なると考え，βn,t と表そう．その上
で，βn,t を個人に固有の要素である αn と，個人及び選
択場面に固有の要素である γn,t に分解する．すなわち，

βn,t = αn + γn,t, ∀n, t (8)

である．αn は個人間で異なるが選択場面による影響は
受けないため，個人間異質性を捉えている．それに対
し，γn,t は個人間のみならず選択場面によっても異なる
ため，個人内異質性を捉えている．
αnが従う確率密度関数を g(α | Ω)，γn,t が従う確率密
度関数を h(γ | Ω)とし，αn，γn,t の確率密度関数のハイ
パーパラメータを Ωとして再定義すると，対数尤度関
数は次のように表される．
LL(Ω) =

N∑
n=1

ln

∫
α

 Tn∏
t=1

(∫
γ

Pn,t

(
j∗n,t | α, γ

)
h(γ | Ω)dγ

) g(α | Ω)dα


(9)

個人間異質性について R回，個人内異質性について K

回のパラメータ標本のサンプリングを行うとすると，シ
ミュレートされた対数尤度関数は次式のようになる．

SLL(Ω) =
N∑

n=1

ln

 1
R

R∑
r=1

 Tn∏
t=1

1
K

K∑
k=1

(
Pn,t

(
j∗n,t | αr,n, γk,t,n

))
 (10)

式 (10)のシミュレーションでは，個人 nに対し全部で
KTn 個の γがサンプリングされた上で αに対して全部
で R個のサンプリングがなされる．その結果，個人 n

に対するサンプリング数は式 (7)では計 RTn であった
のに対し，式 (10)では計 RKTn のサンプリングが必要
となり，計算量が飛躍的に増加することが示唆される．

(2) 異質性のパラメトリックな表現方法
対象母集団における選好パラメータ βの異質性を具
体的に表すためには，その確率密度関数 f (·)（あるい
は，g(·)及び h(·)）を特定化する必要がある．MXLモ
デルの代表的教科書である Train20)では，正規分布，対

11 その考慮のためには，用いるデータセットは繰り返し選択デー
タであることがモデルの識別 (Identification)上で必須である．
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数正規分布，切断正規分布，三角分布といった計算プ
ログラム上の実装が比較的容易な確率密度関数を用い
た事例の紹介が中心であり，我が国におけるMXLモデ
ルの適用事例の多くも，そのようなスタンダードな確
率密度関数の活用にとどまっていた．
しかし，分布形状に関する制約が比較的強いそれら

の統計分布を用いて母集団の選好異質性を表そうとす
ることには限界が大きい．例えば，旅行時間短縮価値
は一般に非負の値を取ると期待されるが，交通行動モ
デルの旅行時間変数のパラメータに正規分布を仮定す
ると，その特性上，正負両方の値を必ず取り得てしま
う12．一方，対数正規分布を採用することで符号条件は
必ず満足されるようになるが，分布の裾が非常に厚く
なるという新たな課題が生じる．
a) 柔軟なパラメトリック分布
これに対し，上述のようなスタンダードな分布に従う

確率変数を変数変換して得られる特殊なパラメトリッ
ク分布を用いることで，分布形状に関する制約を緩和
できることが知られている．柔軟性が高くかつ操作性
に優れた分布の代表例は以下の二つである．
Johnson SB分布35) この確率分布は四つのパラメータ
を持ち，分布の左右非対称性を表現できることや，確
率変数の上限値と下限値を有界に定めることができる
などの点において，正規分布や対数正規分布に比べて
柔軟かつデータオリエンテッドに分布形状を設定する
ことができる13．確率密度関数は次の通りである．

β ∼ SB(b, σ, δ0, δ1) ≡ δ0 + (δ1 − δ0)
exp(b + σω)

1 + exp(b + σω)
(11)

ここで，ωは標準正規分布 N(0, 1)に従う確率変数，b

は確率分布のロケーションパラメータ，σは標準偏差
パラメータ，δ0 はパラメータの下限値，δ1 はパラメー
タの上限値を表す．

Johnson SB分布を用いて，Hess et al.36)は旅行時間短
縮価値の母集団分布を推計し，他の標準的分布よりも
適合度が高いことを確認している．Train and Sonnier37)

は，環境質の変化に対する支払意思額の母集団分布を推
計している．城間ら38)は，バイアスを極力小さくして
信頼性の高い時間価値分布の推計結果を得るため，複
数のデータソースを活用し，状態依存性等を明示的に
組み込んだ上で，さらに異質性として Johnson SB 分布
を用いた個人レベルの離散選択モデルを構築している．
しかし，Johnson SB 分布を用いたパラメータの数値計
算では，上限・下限値 δ0，δ1 については予め分析者が
値を与えなければ，推定結果が安定しないという課題
が残されている37)．

12 他にも，分布が完全に左右対称になるという制約も課される．
13 パラメータの組合せ次第で複峰の分布を表すことも可能である．

対数一様分布 確率変数 uが範囲 [aL, aU]の一様分布
に従うとき，その対数変換値 β = log(u)が従う分布は対
数一様分布と呼ばれる．この分布は対数正規分布に比
べて分布の裾が短くなり，極端に外れた選好パラメー
タが生じる可能性が小さくなっている．対数一様分布
は Fosgerau23)において初めて時間価値分布の推計に用
いられた．また，Hess et al.26)では，状態依存性などそ
の他の要因も盛り込んだより一般的なモデルフレーム
ワークが構築され，イギリスにおける時間価値分布の
推計の実務でも活用されている．

b) 混合正規分布に基づくMXLモデル

互いに独立な複数の正規分布に従う確率変数の線形和
（混合正規分布: Discrete-Mixture-Normal）により，任意
の確率分布を高い精度で推計できることは古くから知ら
れている39)．この混合正規分布をパラメータの母集団分
布を表すために用いたMNL型の離散選択モデルは，確
率分布の混合を二重で行っていることからMixed-Mixed
MNL (M-MXL)モデルと呼ばれる40)．これは，Q個ある
正規分布のうち q番目のものを N(µq, σ

2
q)によって表し

(q = 1, . . . ,Q)，さらに，それぞれの正規分布がサンプリ
ングされる確率を πq (0 ≤ πq ≤ 1)によって表したとき，
パラメータ β の母集団分布を f (β) =

∑Q
q=1 πqN(µq, σ

2
q)

によって特定化するものである．

Fosgerau and Hess41) では，混合正規分布によるパラ
メータ異質性を表現する枠組を構築し，仮想データを用
いた性能検証を行っている．Keane and Wasi42)では，M-
MXLモデルを含めた様々な離散型混合分布によるパラ
メータの異質性表現の比較分析を行っている．Daziano
et al.43)では，SPデータに対して混合正規分布あるいは
混合対数正規分布による異質性表現を導入したM-MXL
モデル (NM-MXL，LNM-MXL)を推定し，自動運転普
及時の時間価値の母集団分布を推計している．

混合分布においては，要素となる個別の確率密度関
数のパラメータに加え，サンプリングされる確率 πqも
同時に推定する必要があるが，一般的にこうした混合
分布の推定は計算上不安定になりがちである．これに
対し，Train44)は，EM (Expectation-Maximization)アル
ゴリズムを用いて安定的に混合分布を求める MXLモ
デルの推定フレームを構築している．

c) Logit-Mixed Logitモデル

Train45)は，離散のパラメータ空間 (Finite Support)を
想定した上で，各パラメータ値の生起確率がMNL式に
よって与えられる Logit-Mixed Logit (L-MXL)モデルを
提案している．βの母集団分布が有限の台 S 上で定義
されると仮定すると，個人 nが選択肢 jを選ぶ確率は

4
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次式で与えられる．

Pn ( j) =
∑
r∈S

W (βr | α) · Qn, j (βr)

=
∑
r∈S

(
eα
′z(βr)∑

s∈S eα′z(βs)

)
·
 eβ

′
r xn, j∑

j′∈Jn
eβ′r xn, j′

 (12)

ここで，W (βr | α)は質点 (Mass Point) βr ∈ S の生起確
率，z (βr)は βr に関するベクトル値関数，αはそれに呼
応した未知パラメータベクトル，Qn, j は βr が与えられ
たもとでの選択肢 jの選択確率である
式 (12)の数理的構造は，従来からある潜在クラス選択
モデル46) やMass Pointモデル47),48) と同じである．但
し，台 S の要素数を十分に大きく設定し，z (βr)の関数
形14を適切に設定することであらゆる混合分布を必要
とする精度で近似することができる．パラメータ推定
においては，質点 βr を生成する台 S の部分集合 S n を
サンプリングし，それによってシミュレートされた対
数尤度関数を構築している．また，NM-MXLに対する
L-MXLの優位性として，対数尤度最大化において必要
とされる対数尤度関数の勾配ベクトルを解析的に導出
可能で，計算の高速化が可能となることが挙げられる．
Bansal et al.49)は，説明変数ベクトルをそのパラメータ
が Logit-Mixture分布に従うものとそうでないもの（固
定パラメータ）とに分離した上で L-MXLモデルを構成
する方法を開発している．

(3) ノンパラメトリックアプローチ
大量のデータの利用を前提にデータドリブンに選好
パラメータの母集団分布を推計するのが，関数を事前
に仮定しないノンパラメトリックアプローチである15．
異質性を表現するという観点からの本アプローチは，
基底関数を推定するという有限次元の問題に変換して
から問題を取り扱うセミ・ノンパラメトリックなアプ
ローチと，インプットとアウトプットの局所的な関係
を推計することを主眼としたノンパラメトリックアプ
ローチとに大別される．前者の代表例が Sieve推定，後
者の代表例が Kernel推定である．

14 Train 45) はスプライン，階段，多項式等の関数を挙げている．
15 Chen 50) は計量経済モデル全般について次のように分類している．
(a) Parametric：全パラメータが有限次元空間で定義される場合
(b) Nonparametric：全パラメータが無限次元空間で定義される場合
(c) Semiparametric：一部パラメータが Parametric，その他パラメー
タが Nonparametric の場合

また，ARUM の枠組で以下のような整理 51) もなされている．
(d) Nonparametric：確定項の関数も確率項の分布関数も共に Non-

parametric な場合
(e) Semiparametric I：確定項は Parametricだが確率項の分布関数は

Nonparametric な場合
(f) Semiparametric II：確定項は Nonparametric だが確率項の分布
関数は Parametric な場合

(d)∼(f)の各カテゴリーに相当する離散選択モデル 52) も開発されてい
るが，確定項の Nonparametic 化は刺激量に対する反応量の非線形関
係を意味しており，個人間や個人内の異質性を直接的に扱っている
わけではないため，本論文のレビューでは対象外とする．

a) Sieve推定
Legendre多項式アプローチ Sieve推定は，「充分滑ら
かな関数は基底関数の線形和により予め定めた任意の
精度で近似可能である」いう考え方に基づくものであ
る．これにより，ノンパラメトリックの関数を求める
という無限次元空間上のパラメータ推定問題が，線形
関数の係数を推定するという有限次元の問題に置き換
えられる．基底関数としては，べき関数，階段関数，ス
プライン等が用いられる．
但し，一般的な関数とは異なり，確率密度関数（又は

分布関数）を Sieve推定するためは留意すべき事項があ
る．確率密度関数は確率変数の全定義域で積分をとる
と 1に等しくならなければならないという制約（全確
率は 1）が必須である．先述のNM-MXLや L-MXLは，
そうした制約を暗に与えた Sieve推定によりパラメータ
を求めていると解釈することも可能である．
そうした制約を満たし，基底関数として Legendre多
項式を用いて異質性パラメータの母集団分布をセミ・ノ
ンパラメトリックに推計した研究に Fosgerau and Bier-
laire53)がある．この研究では，適切に変換された Leg-
endre多項式 Lk(x)（付録 a)参照）を用いて，対象とす
る異質性パラメータ分布の近似を高い精度で行ってい
る．N 次の修正 Legendre多項式を次式で与える．

qN(x) = 1 +
N∑

k=1

δkLk(x) (13)

ここで δk は未知パラメータである．その上で，想定し
ている分布 Fから真の分布Gへ変換する関数G = Q(F)
(Q : [0, 1]→ [0, 1])の一階偏微分を次式で近似している．

q(x) ≈ 1
K

q2
N(x) (14)

ここで Kは規格化定数で陽に求められ，K = 1+
∑N

k=1 δk

となる．分析者が想定する βに関する分布 F と真の分
布Gの関係を明示的に導入した上で，選択確率の近似
式が以下の通り求められる．

Pn ( j | Ω) ≈ 1
K

∫ +∞

−∞
Pn ( j | β, ) q2

N(F(β)) f (β)dβ

=
1
K

∫ 1

0
Pn

(
j | F−1(z),Ω

)
q2

N(z)dz (15)

分析者は，Legendre多項式の次数 N を要求される精度
に応じて定め，その上で尤度比検定を通じて想定する
βに関する分布 F と真の分布Gとがどれぐらい類似し
ているのか検定することができる．
冪級数展開アプローチ 上述した Fosgerau and Bier-
laire53) の方法は，「使用しているパラメトリック分布
f が真の分布 g にどれぐらい近いのか」を Sieve 推定
によって検定するものである．したがって，分布形そ
のものを推計する手法ではない．これに対し Fosgerau
and Mabit54)は，異質性パラメータが従う確率密度関数
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について，その関数そのものを推定するのではなく，生
成される乱数を基底となる確率分布（一様分布や標準
正規分布など）の冪級数により近似する方法を提案し
ている．すなわち，r番目のサンプリング βr を次式に
よって与える．

βr = f (ur | α) =
K∑

k=1

αkuk
r (16)

ここで，uは基底確率変数，αは係数ベクトルである．
効用関数の確定項が βxで与えられているなら，r番

目のシミュレート結果は ∑K
k=1 αk(xuk

r )のように係数パ
ラメータに関して線形となるため，計算効率性が高い．
さらに，冪級数の次数 K を適切に設定することで，分
布の任意のモーメントを係数パラメータ値から求める
ことができることも知られている55)．
b) Kernel推定

Kernel推定は，統計データのヒストグラム作成の考
え方を一般化してその恣意性を極力排除すると共に，定
量分析における操作性を高めようとしたものである．

Kernel推定では，インプットとアウトプットの間の
関係については観測データに基づく局所性（例えば，イ
ンプットの局所区間内ではアウトプットは定数あるい
は線形等の単純な関数関係を持つ）を仮定しつつ，局所
どうしが滑らかに接合するよう各観測データの貢献度
を滑らかに変更させていくために，与えられたバンド
幅 hのもとで Kh(u) = Kh(−u)かつ

∫
Kh(u)du = 1を満た

す Kernel関数 Kh(·)を用い，密度推定や回帰を行う16．
離散選択モデルの枠組における Kernel推定の適用事

例は，後述する旅行時間短縮価値（時間価値）の母集団
分布の推計等に限られている．但しそれを考えるに当
たり，異質性を想定する分布を “選好” (Preference)に求
めるのか，それとも “支払意思額” (WTP)に求めるのか
による違いを理解しておくことが必要である．
Preference Space vs. WTP Space 離散選択モデルの
枠組では，時間価値は費用（所得）の限界効用に対する
旅行時間の限界効用の比率として定義されてきた．標
準的な時間価値推計では，交通手段選択や経路選択等
の ARUM型の離散選択モデル，例えば，

Un jt = −αn pn jt + θ
′
nxn jt + ϵn jt (17)

を特定化し，選択データより求めたパラメータの比率
θ̂n/α̂nによって時間価値を求めることが標準的であった
（αn：交通費用等の価格指数 pn jt に対応する係数（限界
効用），θn：旅行時間等も含めた選択肢属性 xn jt に対応
する係数（限界効用）ベクトル，ϵn jt：ガンベル分布に従
うランダム項であり，分散が個人毎に異なる状況すな

16 計量経済学への適用に関しては Li and Racine 56) に詳しい．ま
た，バンド幅 h の設定には，通常クロスバリデーション法等が
用いられる．行動モデルと連携した旅行時間分布推計への同手
法の拡張的な適用例として Fosgerau and Fukuda 57) がある．

わち Var
(
ϵn jt

)
= µ2

n

(
π2/6

)
を想定）．これが “Preference

Space”で定義された効用関数である58)．
効用の序数性より，正数であるスケールパラメータ µn

で式 (17)の両辺を除しても選好は変化しないことから，
Un jt = − (αn/µn) pn jt + (θn/µn)′ xn jt + εn jt (18)

を同じ行動を記述するランダム効用モデルとして用い
ることもできる．但し式 (17)と異なり式 (18)では，ガ
ンベル分布に従う誤差項 εn jt の分散が全ての個人 nで
同一

(
= π2/6

)
となっている点が異なる．これはさらに

λn = (αn/µn)，cn = (θn/µn)，wn = cn/λnと書き改めこと
で，次のように表すことができる．
Un jt = −λn pn jt + c′nxn jt + εn jt = −λn pn jt + (λnwn)′xn jt + εn jt

(19)
式 (19)の形式が，“WTP Space”で定義された効用関数
と称される58)．選択肢の各属性に対する支払意思額wn

を直接的に表した行動モデルである．
さて，同じ行動データを (17)の特定化に基づいて推

定するのか，式 (19)の特定化に基づいて推定するのか
の違いは，行動モデルにMNLを仮定する限りは何の違
いももたらさない．しかし，MXLをはじめとする個人
間異質性を考慮可能なモデルを適用する際には，両者
は有意な違いをもたらす．具体的には，(1)それぞれ個
別の分布に従うランダムな係数どうしの比によって与
えられる指標（時間価値など）の分布のモーメント（の
一部）が非有界になる問題 (Preference Space)59)，(2) µn

が共通に係数の分母として含まれることに伴う係数間
の相関の可能性 (WTP Space)58),60) といったようなそれ
ぞれの特徴があるが，時間価値をはじめとする（限界）
支払意思額の母集団分布を推計するような問題17におい
ては，特に (1)の問題点に配慮し，WTP Spaceでのパラ
メータ推定が行われるようになりつつある．
Local Logit Fosgerau23),62)は，Kernel推定に基づくLo-
cal Logit モデルを構築し，上述の Preference Space や
WTP Spaceにおける時間価値分布の母集団推計を詳細
に分析した先駆的研究である．これらの研究では，旅
行時間と費用の二属性のみで規定される Unlabelled代
替案の SP選択実験（早く高い交通手段 0と安く遅い交
通手段 1の間の二項選択）という状況を想定している．
それぞれの旅行時間と費用を (t0, c0)，(t1, c1)で表し，回
答者が交通手段 1を選択したとき 1（交通手段 0を選択
したとき 0）を取る二値変数を yで表す（設定条件より
∆t ≡ c1 − c0 < 0 < ∆t ≡ t1 − t0）．

Fosgerau23) では，個人の旅行時間と費用それぞれの
限界効用 αt，αc（及び対応する時間価値w ≡ αt/αc）を仮
定した上で，WTP Space上で個人のノンパラメトリッ

17 Ojeda-Cabral et al. 61) は，時間価値推計で両推定方法がもたらす
結果の相違を複数の実データを用いて実証比較分析している．
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ク時間価値 wの分布関数 Fw に対して次の二項選択型
確率モデル (Local Logit)：

P(y = 1) = P
(
w < −∆c

∆t
≡ v

)
= Fw (v) (20)

を定め，Nadaraya-Watson推定量（付録 b)参照）に基
づいて Fw を Kernel推定する方法を提案している18．

Local Logitは，時間価値の非負性（w > 0）を仮定す
ると，時間価値における個人属性変数 xが与える影響
（すなわち観測異質性）をセミパラメトリックに考慮す
ることができる19．なお，ノンパラメトリックな時間価
値分布が同定できたとしても，それだけでは実務上の操
作性は高くない．そのため，Local Logitの推定結果を
もとに，それによりフィットしたパラメトリックな統
計分布を探す作業が必要となるが，そのためのノンパ
ラメトリックな統計的検定手法65) も開発されている．

(4) 新たな分析事例
本節では，2. (3)までに概説した異質性を考慮したモ

デルを用いた分析事例について整理する．
a) 自動運転への選好
近年，自動運転技術の進展に伴い，自動運転車を活

用したオンデマンド型の交通サービスやライドシェア
等数々の新モビリティが提案されている．交通行動分
析の分野においては，現存しない新規の交通サービス
に対する需要分析の手法として，SP調査を行い，仮想
状況下における個々人の選好意思を離散選択モデルを
用いて分析・把握することが古くから行われてきた66)．
近年では，自動運転サービスに関しても，同様のアプ
ローチによりその社会的受容性や支払意思額，交通時間
節約価値の把握等に関する研究が数多く行われている．

Krueger et al.67)では，オンデマンド型の自動運転サー
ビスとライドシェア型の自動運転サービスの利用意向
について SP調査を行い，MXLモデルを活用したモデル
分析により，回答者個人間の異質性を考慮したうえで，
年齢等の個人属性による差異や回答者の現状の主な交
通手段と利用意向の関係性について明らかにしている．
また，Abe et al.68)では，SPデータに対して，個人間の異
質性を考慮した Ordered Logitモデルを適用し，無人運
行する自動運転サービス利用への受容性について明らか
にしている．自動運転サービスに対する支払意思額や
交通時間節約価値に関する研究としては，Steck et al.69)，
Kolarova et al.70)，Krueger et al.71)，Zhong et al.72)があ

18一方，Preference Spaceを仮定した Local Logitモデルは，ARUMの
ランダム項 ϵ の分布関数 Fϵ を仮定し，P(y = 1) = 1−Fϵ (−αc∆c−
αt∆t)によって与えられる．Fosgerau 62) は，Preference Spaceと
WTP Space それぞれで Local Logit を推定し，時間価値分布の
特徴を網羅的に明らかにしている．

19 Klein and Spady 63) は xの影響が局所的に定数であることを，ま
た Fan et al. 64) は局所的な関係が線形であることをそれぞれ仮定
したセミパラメトリック回帰方法を構築している．なお，yが離
散変数である場合でも回帰分析によるモデル推定が可能である．

り，従来の自動車利用時との交通時間節約価値との差異
の存在等が報告されている．また，Krueger et al.73) で
は，ランダム項に混合正規分布等のより柔軟な確率分
布を仮定して自動運転サービスへの支払意思額の推計
を行い，複数のケースで推計結果を比較するなど，推
計精度の向上の面においても研究が進められている．
b) Mobility as a Service (MaaS)への選好
自動運転技術を活用した新モビリティサービスの導
入に加えて，各交通サービスの検索や予約，決済を統合
するといった MaaS型の交通サービス導入の意向把握
においても，異質性を考慮した離散選択モデルを活用
した分析が行われている．Guidon et al.74)では，仮想的
なMaaSサービスの利用意向に関する SP調査に対して
個人間の異質性を考慮したMXLモデルを適用し，サー
ビスへの支払意思額を推計することで，Maasサービス
として統合すべき交通手段について示唆を与えている．
また，Ho et al.75) や Ho et al.76) においても，同様の手
法により，サービスを利用する際重視する項目（移動
手段や料金設定方法等）や個人属性による差異を把握
することで，MaaSサービスの利用条件や導入における
課題を明らかにしている．
c) E-Commerce配送オプションへの選好

Oyama et al.77)は，E-Commerce (EC)利用者の配送オ
プション選択行動に関する SPデータを用いてMXLモ
デルを構築し，多様なオプションメニューを構成する
各属性に対する利用者の支払い意思額の母集団分布を
推計している．SP調査では「配送費用」，「配送までの
日数」，「配送時間帯幅」等を属性とする配送オプショ
ンの選択実験を行い，類似選択肢同士の相関や，観測・
非観測異質性を同時に考慮した MXLモデルを構築し
ている．特に非観測異質性に関しては，式 (16)に基づ
くデータオリエンテッドな分布推計を行い，図–1に示
すように，EC利用者の選好に大きなバラエティがある
ことを実証的に明らかにしている．

(5) 推定方法の進展
MXL モデルの推定においては，尤度計算の際にシ

ミュレーション積分を行う必要があり，その分通常の
MNLよりも計算負荷が大きいことが知られている．ま
た，個人間・個人内の異質性を考慮することでモデルが
複雑化すると，さらに計算負荷は増大する．MXLモデ
ルのこのような推定上の課題に対して，Becker et al.78)

では，階層ベイズ推定法によるパラメータ推定手法を
提案している．同様に，Krueger et al.79) では，ベイズ
深層学習等で近年用いられる変分ベイズの考え方を援
用したより計算負荷の小さい推定方法を提案するなど，
個人間・個人内の異質性を考慮したより複雑なモデル
においても計算負荷が小さく対応可能な推定方法が開
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図–1 EC利用者の配達日数短縮に対する限界的支払意思額の
母集団分布推定結果（出典：Oyama et al. 77)）

発されている．さらに，Bansal et al.80) は，EMアルゴ
リズムを特殊ケースとして包含し深層学習等での適用
例が豊富なMinorization-Maximizationアルゴリズムに
よる L-MXL及びNM-MXLモデルの高速推定アルゴリ
ズムを提案している．

3. 摂動効用の概念とその展開

(1) 開発の経緯
摂動効用モデル (Perturbed Utility Model: PUM) は，

確率現象として発現する個人の離散選択行動を，多様な
観点から比較的単純な数理モデルとして記述することを
企図した意思決定モデルと捉えることができる．PUM
の基本形は以下の通りに表すことができる．

p(v) = arg max
q∈∆

{
q′v − F(q)

}
(21)

ここで，pは選択肢の数 Jの次元上で定義されたシンプレ
ックス集合∆内のベクトル (Choice Probability Vector)，
v は各選択肢の効用インデックスベクトルである．ま
た，関数 F は確率配分 qによってのみ規定される凸関
数で，摂動関数 (Perturbation Function)29) 又は，ランダ
ム化選好 (Preference for Randomization)30) と呼ばれる．
先述の通り，PUMと同等な数理構造を持つ意思決定モ
デルや交通行動モデルは古くから提示されていたが20，

20 宮城の一連の先駆的研究 31),32),81) では，数理最適化の共役性理
論から導かれた「選択の基本公式」に基づき，MNLが Shannon
Entropy Modelを定義する際の数理最適化問題と同型の問題から
導出できることを示し，標準的消費者行動理論と整合する為の理
論的基礎を与えている．なお，同様の導出が並行して Anderson
et al. 33) でも示されており，消費する財の「バラエティ」に対す
る選好を Entropy 関数によって表現した直接効用関数の最大化

PUMという統一的な枠組で様々なタイプの不確実性下
の意思決定モデルがより一般的に表現可能であること
が整理されたのは近年のことである29),30),85)．これによ
り ARUM34)を含む幅広いクラスの多様な離散選択モデ
ルを統一的な枠組で記述することが可能となっている．
例えば，宮城・小川31) や Anderson et al.33) のエントロ
ピー型効用関数と同様に，PMUは異質な集団における
代表的消費者の連続選択行動を表すと解釈できるだけ
でなく，何らかの限定合理的側面を持つ個人の確率的
選択行動を直接記述するモデルとしての解釈も可能で
ある30)．

(2) 様々な摂動効用モデル
a) 代表的消費者のMNLモデル
摂動効用をシャノン・エントロピー86) すなわち，

F(q) = ηq′ ln q (22)

によって与えると，最適化問題 (21)の解はMNL式に
よって与えられる31),33)．

p∗j(v) =
exp(v j/η)∑J

j′=1 exp(v j′/η)
, ∀ j ∈ J (23)

ここで ηはバラエティ選好の寄与度合いを表す非負の
パラメータであり，ARUM-MNLの枠組ではランダム
項のスケールパラメータの逆数に相当する．
b) 代表的消費者の 2-Level NLモデル
摂動効用を下記のように定めることで，Nested Logit
型の解を導出することができる82),83)．

F(q)=
L∑
ℓ=1

ηℓ∑
j∈Jℓ

q j ln(q j)+(1−ηℓ)
∑

j∈Jℓ

q j

 ln

∑
j∈Jℓ

q j




(24)
ここで，選択肢集合 J は互いに排反な L個の部分集合
J1, J2, . . . , JL に分割することができ，各ネスト Jℓ には
重み ηℓ > 0が与えられているものとする．
このとき，個人の意思決定における摂動に起因して
発現する選択確率は次の NL式によって与えられる．

p∗j(v)=
eu j/ηl∑

b∈Jl
eub/ηl

·

(∑
b∈Jl

eub/ηl
)ηl∑L

ℓ=1

(∑
c∈Jℓ euc/ηℓ

)ηℓ , ∀ j ∈ J (25)

c) 加法型ランダム効用モデル (ARUM)

PUM はその特殊形として交通行動分析でも膨大な
研究蓄積がある ARUM34) を包含している．詳しくは
Nielsen et al.87) に示されているが，かなり一般的な条

問題の解が，Logit型の需要関数になると共に，間接効用関数が
Logsum 関数の形式になることが示されている．また，宮城 82)

及び Verboven 83) では，NLモデルを対象とした同様の数理分析
が行われ，対応する代表的消費者の効用最大化問題が定式化さ
れている．他方，ゲーム理論の学習モデルにおいても，特に確率
的仮想プレイ (Stochastic Fictitious Play) 84) の枠組の中で ARUM
と PUM の関連性が解析されている．
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件21 のもとで，ARUMの定義式：

p j(v) =
∫

1
 j = argmax

j′∈J

{
v j′ + ε j′

} g(ε)dε (26)

が式 (21)と等価であることが証明されている（ここで，
g(ε)はランダム効用ベクトルの多変量確率密度関数）．
d) バンドル選択モデル

Gentzkow89)は，複数の財の間の補完性 (Complemen-
tarity: ある財の需要が増える [減る]ともう一方の財の
需要も増える [減る]特性)を考慮可能な離散選択モデル
(Bundle Choice Model: BCM) 22を構築し，新聞メディ
ア（紙媒体，インターネット）の定期購読行動のモデル
化に適用している．

BCMも PUMの特殊な 1ケースであることを Allen
and Rehbeck30) に基づき示そう．消費者が 2種類の補
完財（財 1：紙媒体の新聞，財 2：ネット新聞）の組合
せの購買を選択する状況を考える．選択肢は “両方買わ
ない/財 1のみ買う/財 2のみ買う/両方買わない”の 4つ
であり，対応するランダム効用を以下で特定化する．

v0,0 = 0,

v1,0 = u1(x1) + ε1,0,

v0,1 = u2(x2) + ε0,1,

v1,1 = v1,0 + v0,1 + ε1,1.

ランダム項 ε1,1が財の補完性（ε1,1 > 0）や代替性（ε1,1 <

0）を規定する．
このとき，選択行動を 2次元ベクトル y = (y1, y2)で
表すと，対応する摂動効用関数は次式で表される．

2∑
k=1

ykuk (xk) +
(
y1ε1,0 + y2ε0,1 + y1y2ε1,1

)
(27)

e) マッチングモデル
補完性はマッチングの状況でも現れる．Fox et al.91)

は，一対一のマッチング状況における離散選択モデル
を開発しているが，このモデルも PUMの枠組で記述す
ることが可能である92)．
このマッチングモデルにおける従属変数は，（サプラ
イチェーン等における）「川下企業 jと川上企業 kがマッ
チングするか否か」であり，ỹ j,k ∈ {0, 1}の二値変数で表
す．Fox et al.91) は，譲渡可能効用23と幾つかの仮定の
もとで，マッチング均衡時の従属変数行列 ỹが次の摂
動効用型の式を最大化することを示した．

max
ỹ∈M

∑
j,k

ỹ j,ku j,k

(
x j,k

)
+

∑
j,k

ỹ j,kε j,k (28)

21 ARUM の期待最大効用 W(v) =
∫

max j∈J
(
v j + ε j

)
g(ε)dεの対数

変換として定義される関数 F∗(v) = eW(v) に対し，二次導関数
∇2F∗(v)が存在しかつそれが正定であるとき，凸共役の理論 88)

より式 (26) が式 (21) と等価であることが証明されている．
22 観光交通行動への BCM の適用例として福田・森地 90) がある．
23 各プレイヤーの効用が貨幣などのやり取りを通じてプレイヤー
間で譲渡できるとき，それを譲渡可能な効用という．

ここでMは起こりうるマッチングパターンを表す行列
の集合である．
f) 合理的不注意 (Rational Inattention: RI)モデル
人間の限定合理性として不完全情報の状況を考える．
人の情報処理能力には限界があり，情報処理に要する
コストの存在は不確実性下での意思決定にも影響する
と考える意思決定論の代表例が，Sims93)の合理的不注
意 (RI)仮説である．これは，情報の蓄積によって生じ
るエントロピーがあるが閾値を超えたときに経済主体
が情報獲得に動くという仮説であり，主にマクロ経済
学で進展してきた．人々が合理的に不注意になる状況
を説明する理論である．

Matějka and McKay94) は，相対エントロピーが相互
情報量を表しているという見地から，RIに基づく情報
獲得の影響を考慮した不確実性下でのMNL型離散選択
モデルを構築した．さらに Fosgerau et al.95)は，任意の
ARUMと RIモデルの数理的な等価性を証明した．例
えばMNL型の RIモデルは，変分問題として次のよう
に定式化される．

p∗(v)=max
q∈∆
{E(v · A) − λ × Information Cost (IC)}

=max
q∈∆

∑
v∈V

{
q(v)[v+λ ln q0]−λq(v) ln q(v)

}
µ(v)


(29)

ここで λは情報獲得コスト (IC)の相対的重要度を表す
非負のパラメータ，Aはランダムなアクションを表す
基底ベクトル，µ(v)は vの確率測度，p0 は各選択肢の
事前確率ベクトルを表す．
この最適化問題の解は次のように与えられる．

p∗j(v) =
p0

je
v j/λ∑J

j′=1 p0
j′e

v′j/λ
=

e(v j+log p0
j )/λ∑J

j′=1 e(v′j+log p0
j′ )/λ
, ∀ j ∈ J (30)

これは，MNLの各効用ベクトル v j, j = 1, . . . , Jがそれ
ぞれ ln p j

0 だけシフトした確定効用に基づくMNLモデ
ルと解釈することができる．

Matějka and McKay94) は，有名な「赤バス–青バス」
問題96) を例に RIモデルの簡単な数値例を示し，状態
が不確実な選択肢（赤バスと青バス）に関する情報獲
得コストが選択行動に及ぼす影響を考察している．
g) 故意なランダム選択 (Deliberate Randomization)

真の選好を引き出すような適切な制度設計（メカニ
ズムデザインなど）がなされていない状況では，人々
は敢えて自分の選択をランダムに決めたりする状況が
生じる．例えばNikhil and Paulo97)は，米国の学校選択
制においてそのような戦略的状況が起こりうることを
実証的に示している．このような状況では，人々では
真の選好だけで意思決定を行わず，故意に何らかのラ
ンダムな選択を行っている（すなわち，ランダム性そ
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のものへの何らかの選好も兼ね備えている）と解釈す
ることができる．

PUMの枠組においても，そうした “故意なランダム
ネスへの選好”を凸関数 F で定式化することでモデル
化することができる30)．
h) ゼロ確率の選択肢の考慮

MNL等をはじめとする ARUM型の離散選択モデル
では，通常，選択肢集合内のいずれの選択肢についても
選択確率が必ず 0より大きくなる．これに対し，PUM
では，一部の選択肢のみが正の選択確率を持つことを
表現することが可能となっている．
そのような一つの具体例として，摂動関数が qに関

する二次形式の場合には，選択確率が 0となる選択肢
も選択肢集合に含まれるようなモデルを記述すること
が可能である30),87)．

(3) 共役性概念に基づく統一的理解
PUMは数理最適化における凸共役（付録 c)参照）の

概念を用いることで，ARUM，選択確率，期待最大効
用などとの理論的関連付けを明確にすることができる．
MNLに関しては，この考え方自体は宮城・小川31) に
よってエントロピーモデルとロジットモデルの関連性
が示されていたが，近年 Fosgerau et al.98)による一般化
逆需要ロジット (Generalized Inverse Logit: GIL)によっ
て一般的なエントロピー尺度 (Generalized Entropy) の
もとでより広いクラスの離散選択モデルの導出と，シェ
ア型の需要関数の推計方法の構築がなされている．本
節では，まずMNLについての共役性を改めて整理した
上で，GILの枠組に共役性概念を適用することでより
統一的な理解を試みる．
a) ARUM-Logitと PUM-Shannon Entropy
いわゆる加法型ランダム効用モデル (ARUM)34) は，

確率効用のベクトル場が u j = v j + ϵ j,∀ j ∈ J として定
義されるものである．このときランダム項 ϵがどんな
確率分布であるかに関わらず，選択肢 jの選択確率は
p j(v) = Pr(v j + ϵ j = maxk{vk + ϵk | k ∈ J}),∀ j ∈ J に
よって与えることができる．また，消費者のお得感を
表す余剰関数 (Surplus Function) 24 は一般に期待最大効
用で表すことができ，G(v) = E

(
max j∈J u j

)
と表される

100)–102)．さらに，離散選択型需要関数における Royの
恒等式に相当する Williams-Daly-Zachary (WDZ) 定理
103),104)より，任意のARUMにおいて余剰関数の勾配ベ
クトルが選択確率ベクトルを与えることも知られてい
る．これらは，あらゆる ARUMに共通の性質である．
ここで，ARUMの確率項としてガンベル分布を仮定す

ると，選択確率式はMNLに，余剰関数はログサム式で表
24選択確率生成関数 (Choice Probability Generating Function: CPGF)
と呼ばれることもある 99)．

され，ログサム式の確定効用による偏微分がMNLを与え
ることもよく知られている．また，余剰関数からARUM
を構成するアプローチもよく知られ，McFadden101) の
いわゆるG関数から，GEV (Generalized Extreme Value)
モデルの系譜の諸モデル (NL, Cross Nested Logit, Paired
Combinatorial Logit, Ordered GEV等)が導出される．
一方，共役性理論より，MNLモデルの期待最大効用

（余剰関数）25G(v) = E
(
max j∈J u j

)
= ln

(∑
j∈J eδ j

)
の凸

共役関数は，シャノン・エントロピー（の−1倍）G•(q) =∑
j∈J q j ln q j として与えられる32),81)．また先述31) の通
り，シャノン・エントロピー型 PUを持つ代表的消費者
の効用最大化問題の最適解として得られるシェア型需
要関数はMNLになる26．さらに，シャノン・エントロ
ピー型 PUの一階偏微分は確定効用ベクトル（をある定
数ベクトル分だけシフトさせたベクトル）になること
も示されている．
以上のように，共役性概念を通して，ARUM-Logitと

PUM-Shannon Entropyが一貫した体系として構成され
ることが分かる（図–2）．
b) GILと PUM-Generalized Entropy

Fosgerau et al.105)及び Fosgerau et al.98)（以降 “FMD”
と略記）は，ARUMと PUMの間の双対関係に着目し，
図–2の関係を特殊ケースとして包含する Generalized
Inverse Logit (GIL) と Generalized Entropy (GE) の体系
を構築した（図–3）．これにより，GEを起点としてよ
り広義のクラスの離散選択モデルを導出できる可能性
を示すと共に，応用ミクロ経済学や実証産業組織論に
おいて近年展開が進む製品差別化された財市場におけ
るマーケットシェア推定問題に，より一般的かつ効率
的なパラメータ推定方法を提示している．またその一
部は交通行動分析の問題に対しても適用が可能である．

FMD98)に準拠しモデルを示す．製品差別化された財
市場の分析を念頭に，商品を購入していないという行
動を表す外部財 (outside goods)を記号 0で明示し，選
択肢集合J には j = 0, 1, . . . , Jの J + 1個の選択肢が含
まれると考える27．財 jの市場シェアを s jとしたとき，
GILは次のように書き表すことができる．

ln G j(s) = v j − c, j ∈ J (31)

ここで，Flexible Generator105)とも呼ばれる関数Gは，
G : (0,∞)J+1 → (0,∞)J+1 である多変量関数であり，(i)
Gが一次同次性であること，(ii) ln Gのヤコビ行列が正
定かつ対称であることが仮定されている．また，確定
効用ベクトル28 vにはその市場固有定数 c ∈ Rが加えら

25 McFadden 101) では，ln G(ev) = E
(
max j∈J u j

)
と定義されている

ことに留意されたい．
26 G(v)+G•(q)=q′v が常に成り立つことも示されている 31)．
27 パラメータ推定を検討しない場合には，外部財を除外したこれ
までの分析枠組のまま議論を進めても一般性は失われない．

28 実証産業組織論ではインデックスベクトルとも呼ばれる．但し
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図–2 ARUM-Logitと PUM-Shannon Entropyの構成

れていることにも留意されたい．例えばG j(s) = s j，す
なわち ln s j = v j − c, j ∈ J である場合には，需要関数
はMNLに等価になることが容易に確認できる．
標準的なARUMでは余剰関数に基づいて様々な確率

的選択モデル（需要モデル）が導出されてきたのに対
し，GILの枠組では余剰関数と凸共役関係にある関数
G に基づいて様々な離散選択型の需要モデルを構築す
ることが可能となる．また，G の引数が市場シェアで
あることから，ln Gは逆需要関数と見立てられる29．
関数 Gの重要な特性の一つはその可逆性である．こ

れまで製品差別化された市場財シェアの代表的な推計
モデル106) において，MNLと NLの場合に限り閉じた
逆需要関数が存在することが示されていたが，式 (31)
の Gは緩い条件下で Closed-Formの逆関数を持つこと
が示されている（Proposition 1 in FMD98)）．その逆関
数を H = G−1 で表そう．このとき一般化されたシェア
型需要関数 σ j(v)及び余剰関数CS がそれぞれ次式で与
えられる（Proposition 2 in FMD98)）．

s j = σ j(v) =
H j (ev)∑

k∈J Hk (ev)
, j ∈ J (32)

CS (v) = ln

∑
k∈J

Hk
(
ev) (33)

式 (32)はMNLを一般化したもの，式 (33)はログサム
変数を一般化したものであることが容易に確認できる．
また，シェアの総和が 1に等しいという性質から，式
(31)における定数 cは余剰関数に等しい（c = CS (v)）
ことも証明される．

GIL では，インデックスベクトルにおけるランダム係数（すな
わち非観測異質性）は仮定しない (no mixing assumption)．

29 これが Generalized “Inverse” Logit の由来となっている．

c) PUMによる代表的消費者モデルとしての定式化
GILモデルは，PUMの枠組の中で代表的消費者の効
用最大化問題としても定式化することができる．その
ために，財 jの価格を p j，合成財の消費量を z，所得 y

の限界効用を αで表そう．所得が財価格に比べて十分
に大きいとき，代表的消費者の直接効用関数を次式で
定式化する．

max
s,z

αz +
∑
j∈J

v js j −
∑
j∈J

s j ln G j(s)

 (34)

s.t.
∑
j∈J

p js j + z ≤ y and
∑
j∈J

s j = 1 (35)

これは，摂動効用関数 F を次式で定義される一般化エ
ントロピー関数：

F(s) = Ω(s) = s′ ln G(s) (36)

で与えた摂動効用関数の最大化問題と解釈することが
可能である．
また，式 (33)の一般化余剰関数と式 (34)の一般化エ

ントロピー関数が，MNLにおけログサム変数とシャノ
ン・エントロピー関数の関係のように，凸共役の関係
にあることも示されている（図–3）．
d) ARUMとの一致性
任意のARUMにおいて余剰関数が期待最大効用で表

されること，さらにその期待最大効用のインデックスベ
クトルによる偏微分が選択確率を与えること（WDZ定
理）をそのまま援用することにより，ARUMは GILで
あることが証明されている（Proposition 5 in FMD98)）．
一方，全てのGILがARUMとならない点にも留意され
たい．これは，ARUMが一般に代替財しか取り扱えな
いのに対し，一部の GILは補完財も取り扱うことがで
きるためである（Proposition 3 in FMD98)）．
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図–3 ARUMと PUM-Generalized Entropyの構成

(4) 需要関数のパラメータ推定
GILによる需要関数のモデル化は，実証的産業組織

論における製品差別化された財のシェア推定の代表的
手法であるBLP (Berry-Levinsohn-Pakes)アプローチ106)

30 に代わり，より効率的にパラメータを推定できるよ
うな計量経済モデルを提供しうる．
今，添字 t により製品市場を表すものとする（t =

1, . . . , T）．また各製品 j は D 種類の製品特性（d =

1, . . . ,D）によってセグメント分けすることができるも
のと考える．これはNLを特殊ケースとして包含するよ
うな選択肢の代替/補完パターンを考慮可能なグルーピ
ング構造である．このとき，式 (31)のGILの特殊ケース
として，Fosgerau et al.98)は，次の IPDL (Inverse Product
Differentiation Logit)モデルを提案している．

ln G j (st;θ) =

1− D∑
d=1

µd

 ln(s jt)+
D∑

d=1

µd ln

 ∑
k∈Gd( j)

skt

 (37)

ここで，θ ≡ (µ1, . . . , µD)は，∑D
d=1 µd < 1かつ µd ≥ 0, d =

1, . . . ,Dであるようなネストパラメータ，Gd( j)は財特
性 dに基づく製品 jの帰属するグループを表している．
但し，外部財に関しては，それ一つで一つのグループ
を構成するものと仮定する．すなわち，

ln G0 (st;θ) = ln (s0t) . (38)

IPDLはNested Logit型のBLPモデルをその特殊ケー
スとして包含する（製品のグルーピングGd( j)が階層構
造によってのみなされる場合に相当）需要モデルであ
る．しかしながら IPDLは，製品どうしの補完性や代替
性を柔軟に表すことが可能なモデル構造となっており，
その意味でNLよりも広義のモデルと言える．Fosgerau
et al.98)では，需要シエア stとネストパラメータ θの間

30 BLPアプローチの実務者向け解説として Nevo 107) がある．また，
和文の解説書として楠田 108) がある．

の大小関係により，IPGLにより財の間の代替・補完の
多様なパターンが表現可能であることを確認している．
実際のパラメータ推定は，BLPと同様に価格変数 p jt

及び相対マーケットシェア ln
(

s jt∑
k∈Gd ( j) skt

)
と観察不可能な

属性 ξ jt との間の内生性を考慮し，操作変数法が適用さ
れる．推定のための回帰式は以下のとおりである．

ln
(

s jt

s0t

)
= x jtβ − αp jt +

D∑
d=1

µd ln
(

s jt∑
k∈Gd( j) skt

)
+ ξ jt (39)

これが外部財以外の全ての製品 j = 1, . . . , J及び分析対
象となるマーケット t = 1, . . . , T に対して成り立つ．式
(39)からも明らかなように，これは，全ての未知パラ
メータに関して線形の回帰式となっている．すなわち
MXLを対象とした BLP106)とは異なり，パラメータ推
定では複雑な構造推定の計算を必要としていない．
さらに Nielsen et al.87) では，上述の例のように逆需
要関数が陽に求まるような構造の PUMを対象に，BLP
のような複雑な構造推定の数値計算を必要としない，繰
り返し重み再調整最小二乗法による計算効率性の高い
パラメータ推定手法を開発している．

(5) 交通行動分析への適用
以上概説したように，摂動効用に基づく離散選択モ
デルは，ランダム効用モデルを包含するより広いクラ
スのモデルであり，財の間の代替性や補完性の構造を
柔軟に考慮すると共に，バラエティ選好や意思決定の
様々な限定合理性の側面を統一的な枠組で記述可能な
理論体系である．まだ数は少ないが交通行動分析への
適用事例も見られており，それらを紹介する．
a) 経路選択モデルのパラメータ推定

Fosgerau et al.109)では，ネットワーク上の旅行者の移
動効用を式 (21)の摂動効用の形でモデル化した経路選
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択モデルを構築している．PUMの第一項は移動そのも
のに起因する不効用に基づいて特定化しており，走行
距離に比例して不効用が増大していく状況を線形関数
で表している．他方，第二項の摂動関数は次のような
凸関数により特定化している．

F(x) = L′ {(1 + x) ◦ ln (1 + x) − x} (40)

ここで xはリンクフローベクトル，Lは各リンク長の
ベクトル，1は全要素が 1のベクトル，演算 a ◦ bはベ
クトル aと bの要素毎の積から成るベクトルを表す．
このモデルは，(1)プローブ等の経路選択観測データ

を用いて最小二乗法による効率的な推定が可能，(2)確
率的な経路交通量配分が可能であるにも関わらず，一
部の経路におけるゼロ・フローも考慮可能，(3)リンク
フロー表現とパスフロー表現の等価性，(4)選択肢列挙
が不要といった好ましい性質を兼ね備えている．
b) First-Best混雑課金

Kaneko et al.110)では，リンクベースの経路選択交通行
動モデルとして適用事例が増えつつあるRecursive Logit
(RL)モデル111) を経路長の相違に伴うランダム項の異
分散性を考慮可能な形に拡張した上で，混雑した交通
ネットワーク上におけるマルコフ交通均衡 (Markovian
Traffic Equilibrium)112) の状況における最適混雑課金を
導出している．ネットワーク全体における旅行者全体
の総効用をリンクベースの PUMタイプの関数で示し，
その最大化問題の解が，リンクベースの経路選択モデ
ルにおける旅行時間の項に各リンク交通量の社会的限
界費用を加算して新たに構成したコスト関数のもとで
のマルコフ交通均衡状態に等価であることを示すとと
もに，動的計画法の価値観数をベースとした効率的な
均衡計算方法を提示している．
c) 旅行時間信頼性評価

Fosgerau and Jiang113) は，先述の合理的不注意 (RI)
モデルに基づき，旅行時間が確率的に変動する状況下
における旅行者の情報獲得戦略を明示的に考慮した出
発時刻選択モデルを構築し，従来型の期待効用最大化
タイプの行動モデル57),114),115)と比べて時間信頼性価値
がどのように変化しうるのかの理論分析を行っている．
(2) f)で示したMNL型の RIモデル94) に基づいた解析
より，旅行時間変動の限界費用は常に正となることや，
情報獲得の単位費用が増加するに伴って旅行者の利得
が低下することなどを明らかにしている．
また Jiang et al.116)では，道路容量が確率的に変動す

る状況下において旅行者の経路選択行動が RIモデルに
従うことを仮定した確率的利用者均衡配分モデルを構
築している．その結果，幾つかの特定の状況下におい
ては，より多くの情報を獲得することで社会的厚生が
低下する場合もあることを示唆している．

4. おわりに

以上概説してきたように，本論文では，特に異質性
と摂動性の観点から，近年の離散選択モデルの開発動
向を体系的に整理し，現在の State-of-Artを明らかにす
ることを試みた．無論，離散選択モデルひいてはそれ
を援用した交通行動分析，交通ネットワーク分析，空
間選択分析等の応用分野においては，異質性や摂動性
以外のさまざまな研究課題が残されている．本節では，
レビューの総括を行うとともに，筆者らが重要と考え
る今後の関連研究の展望について論じる．

(1) レビューの総括
a) 異質性に関して
個人間・個人内の異質性に関しては，MXLを基軸と
する様々なMixture型モデル，あるいは，よりデータオ
リエンテッドなセミ・ノンパラメトリック計量経済モデ
ルの活用により，交通時間節約価値をはじめとする交通
や環境に対する限界価値の母集団分布を非常にきめ細
かく推計することができることが確認された．特に，SP
調査を適切に設計することにより，標準的な Preference
Spaceでの推計ではなく，より直接的なWTP Spaceで
の価値推計が可能となっており，交通プロジェクト評
価の費用便益分析の実務でも，北欧諸国を中心にそう
した最新の推計手法に基づいて得られた原単位が利用
されている24),62)．
城間ら38)でも指摘したように，筆者らは，そうした

個人単位での緻密な分析がなされることの主な意義は
二つあると考えている．第一は，プロジェクト評価の
上で最終的に便益という形で一元化がなされるとして
も，“個人間の同質性を予め仮定して推計した単一の時
間価値”と “個人間の異質性を前提として推計した時間
価値分布から得られた（平均値等の）代表値”との間に
は，無視できない有意な乖離が存在し得るという，推
計精度上の理由である．第二は，貨幣価値原単位等の
個人間異質性を明示的に考慮することで，より差別化
された交通政策（混雑課金等）における主体間の公平
性や所得逆進性の検討，時間価値の差異を考慮したよ
り効率性の高い個別マーケティング的な交通政策の検
討など，より発展的な交通需要マネジメント政策の評
価へと展開することが期待されるからである．
その一方で，個人内異質性に関して見ると，その適

用事例自体が少なく，予測性能においても（計算コス
トの割に）その影響度が小さいという指摘も一部には
見られる．例えば，Krueger et al.117)では，個人内異質
性を考慮する場合としない場合で予測性能はさほど変
わらず，計算負荷が大幅に増加するコストの方が大き
いことを示唆している．また，Hess and Train118)では，
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個人間・個人内の異質性を考慮したモデルでは，信頼
性の高い推定値を得るためにはかなりのサンプル数が
必要であることが示唆されている．しかしながら，い
ずれの示唆も仮想データに基づく指摘である．一人十
色とも言うべき嗜好の多様性が広がる今日，同一個人
から長期で観測される実行動データの活用を念頭に置
いたオンライン型のレコメンダーシステム119),120) 等に
おける行動モデルの適用可能性は高いと期待され，実
証分析を積み重ねることが望まれる．
b) 摂動性に関して
レビューでも詳述したとおり，摂動効用モデル（PUM）

はその特殊ケースとして加法型ランダム効用モデル
（ARUM）を包含している．PUMの応用場面としては，
(1) 応用都市経済 (CUE) モデル等における代表的消費
者の選択特性のより柔軟な記述，(2)不確実性下での人
間の意思決定行動の直接的記述，(3)大規模な交通行動
モデリングにおけるパラメータ推定や均衡計算の効率
化などが考えられる．
まず (1)に関して，標準的なCUEモデル（例えばUeda

et al.121)）では，立地空間を離散選択肢とみなし，シャ
ノン・エントロピー型の PUMによって代表的世帯の立
地選択効用を特定化し MNL型の立地選択確率を導出
するという手順が採られている．但し MNLであるこ
とから，立地空間どうしの空間相関等は考慮されない．
先述の通り，GILの枠組はMNLやNLを包含したより
広義の離散選択モデルを導出できることから，空間選
択肢間の相互依存性を柔軟に考慮可能なモデルへの展
開などが期待される．
次に (2)に関して，PUMは RIをはじめとする人間行

動のさまざまな限定合理的な側面を直接的に記述する
ことができる．確かに ARUMも「確率的」な選択モデ
ルであるが，その背後にある大前提は（新古典派経済学
の意味での）意思決定主体の合理性である31．これに対
し，RIなどの限定合理的な行動モデルは，「消費者が全
ての情報を把握できるわけではないこと」や「意思決
定者 “自身”が確率的な選択行動を “取っている”こと」
を前提としたモデルである．特に摂動関数としてよく
用いられる（相対）エントロピー型の関数を用いると，
相互情報量という観点から，情報獲得の影響を考慮し
た不確実性下での離散選択モデルの理論的基礎を与え

31 ARUM型の離散選択モデルの代表的な和書教科書である交通工学
研究会 2) や土木学会 3) では，ARUMにおける誤差項の意味解釈
についての詳しい説明は見られない．一方，離散選択モデルによ
る交通需要分析の世界的教科書である Ben-Akiva and Lerman 1)

では，ARUM における誤差項がもたらすランダムネスの源泉
を，(1) Unobserved attributes, (2) Unobserved taste variations, (3)
Measurement errors and imperfect information, (4) Instrumental (or
proxy) variablesの四つであるとしている．そして，（意思決定者
当人にとってではなく）分析者にとってこれらの要因が未知で
あることから，意思決定者の行動が “分析者”側からは確率的な
選択行動に “見える”という解釈を行っている．

ることができると考えられる．これは，旅行時間信頼
性や交通情報提供など，不確実性を伴う交通行動分析
への適用が期待される．
最後に (3)に関して，IPDLモデルのように逆需要関
数が陽に求められ，推定を簡単な線形回帰に帰着させる
ことができるという特徴は，一部の摂動効用モデルが持
つ優れた性質であると考えられる．その場合，個人の
非集計的な選択行動ではなくマーケット全体のシェア
を直接推計することになるが，今日では様々な交通ビッ
グデータが何らかの集計された形で提供されることが
多く，そうした大量集計データに基づく交通需要関数の
推定において摂動効用モデル型のアプローチが有効活
用できる可能性が考えられる．また，Fosgerau et al.109)

の例で紹介したように，選択肢列挙を必要とせず，か
つ，RLモデル111) のような複雑な構造推定計算を必要
としない動的離散選択モデルのパラメータ推定手法の
進展は，実務における活用可能性も高いと考えられる．

(2) 今後の展望
最後に，異質性や摂動性の観点に限定せず，これか
らの行動モデルの展望や活用可能性についての筆者ら
の見解を俯瞰的に示して，本論文を結びたい．
a) 因果推論への活用
交通インフラ整備の事後評価における統計的因果推
論122) の適用事例が徐々に増えつつある．しかしなが
ら，その多くは，連続量のアウトカム変数を対象とし
た線形回帰ベースの因果推論が中心のように思われる．
これに対し，分布交通量や経路交通量のパターンの変
化のような “シェア”変数に着目した事後評価の事例は
少ない．MXLモデルはパネルデータに対しても個体固
有の効果をランダム効果として考慮できるため，より
エビデンスレベルの高い因果推論を行うことが可能で
ある（例えば城間・福田123)）．そのような研究事例の
さらなる蓄積が望まれる．
b) 機械学習分野との連携・融合
これまでの個人間・個人間異質性を考慮した離散選
択モデルは，主に選好指標の母集団分布を推計するた
めに用いられてきた．そうした個人レベルの離散選択
モデルがレコメンダーシステムに適している可能性に
ついては既に言及したが，交通需要マネジメントを対
象として同一個人の選好が動的に変わりうる状況を考
慮した協調フィルタリングタイプの行動モデル124)も開
発されつつある．機械学習分野で進む個人単位での交
通行動予測や個人とその個人が置かれた状況に依存し
た行動推奨システムとの連携・融合の機会が高まるこ
とが期待される．

14

第 64 回土木計画学研究発表会・講演集



c) 個人単位での詳細な政策評価
行動モデルのパラメータ推定結果から直接的に分か

ることは異質性の母集団分布（時間価値分布など）で
あり，さらにそこから個人単位での政策介入の経済便
益等を同定するためには，どのようなデータセットや
推定の条件が必要であるかのを理論的に明らかにする
必要がある．近年，個人単位での便益推計と便益の母
集団分布の識別可能条件に関する研究125),126) 等も行わ
れつつあり，さらなる展開が期待される．
d) 動的な行動モデルへの展開

Recursive Logitを特殊ケースとして包含する動的離
散選択モデル127)は，近年我が国でも交通行動分析の適
用事例128)–130)が増えているが，先述のとおり構造推定
の過程で複雑な価値関数の数値計算を含む場合が多い．
この課題を回避するために，条件付き選択確率から価
値関数を求めるための逆像を近似するアプローチ131)が
1990年代から提唱されているが，摂動効用モデルの分
析で用いた凸共役性の概念を援用することでこの計算
を効率化する方法132)も開発されており，応用分析の蓄
積が待たれる．
e) 不確実性下での選択行動の実証分析

PUMは意思決定者の選択が本源的に限定合理的・確
率的であることを記述できるモデルであるが，実証研
究はまだ少ない．出発時刻選択や経路選択における旅
行時間信頼性分析133)や情報提供の影響分析134)等を中
心に，不確実性下での選択行動に関する実証的知見が
さらに蓄積されることを期待したい．
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です．掲載をご快諾頂いたことに感謝の意を表します．
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行動モデル夏の学校”（東京大学）において第一著者が
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付録

a) 確率密度関数推定のための Legendre多項式の拡張
Fosgerau and Bierlaire53) に基づき，Legendre多項式
の概要と確率密度関数（または分位点関数）の近似の
ための拡張手順を紹介する．

k次の Legendre多項式は次のように定義される．
L̂0(x) = 1, L̂1(x) = x,

(if k ≥ 2)

L̂k(x) =
{
(2k−1)xL̂k−1(x)−(k−1)L̂k−2(x)

}
k−1.

この Legendre多項式は，次のような直交性を有する．∫ 1

−1
L̂m(x)L̂k(x)dx =

0 if m , k

1 if m = k

直交性は，多項式近似において起こりうる多重共線性
の問題を大きく緩和させるというメリットを持つ．
分位点関数の近似を行うためには区間 [0, 1]で直交す

る必要があるため，多項式を以下のように変換する135)．
Lk(x) =

√
2k + 1 L̂k(2x − 1)

変換後の修正 Legendre多項式は次のように表される．
L0(x) = 1, L1(x) =

√
3(2x − 1),

(if k ≥ 2)

Lk(x) =

√
4k2−1

k
(2x − 1)Lk−1(x)− (k − 1)

√
2k + 1

k
√

2k − 3
Lk−2(x).

このとき，以下のように直交性がやはり成り立つ．∫ 1

0
Lm(x)Lk(x)dx =

0 if m , k

1 if m = k

b) Nadaraya-Watson推定量による Kernel回帰
y = P(x)+ ηの関数 P(·)をノンパラメトリックに推定

する方法を概説する（ηは残差）．ある特定のデータポ
イント x0及びその周辺で yの観測値が多数存在すると
したとき，観測データセット (xn, yn) n = 1, . . . ,N と予
め定めたKernel関数 K(·)及びバンド幅 hに対し，x0に
対応する yを次式で推計するのが Nadaraya-Watson推
定量（局所定数回帰）である56)．

P̂ (x0) =
∑N

n=1 ynKh (xn − x0)∑N
n=1 Kh (xn − x0)

c) 凸共役関数の概要
拡大実数空間で値をとる関数 f : Rn → R∪{±∞}に対
する凸共役 (Convex Conjugate)関数 f • : Rn → R∪{±∞}
は，次のように定義される．

f •(p) = sup{p′x − f (x))}
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一次元の問題の場合，これは，傾き pの直線で f (x)と
交わるものの中で一番下側にあるもの（すなわち接線）
の切片（を −1倍したもの）と解釈することができる．
こうした変換は Fenchel変換（または Legendre変換）

と呼ばれる．なお，そうしたグラフの接線（ f •）を全
て集めることがれば元のグラフ（ f）を復元することが
できることから，凸共役関数の凸共役関数は元の関数
f になる（すなわち f •• = f）ことも分かる．
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