
動的利用者均衡配分の効率的数値解法

涌井 優尚 1・酒井 高良 2・赤松 隆 3

1非会員 東北大学 工学部建築・社会環境工学科（〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06-408）
E-mail:masanao.wakui.r4@dc.tohoku.ac.jp

2学生会員 東北大学 大学院情報科学研究科・JSPS 特別研究員 DC（〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06-408）
E-mail: takara.sakai.t1@dc.tohoku.ac.jp

3正会員 東北大学教授 大学院情報科学研究科（〒 980-8579 仙台市青葉区荒巻字青葉 6-6-06-408）
E-mail: akamatsu@plan.civil.tohoku.ac.jp

動的利用者均衡 (DUE)配分はネットワーク上の渋滞を明示的に表現できるため，時間依存の渋滞緩和施策を
設計や評価する上で重要なベンチマークとなる．本研究では一起点多終点ネットワークにおける経路選択DUE
配分の効率的な数値解法を提案する．具体的にはまず，経路選択DUE配分を数理構造が明快な混合線形相補性
問題 [DUE-LCP]として定式化する．次に [DUE-LCP]が起点出発時刻別に分解できることを活用した 3種類の
アルゴリズムを提案する：(i)等価二次計画問題に対する Frank-Wolfe法，(ii)同問題に対する修正 Frank-Wolfe
法，(iii)メリット関数を用いた等価最適化問題に対する加速射影勾配法．そしてこれら提案手法が，既存手法
と比較して効率的に解が得られることを数値実験により示す．さらに，３つの提案手法間の優位性は，ネット
ワーク規模や需要パターンによることを明らかにする．

Key Words: dynamic user equilibrium, route choice, linear complementarity problem, Frank-Wolfe
algorithm, accelerated gradient method

1. はじめに

動的交通量配分 (Dynamic Traffic Assignment, DTA)

とは，ネットワーク形状と交通需要を与件として，何
らかの配分原則に基づいて実現する動的な交通状態を
求めるモデルである．DTAは，静的交通量配分では表
現できない渋滞の発生・進展・解消過程を明示的に記
述できる．そのため，時間依存の渋滞緩和施策を設計・
評価する理論基盤として有用性が高い．DTAの中でも，
配分原則として利用者個人の費用最小化原則を採用し
た動的利用者均衡 (Dynamic User Equilibrium, DUE)

配分は，ベンチマークモデルとして特に重要である．
利用者の選択行動に着目すると，DUE配分は 2種類

のモデルに分類できる．一つは利用者が経路の選択のみ
を行い，自身の旅行費用を最小化する“経路選択DUE

配分”である．もう一つは利用者が経路選択に加え出
発時刻の選択も行う“同時選択DUE配分”である．両
者について，一般ネットワークに適用可能な数値解法
がこれまでに数多く提案されてきた．例えば，経路選
択DUE配分については Lo and Szeto1), Long et al.2),

Gentile3) など，同時選択DUE配分についてはHan et

al.4), Thong et al.5) などが挙げられる． しかしなが
ら，これら既存研究の多くには，アルゴリズムの効率
性および均衡解の信頼性の観点からいくつかの問題点
が存在する．具体的には，まず，経路変数を陽に用いて
問題を定式化しているため，変数の次元が膨大となり，

アルゴリズムの空間計算コストが極めて大きくなって
いる点が挙げられる．このことは，ネットワーク規模
に対して変数の次元が指数関数的に増加し，スケーラ
ブルな解法となっていないことを意味している．さら
に，渋滞待ち行列の physical queue表現や多起点多終
点ネットワークを採用しているため，アルゴリズムにお
いて，リンク内の交通密度計算や多起点多終点 ODペ
アの配分計算など，複数の形式の異なる計算を繰り返
し行う必要がある．そのため，既存研究の解法の多く
は，ヒューリスティックな不動点アルゴリズムであり，
多大な反復計算を要し時間計算コストが大きい．また，
均衡解への理論的な収束保証もなされておらず，解の
信頼性にも乏しい．以上を踏まえると，効率性および
信頼性を備えた DUE配分の数値解法が必要と言える．

本研究の目的は，経路選択DUE配分の，効率性・正
確性・スケーラビリティを全て備えた数値解法の開発
である．経路選択 DUE配分の解法は，同時選択 DUE

配分に対する求解アルゴリズムの部分モジュールとな
ることが期待される．したがって本研究は，同時選択
DUE配分の効率的解法開発に際しても意義がある．
前述の目的を達成するため，本研究では以下のアプ
ローチをとる．まず，モデルの本質を記述できる最低
限の条件のみを，その枠組みとして採用する．具体的
には研究の対象を一起点・多終点ネットワークに限定
し，待ち行列の表現には point-queue モデルを採用す
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る1．これらにより経路選択 DUE配分は，経路変数を
用いることなく，問題構造を簡明に表現する線形相補
性問題として定式化できる．次にAkamatsu6)同様，定
式化した問題が起点出発時刻別に時間分解できること
を活用し，数値計算の効率を改善する．加えて，解の
信頼性を保証するため，定式化した均衡問題を等価な
最適化問題に変換し，収束が保証されたアルゴリズム
を活用する．最後に，DUE特有の問題構造 (係数行列
の対称性とスパース性)を活用し，アルゴリズムにおけ
る各反復での演算回数を，ネットワーク規模に対して
線形に近い増加に抑える．これにより，既存研究では
損なわれていたスケーラビリティが確保される．
本研究ではDUE配分を解くアルゴリズムとして次の

3種類を提案する：(i)Frank-Wolfe法，(ii)修正 Frank-

Wolfe法，(iii)加速射影勾配法．(i), (ii)は非線形最適
化問題を線形計画問題の繰り返しとして解く方法であ
る．線形計画問題の求解は比較的容易であり，計算コ
ストを低く抑えられる．(iii)は一次法の中で最も良い
収束性を持ち，サイズの大きな問題に対して特に有用
な手法である．
本稿の構成を次に示す．まず 2.で本研究のモデルの

枠組みをネットワーク・利用者について述べる．次に 3.

では，DUE配分を定式化し，時間帯別のサブ問題を提
示する．続いて，定式化した問題を解くアルゴリズム
を 4.で提示する．最後に 5.では本稿のまとめを示す．
なお，数値実験の結果については発表時に示す予定で
ある．

2. モデル

(1) ネットワーク
本研究で対象とするネットワークは，唯一の起点ノー

ドと複数の通過・終点ノード，およびそれらを結ぶ有向リ
ンクからなる一起点多終点ネットワークとする．ネット
ワークに含まれるノードの集合をN，リンクの集合をL
とそれぞれ定義し，それぞれの要素は i ∈ N , (i, j) ∈ L
と表す．集合N ,Lの要素数はN,Lとする．N の要素
のうち，唯一の起点ノードを特に oと表す．また，あ
るノード k ∈ N について，それを終点とする全てのリ
ンクの起点ノード集合を Ik ⊂ N，kを起点とする全て
のリンクの終点ノード集合をOk ⊂ N とそれぞれ表す．
ネットワーク上のリンクは全て，終端部に一つ存在す

るボトルネックと，それ以外の自由走行区間からなる．
各ボトルネックでは流入交通量がその容量を超えると
待ち行列が発生する．リンク (i, j)の自由流旅行時間を

1 既存研究で考慮されている，リンク内交通密度の計算や多起点
多終点への拡張は，本研究での提案手法の解を用いて事後的に，
もしくは提案手法を繰り返すことにより実現すると考えられる．

ĉij，ボトルネック容量を µij とする．
各リンクでは first-in-first-out(FIFO) が成立するも
のとし，待ち行列は point-queueモデルで表現する．な
お，待ち行列の進展に関わる条件は 3.で示す．

(2) 利用者
各利用者は起点ノードを，時間区間 S = [0, S]に含
まれる時刻 sに出発する．本研究では，従来の研究7)6)

に倣い，全ての変数をこの起点出発時刻 sをベースに
定義する Lagrange的座標系を用いる．
時刻 sまでに起点 oを出発する，終点が kである利
用者の累積交通量を Qk(s)，ある時刻における起点か
らの出発交通流率を qk(s) ≡ dQk(s)

ds とする．経路選択
DUE 配分において Qk(s), qk(s) は与件である．また，
時刻 sに起点を出発した利用者がリンク (i, j)を通過す
る際に経験する所要時間 cij(s)は，リンクの自由流走
行時間と待ち行列による遅れ時間 wij(s)との和で下式
のように表す．

cij(s) = ĉij + wij(s) (1)

続いて，各ノード k への最早到着時刻 τk(s)(ただし
τo(s) = s) と，起点 oから各ノード k への最短所要時
間 πk(s)を，導入する．ここで

τk(s) = πk(s) + s ∀k ∈ N (2)

である．ただし πo(s)は起点から起点への最短所要時
間を表すので，πo(s) = 0, ∀s ∈ S である．
各リンクにおけるフロー変数について述べる．ある
時刻 sに起点を出発した利用者がリンク (i, j)に到着し
た時点での，そのリンクの累積流入・流出交通量をそ
れぞれAij(τi(s)), Dij(τi(s))と表す．さらにこれを用い
ると，sに紐づけられる各リンク (i, j)への流入流率は
yij(s) ≡ dA(τi(s))

ds と定義できる．

3. 定式化

(1) 均衡条件
DUE状態において，各変数は次に示す 4つの均衡条
件を満足する．
a) 待ち行列進展条件
待ち行列進展条件は，リンク旅行時間の変化率に着
目して導出される条件である．待ち行列の変化による
リンク旅行時間 cij(s)の変化率は以下の式により表現
できる8)．

dcij(s)

ds
=


yij(s)

µij
− dτi

ds
(cij(s) > ĉij)

max

[
yij(s)

µij
− dτi

ds
, 0

]
(cij(s) = ĉij)

∀(i, j) ∈ L, ∀s ∈ S (3)
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ここで式 (1)，(2)と，dcij(s)
ds =

dwij(s)
ds を考慮すると，

式 (3)は以下の相補性条件に帰着する．
wij(s) ·

{
dwij(s)

ds
− yij(s)

µij
+

(
dπi(s)

ds
+ 1

)}
= 0

dwij(s)

ds
− yij(s)

µij
+

(
dπi(s)

ds
+ 1

)
≥ 0, wij(s) ≥ 0

∀(i, j) ∈ L, ∀s ∈ S (4)

b) 最短経路選択条件
DUE状態では，その時々における最短経路上にある

(cij(s)− πj(s) + πi(s) = 0)リンクにのみフローが存在
する (yij(s) > 0)．このことより以下の相補性条件が成
り立つ．{

yij(s) · {cij(s)− πj(s) + πi(s)} = 0

cij(s)− πj(s) + πi(s) ≥ 0, yij(s) ≥ 0

∀(i, j) ∈ L, ∀s ∈ S (5)

c) フロー保存条件
起点を除く各ノード k について，以下の等式で表さ

れるフロー保存条件が成り立つ．∑
j∈Ok

ykj(s)−
∑
i∈Ik

yik(s) + qk(s) = 0

∀k ∈ N\o, ∀s ∈ S (6)

これは相補性条件の形式では，次のように記述できる．
πk(s) ·

−
∑
j∈Ok

ykj(s) +
∑
i∈Ik

yik(s)− qk(s)

 = 0

−
∑
j∈Ok

ykj(s) +
∑
i∈Ik

yik(s)− qk(s) ≥ 0, πk(s) ≥ 0

∀k ∈ N\o, ∀s ∈ S (7)

d) ノード境界条件
DUE状態では全利用者は各自の最短経路を選択して

いる．このことから，ある時刻 sに出発した利用者は，
それ以前の時刻に出発したどの利用者よりもあらゆる
ノードに早くついてはならない．この制約は以下の不
等式で表される．

dπk(s)

ds
≥ −1 ∀k ∈ N\o, ∀s ∈ S (8)

また πk はその物理的意味から，自由流走行時間 ĉij

から計算される各ノードへの最短所要時間 π̂kを最小値
とする．すなわち次の不等式も同時に満たされる必要
がある．

πk(s) ≥ π̂k ∀k ∈ N\o, ∀s ∈ S (9)

(2) 出発時刻の離散化
ここからは，数値計算を行う準備として出発時刻集

合 S = [0, S]を一定の微小時間幅 dsで離散化する．こ
れに伴い本節では，ここまでで提示した各均衡条件も
同様に離散化する．

離散時刻の総数は K + 1 個とし，そのそれぞれに
κ = 0, 1, 2, . . . ,K とインデックスを振る．ここで離散
時間インデックスの集合を Kとする．このようにする
と，κ + 1個目の離散時刻 sκ は κ · dsと表せる．以降
では出発時刻 sκ に対応する変数を，wij(s

κ) = wκ
ij の

ように表す．ただし κ = 0 は初期時刻とし，q0k = 0,

w0
ij = y0ij = 0 と定める．このことより，c0ij = ĉij ,

π0
k = π̂k である．連続変数の時間微分については全て，
以下のように近似する．

dwij(s)

ds
≃

wκ
ij − wκ−1

ij

ds
(10)

なお，以降の再定式化は全てベクトル・行列形式で
行う．その際に用いる，wκ,yκ, cκ,µ,α は L 次元の，
πκ, qκはN − 1次元の，対応する要素を全て並べたベ
クトルを指す．また A はノード・リンク接続行列を，
A+ はAの要素のうち負の値を全て 0に置換した行列
を表す．
a) 待ち行列進展条件 (離散)

定数 αij =
µij

ds を導入すると次のように書ける2．
0 ≤ wκ ⊥

{
α(wκ −wκ−1)− yκ

+αAT
+

(
πκ − πκ−1

)
+ µ

}
≥ 0

∀κ ∈ K\0 (11)

b) 最短経路選択条件 (離散)

0 ≤ yκ ⊥ {c0 +wκ +ATπκ} ≥ 0

∀κ ∈ K\0 (12)

c) フロー保存条件 (離散)

0 ≤ πκ ⊥ {−Ayκ − qκ} ≥ 0

∀κ ∈ K\0 (13)

d) ノード境界条件 (離散)

πκ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0]

∀κ ∈ K\0 (14)

以上をまとめると，経路選択DUE配分は混合線形相
補性問題として定式化できる．各時刻の変数・定数を
縦に並べた，以下のベクトルを定義する．

w ≡


w1

...

wK

 ,y ≡


y1

...

yK

 ,π ≡


π1

...

πK

 , q ≡


q1

...

qK


さらに，このうちw,y,πを縦に並べた未知変数ベクト
ル xを用意する：x ≡ {w,y,π} ∈ R(2L+N−1)K

+ ．これ
らを使って，混合線形相補性問題 [DUE-LCP]は以下の
ように表せる．

2 以降で現れる単位行列 I，零行列 (ベクトル)0，1 行列 (ベクト
ル)1，その他定数行列 (ベクトル)は原則として，その演算に対
して適切な次元であるとする．ただし，特に注意が必要な場合
には，行列 (ベクトル) の次元を下付き添え字で表す．
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[DUE-LCP]

Find x∗ ∈ R(2L+N−1)K
+

such that 0 ≤ x∗ ⊥ F (x∗) ≥ 0

and πκ∗ ≥ max [πκ−1∗ − 1ds,π0]

∀κ ∈ K\0

where F (x) ≡ Mx+ b

ここで，係数行列M は次のような，歪対称に近く，ま
た疎な構造を持つ．

M ≡

 ∆K ⊗α −I ∆K ⊗αAT
+

I 0 IK ⊗AT

0 −IK ⊗A 0


なお，他の定数ベクトル・行列は以下のように定義さ
れる．

b ≡

 1K ⊗ µ+ eK ⊗α(w0 +AT
+π

0)

1K ⊗ c0

−q

 ,

e ≡


1

0
...

0

 ,∆ ≡


1

−1 1

. . .
. . .

−1 1


(3) 起点出発時刻別の時間分解
[DUE-LCP]の未知数の個数は (2L + N − 1)K と膨

大である．そのためこれを直接解くことは非効率であ
る．このことを踏まえて，本研究では時間別分解手法7)

を採用する．具体的には [DUE-LCP]を起点出発時刻 κ

について分解し，時間の進行方向に向かって逐次的に
解いていく．ここでは，離散化した問題 [DUE-LCP]を
起点出発時刻別に分解することを考える．
起点出発時刻 κについての均衡条件 (11)-(14)はいず

れも，時刻 κ, κ−1についての情報のみからなる．その
ため，時刻 κ− 1における均衡解を与件とすれば，時刻
κについての問題は独立に解くことができる．すなわ
ち，問題を分解して逐次的に解くことで [DUE-LCP]の
解が得られる．このことから，新たな与件の定数 βκ =

wκ−1 +AT
+π

κ−1 − 1dsを導入することで，式 (11)は
以下のように書き換わる．

0 ≤ wκ ⊥
{
αwκ − yκ +αAT

+π
κ −αβκ

}
≥ 0

∀κ ∈ K\0 (15)

よって，ある一つの離散時刻 ∀κ ∈ K\0に関するサブ
問題は，式 (12), (13), (14), (15)より，混合線形相補
性問題 [DUE-LCP-sub(κ)]として表せる．ただしxκ ≡
{wκ,yκ,πκ} ∈ R2L+N−1

+ である．

[DUE-LCP-sub(κ)]

Find xκ∗ ∈ R2L+N−1
+

such that 0 ≤ xκ∗ ⊥ F κ(xκ∗) ≥ 0

and πκ∗ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0]

where F κ(xκ) ≡ Msubx
κ + bκ

ここで，係数行列およびベクトルは以下の構造を持つ．

Msub ≡

 α −I αAT
+

I 0 AT

0 −A 0

 , bκ ≡

 −αβκ

c0

−qκ


Msub はM 同様に，歪対称に近く，また疎である．

(4) サブ問題の等価変換
[DUE-LCP-sub(κ)]を 2種類の最適化問題へ等価変
換する．2種類の最適化問題の目的関数は，ともに最適
解 (均衡解)において 0となる．そのため，これらの問
題に対する最適化アルゴリズムの収束判定は容易であ
り，かつその解の信頼性も保証できる．
a) 二次計画問題への変換
線形相補性問題は一般に二次計画問題に等価変換
できることより，[DUE-LCP-sub(κ)]も以下の [DUE-

QP(κ)]に等価変換できる．

[DUE-QP(κ)]

min
xκ

z(xκ) ≡ xκT(Msubx
κ + bκ) (16)

s.t. Msubx
κ + bκ ≥ 0, (17)

xκ ≥ 0, (18)

πκ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0] (19)

なお [DUE-QP(κ)]の目的関数は，Msubの歪対称性から
z(xκ) = wκTα(wκ +AT

+π
κ) + xκTbκ (20)

と簡略化できる．
b) メリット関数最適化問題への変換
相補性問題はメリット関数を目的関数とする最適化
問題にも等価に変換できる．[DUE-LCP-sub(κ)] と等
価な最適化問題 [DUE-merit-MP(κ)]を以下に示す．

[DUE-merit-MP(κ)]

min
xκ

Ψ(xκ) ≡
2L+N−1∑

l=1

ϕ(xκ
l , F

κ
l (x))

2 (21)

s.t. πκ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0] (22)
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ここで ϕは以下の関数である．
ϕ(x, y) =

√
x2 + y2 − (x+ y) (23)

なお，式 (21)では一例として Fisher9)により提案さ
れたメリット関数を示したが，本研究ではこの他にも
Fukushima型メリット関数10)，Mangasarian型メリッ
ト関数11) などを数値実験の対象とする．

4. アルゴリズム

(1) アルゴリズムの概要
本研究では，前章で述べた問題の変換を活用し [DUE-

LCP-sub(κ)]を解くアルゴリズムを次の 3種類提案す
る：

• Frank-Wolfe法：[Alg-FW]

• 修正 Frank-Wolfe法：[Alg-FW-modified]

• 加速射影勾配法：[Alg-FISTA]

[Alg-FW]は Frank-Wolfe法12) を本研究で扱う問題
に適用する手法である．Frank-Wolfe法は，目的関数の
線形近似をもとに次点解を逐次探索するアルゴリズム
である．すなわち，非線形の複雑な最適化問題を，線
形計画問題の繰り返しとして解けることが，本アルゴ
リズムの強みである．線形計画問題の効率的解法は数
理計画の分野で広く研究されており，これを用いるこ
とで今回の問題も高速に解けることが見込める．
[Alg-FW-modified]はFrank-Wolfe法の収束性をさら

に改善できるとして提案された13)手法である．Frank-

Wolfe法において次点解を決める際に，現在解のみでな
くその直前の解も考慮することで，演算回数は増加す
るが，最適解付近での振動を抑えられることが期待で
きる．
[Alg-FISTA] は，加速射影勾配法の一種である

FISTA14) をベースとする手法である．加速射影勾配
法は，解を更新する際に，その直前までに探索してい
た方向への慣性力 (momentum項)を考慮し，収束時に
生じる振動を減らすことを意図したアルゴリズムであ
る．計算過程に目的関数とその勾配のみの評価を必要
とする一次法であり，サイズの大きな問題に対しては
優位性がある．加速射影勾配法は一次法の中で最も良
い最悪収束率であり15)，主に機械学習の分野で利用さ
れてきた16)17)．交通分野における近年の研究でもその
効率性は示されており18)19)，今回の問題も効率よく解
けることが期待できる．
続く (2), (3), (4)では，提案アルゴリズムの詳細を

述べる．

(2) Frank-Wolfe法
本研究ではFrank-Wolfe法を [DUE-QP(κ)]に適用す
る．Frank-Wolfe法のアルゴリズムを以下 [Alg-FW]に
示す：

[Alg-FW]

Step 0 : 初期実行可能解の設定 後述の [DUE-

FW-init]を解き x(1) を定め，n := 1．

Step 1 : サブ-LPの求解 後述の [DUE-FW-LP]

を解き，x̂(n) を決定．

Step 2 : ステップサイズ決定 以下の一次元探索
問題の解 αn を決定．

min
0≤α≤1

z(x(n) + α(x̂(n) − x(n)))

Step 3 : 解の更新 暫定解を更新．
x(n+1) := (1− αn)x

(n) + αnx̂
(n)

Step 4 : 収束判定 z(x(n+1)) ≃ 0なら x(n+1) を
解として確定し終了．そうでなければ n :=

n+ 1として Step 2-1へ．

a) Step 0における初期実行可能解の計算方法
[Alg-FW]において，初期解x(1)は制約条件を満たし
ている必要がある．この実行可能な初期解のうち一つ
は，次の線形計画問題 [DUE-FW-init]の解 x̄として得
られる20)．ここで x̄は xκと同次元のベクトルであり，
その要素にはwκ,yκ,πκ と同次元の w̄, ȳ, π̄を持つ．

[DUE-FW-init]

min
x̄,xa

xa (24)

s.t. Msubx̄+ bκ ≥ 0, (25)

x̄ ≥ 0, xa ≥ 0, (26)

π̄ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0] (27)

b) Step 1で解く線形計画問題
Step 1では以下の線形計画問題 [DUE-FW-LP]を解
く．なおここで x̂はxκと同次元のベクトルであり，その
要素にはwκ,yκ,πκと同次元の ŵ, ŷ, π̂を持つ．[DUE-

FW-LP]から得られた x̂(n)を用いて，ベクトル x̂(n) −
x(n) が，n回目の繰り返し計算における解の降下方向
となる．

第 64 回土木計画学研究発表会・講演集

 5



[DUE-FW-LP]

min
x̂

∇z(x(n)) · x̂ (28)

s.t. αŵ − ŷ +αAT
+π̂ −αβκ ≥ 0, (29)

c0 + ŵ +ATπ̂ ≥ 0, (30)

− q −Aŷ ≥ 0, (31)

ŵ ≥ 0, ŷ ≥ 0, (32)

π̂ ≥ max [πκ−1 − 1ds,π0] (33)

ここで，[DUE-FW-LP] の制約条件に現れる接続行列
Aはグラフ理論的な意味を持つ非常に疎な構造であり，
このことを活用した計算の効率化が可能である．また
[DUE-FW-LP]の目的関数に現れる，関数 z の勾配は
解析的に書き下すことができ，これも効率化への足掛
かりになる．

(3) 修正 Frank-Wolfe法
本手法は [Alg-FW]同様に，[DUE-QP(κ)]に対し適

用する．[Alg-FW-modified]は，[Alg-FW]での Step 3

の操作のみを以下のように修正したものである：

[Alg-FW-modified]

Step 3-1 : 仮解の作成 仮解 vを計算．
v(n+1) := (1− αn)x

(n) + αnx̂
(n)

Step 3-2 : PARTANサーチによる解の更新
以下の場合分け処理で暫定解を更新．

x(n+1) :=


v(n+1) (n = 1)

(1− τn)v
(n+1)

+τnx
(n−1) (n ≥ 2)

where

τn ≡ argmin
τ
(n)
min≤τ≤1

z((1− τ)v(n+1) + τx(n−1))

a) Step 3-2における τ
(n)
min の計算方法

τ
(n)
minは αと τ を用いて次のように決定する21)．ただ

し x̄は 1− xを表し，τ1 = 0である．

τ
(n)
min =


1 +

1

ᾱn−1ᾱn

(
1− τn−1

τ
(n−1)
min

)
− 1

(τn−1 < 0)

1 +
1

ᾱn−1ᾱnτ̄n−1 − 1
(τn−1 ≥ 0)

(4) 加速射影勾配法
本手法では手順に射影 (projection)を含む性質上，対
象とする問題の制約条件は単純かつ少ないことが望ま
しい．そのため本研究では [DUE-merit-MP(κ)]を本ア
ルゴリズムに適用する．
加速射影勾配法アルゴリズムを以下 [Alg-FISTA]に
示す：

[Alg-FISTA]

Step 0 : 初期設定 x(1),y(1) := xκ−1．n, j, t1 :=

1 ．s0，ξ，kmin を設定 (ただし 0 < ξ < 1)．

Step 1 : Backtracking in を決定．

Step 2 : 解の更新 sn := ξinsn−1 とし，次の式で
暫定解を更新．

x(n+1) = ProjC [y
(n) − sn∇Ψ(y(n))]

Step 3 : 収束判定 Ψ(x(n+1)) ≃ 0なら x(n+1) を
解として確定し終了．

Step 4 : Adaptive Restart j を更新．

Step 5 : momentum項の計算 y(n+1) を確定．

tj+1 =
1 +

√
1 + 4t2j

2

y(n+1) = x(n+1) +
tj − 1

tj+1
(x(n+1) − x(n))

n := n+ 1としステップ 1へ．

a) Step 1 : Backtrackingの詳細
s := ξisn−1 と置き，下の不等式が成り立つ最小の非
負整数 iを in として決定する．

Ψ(x′) ≤ Qs(x
′,y(n)) (34)

ただし，
x′ ≡ ProjC [y

(n) − s∇Ψ(y(n))] (35)

Qs(x,y)

≡ Ψ(y) + (x− y)T∇Ψ(y) +
1

2s
∥x− y∥2 (36)

である．この操作により各反復において，ステップサイ
ズ snを定数で与えるよりも効率的な収束が期待できる．
b) Step 4 : Adaptive Restart22) の詳細
j の更新について，以下の条件を満たすなら j := 1，
そうでなければ j := j + 1とする．

j ≥ kmin and Ψ(x(n+1)) > Ψ(x(n)) (37)

ここで kmin はあらかじめ設定したパラメータである．
この操作は，momentum項が目的関数を改善しないよ
うに影響する場合に，その影響をリセットする意味を
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持つ．

5. おわりに

本研究では，一起点多終点ネットワークにおける経
路選択DUE配分の効率的な計算方法を提案した．具体
的には，まず，DUE配分を離散時刻系における混合線
形相補性問題 [DUE-LCP]として定式化した．続いてこ
の問題を起点出発時刻別に分解して解くために，離散
化した一つの時刻に関する問題 [DUE-LCP-sub(κ)]を
導いた．最後に，時間分解を有効活用してDUE配分の
解を求める 3種類のアルゴリズムを提案した．提案ア
ルゴリズムの計算性能 (効率性，正確性，スケーラビリ
ティ)については，数値実験の結果とともに発表時に提
示する予定である．
今後の課題として，本研究の成果を用いた同時選択

DUE配分の効率的解法の開発がある．同時選択 DUE

配分に対し，経路選択DUE配分がその子問題となるよ
うな分解を施せれば，本研究の成果を活用して新たな
解法を構築できることが期待される．

謝辞： 本研究は JSPS 科研費 (JP20J21744,

JP21H01448) の助成を受けた研究の一部です．こ
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