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利用者均衡配分の大規模ネットワークへの応用においては，計算負荷の軽減が課題であり，効率的な求

解手法に対する要請は小さくない．しかし，代表的解法である Frank-Wolfe 法（以下，FW 法）は解の近傍

で振動が生じることから解の収束が緩慢となり求解に時間を要する．本研究では，求解中の各反復におい

て変数の一部についてのみ最適化を行う Coordinate Descent 法の着想に基づき，求解中に起点別リンク交通

量を記憶し，勾配ベクトルの算出において一部の起点由来の OD 需要のみを最短経路に配分しなおし解を

更新する．この更新する起点の選択について，求解中に得られる情報を利用して選択する確率を与える手

法を提案し計算効率向上を図った．提案手法はパフォーマンスの確認のため，テストネットワークへ適用

され，安定的かつ FW 法よりも効率的な求解が可能であることが確認された． 

 

     Key Words: User Equilibrium, Origin based flow, Efficient algorithm, Frank-Wolfe method,  

Coordinate descent method 

1. はじめに 

 

利用者均衡配分は，道路ネットワーク分析において実

務上でも重要な役割を果たしている一方で，大規模ネッ

トワークへの応用においては，計算負荷の軽減が課題と

なっている．ネットワークデザイン問題など利用者均衡

配分を繰り返し解く必要がある問題への応用を踏まえれ

ば，分析・政策立案の時間的なボトルネックを解消する，

効率的に求解できる手法に対する要請は小さくない． 

そこで本研究では，利用者均衡配分の演算効率化を目

的として，従来の手法を改良したいくつかの手法を提案

する．提案手法はテストネットワークに適用され，その

効率性や性質の評価を行う． 

利用者均衡配分の代表的な解法は Frank and Wolfe1)，

Leblanc et al.2)によるFrank-Wolfe 法(以下, FW 法)がある．

しかし，FW 法は解の近傍では振動が生じることから解

の収束が緩慢となることが知られている．FW 法以外の

解法では起点別の非巡回有向グラフ内でのフロー調整に

よって収束を目指す Class bush アルゴリズムとよばれる

解法があり，Dial3)，Bar-gera4)が提案，Nie5)によって整理

されている．この他にもBar-gera6)によるTAPASなどFW

法と比較して解の収束が高速な手法が提案されてきた．

しかしながら，これらの手法はマルチクラス配分に対応

していない．道路施策を分析する上で，車種を考慮する

必要がある場面は多く，マルチクラス配分が可能なアル

ゴリズムの効率化が望まれる．FW 法の効率化の既往研

究では，Conjugate direction Frank-Wolfe Methods7)が提供さ

れている．これは解の更新時に降下方向を最急勾配方向

とするのではなく，接ベクトルの情報を用いて降下方向

を決定している．この手法は単一繰り返し内での質的な

探索の向上を図る手法ととらえることができる．一方で，

単一繰り返し内における計算量の量的な削減により効率

化を図る手法もある．鷹尾・朝倉 8)は最短経路探索にお

いてひとつ前の反復の最短ツリーを記憶することで探索

時間を削減し高速化を実現している．杉浦 9)は勾配ベク

トルの算出において，ランダムに選択する起点のみ部分

的に更新する方法を提案しており，数値実験により効率

向上が確認されている．この手法は，求解中の各反復にお

いて変数の一部についてのみ最適化を行う Coordinate descent 

法 10）の利用者均衡配分問題への適用と捉えることがで

き，解の降下方向ベクトルの修正により解の振動抑制に

資すること，最短経路探索の量的削減を同時に実現する

ことを企図している．数値実験では計算時間を低減した

一方で，起点の選択において一様分布を用いており，こ

の修正によりさらなる演算効率の向上が期待できる． 

本研究では杉浦 9)の着想に基づき，一様分布に基づい

た起点選択から，求解中に得られる情報を利用して選択

する確率を与える手法を考える．提案手法はテストネッ

トワークに適用され，そのパフォーマンスを確認する． 
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2. FW 法と提案手法 

 

FW 法はリンク交通量ベクトルを変数として，均衡状

態のリンク交通量を求解するアルゴリズムである．まず，

交通量のない状態で各 OD ペアについて最短経路探索

を行い，全ての交通量を最短経路に配分しリンク交通量

の初期解を得る．次に，配分されたリンク交通量に基づ

き，BPR関数によりリンクコストを更新する．更新され

たリンクコストに基づいて最短経路探索を行い，全ての

交通量を最短経路に配分しなおし補助解を得て降下方

向を決定する．次に降下方向にどれだけ進むか(ステッ

プサイズ)を決定し，解を更新する．解が収束しているな

らば終了し，そうでなければリンクコスト更新に戻り，

同様に繰り返す． 

提案手法では，FW 法の最短経路探索と降下方向の決

定の部分の修正を行う．FW 法のように全てのODペア

に対する最短経路探索による降下方向ベクトルの計算

は行わず，確率的に選択された起点についてのみ部分的

に最短経路探索を行い，解を更新する．この方法は杉浦
9)の手法と同等である．提案手法は，杉浦 9)が一様分布に

より降下方向ベクトルを計算する起点を選択するのに

対して，繰り返し演算中に得られる情報によって与えた

重みに基づいて確率的に選択する．この操作により，更

新の必要性の高いと思われる起点を優先的に選択する

ことで，均衡状態への効率的な収束を目指す． 

 

3. 提案手法の定式化 

 

(1) 記号の定義 

本研究で用いる記号を以下のように定義する． 

𝑨 : リンク𝑎の集合 

𝑺 : 起点𝑠の集合 

𝑻 : 終点𝑡の集合 

𝝋 : 起点集合𝑺の部分集合 

𝑲𝒔𝒕 : ODペア(𝑠, 𝑡)における経路𝑘の集合 

𝑢𝑠𝑡 : ODペア(𝑠, 𝑡)における最短経路コスト 

𝑑𝑠𝑡 : ODペア(𝑠, 𝑡)における交通需要 

𝛿𝑠𝑡,𝑎 : 
ODペア(𝑠, 𝑡)の最短経路がリンク𝑎を 

含むとき 1,それ以外で 0をとる変数 

𝛿𝑠 : 
𝝋が起点𝑠を含むとき 1， 

それ以外で 0をとる変数 

𝑛 : 繰り返し回数 

𝐶𝑎 : リンク𝑎の交通容量 

𝑡𝑎0 : リンク𝑎のゼロフロー時のリンクコスト 

𝑡𝑎
(𝑛)

 : 繰り返し回数𝑛のリンク𝑎のリンクコスト 

𝑥𝑎
(𝑛)

 : 繰り返し回数𝑛のリンク𝑎のリンク交通量 

𝑥𝑖𝑗
(𝑛)

 : 
繰り返し回数𝑛のノード𝑖𝑗間のリンクの 

リンク交通量 

𝑥𝑎,𝑠
(𝑛)

 : 
繰り返し回数𝑛のリンク𝑎の起点𝑠別の 

リンク交通量 

𝑥𝑖𝑗,𝑠
(𝑛)

 : 
繰り返し回数𝑛のノード𝑖𝑗間のリンクの 

起点𝑠別のリンク交通量 

𝑝𝑎
(𝑛)

 : 繰り返し回数𝑛の降下方向ベクトルの要素 

𝑦𝑎 : 補助解ベクトルのリンク𝑎についての要素 

𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠 : 起点𝑠に与える重み 

𝑃𝑙𝑖𝑛𝑘,𝑎 : リンク𝑎が選択される確率 

𝑃𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠 : 起点𝑠が選択される確率 

𝜆 : ステップサイズ 

𝛼𝑎 , 𝛽𝑎 : リンク𝑎 のBPR関数のパラメータ 

𝑁 : ODペア(𝑠, 𝑡)の総数 

 

(2) 提案手法の定式化 

提案手法でも杉浦 9)の手法と同様に起点の部分的な更

新を行う．しかし，一様分布は用いず，求解中に得られ

る情報を利用して起点に重みを与え，確率的に更新起点

を選択する．この重みの与え方について 3つの手法を提

案する．すなわち，提案手法においても改良を行うのは

FW 法の最短経路探索と降下方向の決定の部分である． 

a) 提案手法Aの定式化 

 提案手法Aでは，均衡が実現した時には混雑リンクに

おける交通集中が繰り返し演算中の解と比べて緩和され

ることに着目した手法を考える．起点の選択は混雑リン

クの選択と起点の選択の 2段階の手順で構成される．ま

ず各繰り返しにおいて交通量を減少させるべき混雑した

リンクを選択する．次に，その選択されたリンクを利用

している起点のいくつかを確率的に選択する．以下に手

順の詳細を示す． 

StepA-1. 混雑リンクの選択 

 まず，混雑したリンクを選択するためには，式(2)で表

されるBPR関数の傾き，すなわち微分値を用いて評価す

る．リンク容量やゼロフロー時のリンクコストはリンク

によって異なるため，これらは相対的な基準として利用

しにくい．各繰り返し時点におけるリンク交通量に対応

する BPR 関数の傾きが大きいほど交通量の減少に対し

コストを効率的に減少させることが可能である． 

リンクを選択する確率を以下のように設定する． 

𝑃𝑙𝑖𝑛𝑘,𝑐 =

𝑑

𝑑𝑥𝑐
(𝑛) 𝑡𝑐 (𝑥𝑐

(𝑛)
)

∑
𝑑

𝑑𝑥𝑎
(𝑛) 𝑡𝑎 (𝑥𝑎

(𝑛)
)𝑎∈𝑨

,  ∀𝑐 ∈ 𝑨 (1) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  

𝑑

𝑑𝑥𝑎
𝑡𝑎(𝑥𝑎) = 𝛼𝑎 ∙  𝛽𝑎 ∙  

𝑡𝑎0

𝐶𝑎
∙  (

𝑥𝑎

𝐶𝑎
)

𝛽𝑎 −1

, ∀𝑎 ∈ 𝑨 (2) 

𝑡𝑎 (𝑥𝑎
(𝑛)

) =  𝑡𝑎0 {1 + 𝛼𝑎 ∙  (
  𝑥𝑎

(𝑛)

𝐶𝑎
)𝛽𝑎} , ∀𝑎 ∈ 𝑨 (3) 
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StepA-2. 起点の選択 

選択されたリンク𝑐のリンク交通量について，起点別

のリンク交通量を用いて重み付けを行い，確率的に更新

起点を選択する． 

ある起点 oを選択する確率を以下のように設定する． 

𝑃𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜 =  
𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜

∑ 𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠𝑠∈𝑺

,  ∀𝑜 ∈ 𝑺 (4) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  

𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠 =  𝑥𝑐,𝑠
(𝑛)

,  ∀𝑠 ∈ 𝑺 (5) 

StepA-3. 選択起点の最短経路探索と降下方向の決定 

選択された起点に関連するODペアについて最短経路

探索を行い，その最短経路に更新したODペアの需要を

すべて配分(all-or-nothing配分)する． 

選択した起点の部分集合を𝝋 ⊆ 𝑺とする．選択されな

かった起点に関連するODペアの交通量は更新せず，選

択された起点𝑠 ∈ 𝝋に関連するODペアのみ更新する． 

𝑦𝑎 =  𝑥𝑎
(𝑛)

 

+ ∑ (𝛿 𝑠 ∙ 𝑥𝑎,𝑠 
(𝑛)

+ ∑ ∑ 𝛿𝑠𝑡,𝑎 ∙ 𝑑𝑠𝑡

𝑡𝜖𝑻𝑠∈𝝋

) ,

𝑠∈𝑺

∀𝑎 ∈ 𝑨 
(6) 

これにより，降下方向ベクトル{𝑝𝑎
(𝑛)

}を得る． 

𝑝𝑎
(𝑛)

= 𝑦𝑎 −  𝑥𝑎
(𝑛)

= 

∑ (𝛿 𝑠 ∙ 𝑥𝑎,𝑠 
(𝑛)

+ ∑ ∑ 𝛿𝑠𝑡,𝑎 ∙ 𝑑𝑠𝑡

𝑡𝜖𝑻𝑠∈𝝋

)

𝑠∈𝑺

 , ∀𝑎 ∈ 𝑨 
(7) 

以降は FW 法の一次元探索と同様である． 

b) 提案手法Bの定式化 

 提案手法 B では，均衡が実現した時には総走行時間

が小さくなっていることに着目した手法を考える．この

手法では所要時間や起点からのOD需要が大きい起点を

選びやすいため，より改善できる余地を持った起点を選

択することが期待される．提案手法Aと異なり，起点の

選択は 1段階の手順で構成される．起点別の総走行時間

によって起点に直接重み付けを行うため，手順の単純さ

と計算の容易さが特徴である．以下に手順を示す． 

StepB-1. 起点の選択 

各起点について，起点別の総走行時間を用いて重み付

けを行い，確率的に更新起点を選択する． 

ある起点 oを選択する確率を以下のように設定する． 

𝑃𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜 =  
𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜

∑ 𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠𝑠∈𝑺

,  ∀𝑜 ∈ 𝑺         (8) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  

𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠 =  ∑ 𝑥𝑎,𝑠 
(𝑛)

∙  𝑡𝑎(𝑥𝑎 
(𝑛)),   ∀𝑠 ∈ 𝑺 

𝑎∈𝑨

 (9) 

以降は StepA-3. 選択起点の最短経路探索と降下方向

の決定と同様である． 

c) 提案手法Cの定式化 

提案手法Cでは，均衡が実現した時には総リンクコス

トが小さくなっていることに着目した手法を考える．リ

ンクコストは目的関数の微分値に等しいため，リンクコ

ストによる重み付けは高速な収束が期待できる．ただし，

提案手法B と異なり，OD 需要については無配慮である

という側面がある．また，起点の選択は 1段階の手順で

構成される．起点別の総リンクコストによって起点に直

接重み付けを行うため，手順の単純さと計算の容易さが

特徴である．以下に手順を示す． 

StepC-1. 起点の選択 

各起点について，起点別の総リンクコストを用いて重

み付けを行い，確率的に更新起点を選択する． 

ある起点 oを選択する確率を以下のように設定する． 

𝑃𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜 =  
𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑜

∑ 𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠𝑠∈𝑺

,   ∀𝑜 ∈ 𝑺         (10) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒  

𝐶𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛,𝑠 =  ∑ 𝛿𝑎,𝑠 ∙  𝑡𝑎(𝑥𝑎 
(𝑛)) ,  ∀𝑠 ∈ 𝑺 

𝑎∈𝐴

 (11) 

 以降は StepA-3. 選択起点の最短経路探索と降下方向

の決定と同様である． 

 

4. 提案手法の収束について 

 

提案手法のアルゴリズムが収束することを証明する．

本研究では手法を 3種類提案しているが，違いは起点へ

の重みの与え方であり， ODペアの確率的な部分更新と

いう点で共通である．よって起点別のODペア集合の確

率的な部分更新という条件下で収束することを示せば十

分である． 

 

まず，非線形多品種ネットワークフロー問題(𝑃)を，終

点別リンク交通量を用いた Fukushima11）と同様に次のよ

うに表現する． 

{
𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝒙) = ∑ 𝑓𝑖𝑗 (∑ 𝑥𝑖𝑗,𝑠 

𝑠

) = ∑ 𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

𝑖,𝑗𝑖,𝑗

𝒙 ∈ 𝑋

 (12) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  

∑ 𝑥𝑖𝑗,𝑠

𝑖

− ∑ 𝑥𝑗𝑘,𝑠

𝑘

= 𝑑𝑠𝑗 ,   𝑠 ≠ 𝑗 (13) 

𝑥𝑖𝑗,𝑠 ≥ 0 (14) 

ここで，𝑓: 𝑋 → ℝ は連続 2 階微分可能な凸関数であ

り，𝑋 ⊂ ℝ𝑛はコンパクトな凸多面体集合である．𝑓の連

続性により，𝑓 が狭義に凸であれば(𝑃)は唯一の解(最適

解)をもつ． 

 LP補助問題については，次のように表現できる． 
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Min 𝑓(𝒙) = ∑ ∑ 𝑡𝑖𝑗
𝑘  𝑦𝑖𝑗,𝑠

𝑖,𝑗𝑠

 (15) 

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  

∑ 𝑦𝑖𝑗,𝑠

𝑖

− ∑ 𝑦𝑗𝑘,𝑠

𝑘

= 𝑑𝑠𝑗 ,   𝑠 ≠ 𝑗 (16) 

𝑦𝑖𝑗,𝑠 ≥ 0 (17) 

where  

𝑡𝑖𝑗
𝑘 =

𝜕𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗)

𝜕𝑥𝑖𝑗

|
𝑥=𝑥𝑘

 (18) 

 

式(12)の交通量配分問題は以下の線形制約付き非線形

計画問題として表現される． 

𝑀𝑖𝑛 𝑓(𝑥) (19) 

Subject to  

𝔸𝑥 = 𝑏 (20) 

𝑥 ≥ 0 (21) 

ここで，𝑏 は式(13)の右辺を表す． 

LP補助問題も同様に以下のように表現される． 

𝑀𝑖𝑛 ∇𝑓(𝑥)𝑇𝑦 (22) 

Subject to  

𝔸𝑦 = 𝑏 (23) 

𝑦 ≥ 0 (24) 

 

収束の証明には以下のZangwillの収束定理 12)を用いる．

ただし，後述する部分更新の特性により，証明のためこ

の定理の一部拡張を行う． 

 

定理 1  Zangwill の収束定理 

𝔸を𝑋上のアルゴリズム，𝑓を評価関数，Ω ⊂ 𝑋を解集

合とする．また，問題(𝑃)を解くためのアルゴリズムによ

り点列{𝒙𝑘}1
∞が生成されるとする． 

i) すべての点𝑥𝑘はコンパクトな集合S ⊂ 𝑋に含

まれる． 

ii) 𝑋についてのある連続関数𝑍が存在し，以下を

満たす． 

a) 𝒙 ∉ Ωのとき， 𝑓(𝒚) < 𝑓(𝒙),∀𝒚 ∈ 𝔸(𝒙) 

b) 𝒙 ∈ Ωのとき，𝑓(𝒚) ≤ 𝑓(𝒙),∀𝒚 ∈ 𝔸(𝒙) 

iii) 写像𝔸は閉じている． 

 これらを満たすとき，{𝒙𝑘}1
∞の収束部分列の極限は解

となる． 

 

この定理 1を利用して提案手法の収束性を証明しよう．

まず，多くの FW 法に関する既往文献（Mitradjieva and 

Lindberg7),  Fukushima11）, Arrache and Ouafi13））に示される

通り，i)については本提案手法でも成立する．したがって

本提案手法で示すべきは ii)と iii)についてであるが，以下

の補題 1，補題 2 が成立することから，上記の収束性が

成立する． 

  

ii)に関連して，式(15-18)の LP 補助問題について考え

る． 𝑡𝑖𝑗
𝑘は定数であるからこのリンクコストの条件の下で

すべてのOD需要を最短経路に配分しなおすことで降下

方向を決定している．利用者均衡配分の定義より，最適

解でない限り，いずれかのODペアが最短経路に配分さ

れていないため，必ず目的関数は現在よりも小さくなる．

部分更新手法においても，選択した起点に関連する一部

のOD需要を最短経路に配分しなおすため，目的関数が

大きくなることはない．しかし，反復回によっては更新

起点に関連するすべてのODペアが最短経路に配分され

ており，部分的な収束により，目的関数が等しくなる可

能性がある．このような場合を考慮し，Zangwill の収束

定理 12)の ii) の a)を拡張する．従来の定理の主張は解以

外では目的関数は減少し続けるということである．この

条件を緩和し，たとえ繰り返し 1 回ごとには ii) の a)を

満たさないことがあったとしても，複数の繰り返し回で

みれば ii) の a)を満たし，解以外ではいずれ目的関数が

減少することを以下の補題 1で示す．  

 

補題 1 

部分更新手法は，一時的に定理 1の ii)の a)を満たさ

なかったとしても，繰り返しを経てやがてこれを満た

す．すなわち，部分更新手法は，一時的に停留したと

しても𝑥𝑘が最適解でない限り，いずれ目的関数は減少

する．また，𝑥𝑘が最適解である場合，ii)の b)を満たし，

目的関数は変化しない． 

証明 

𝒙𝑘 ∉ Ωとする．このとき，利用者均衡配分の定義よ

り，𝒙𝑘の時点で最短経路に配分されていないODペア

を含む起点𝑠𝑟𝜖𝑺が存在する．部分更新のために選択さ

れた起点集合を𝝋とする．𝑠𝑟𝜖𝝋のとき ii)の a)は満たさ

れる．そうでないとき，更新起点に関連するすべての

OD ペアが最短経路に配分されており，部分的な収束

により，𝑓(𝒚𝑘) = 𝑓(𝒙𝑘)となり，ii)の a)を満たさない．

ここで，部分更新手法では起点は確率的に選択される

点に着目する．それぞれの手法である重みが与えられ

ているが，どの起点の選択確率も 0 とはならない．故

に，たとえ一時的に目的関数が停留したとしても，繰

り返しを経ていずれは目的関数を減少させる起点が選

択される． 

   𝒙𝑘 ∈ Ωである場合は，利用者均衡配分の定義より，

いずれの OD ペアもこれ以上所要時間を短くする最短

経路は存在せず，何回配分しなおしても目的関数を小さ

くすることは出来ず，ii)の b)を満たす．◇ 

 

第 64 回土木計画学研究発表会・講演集

 4



 

続いて， iii)に関連して以下の補題 2が成立する． 

 

補題 2 

写像𝔸は閉じている． 

 証明 

部分更新手法のアルゴリズムを表現する写像𝔸は 2

つの写像で構成される． 

1つ目は降下方向の決定に関する写像である． 

𝔻: ℝ𝑚 → ℝ2𝑚 (25) 

𝑥𝑘 → 𝔻(𝑥𝑘) 

=  {(𝑥𝑘 , 𝑝𝑘)/  𝑝𝑘 = 𝑦𝑘 − 𝑥𝑘    } 
(26) 

ここで𝑦𝑘は通常の FW 法であれば，全ODを配分し

なおすことで得られる，最急勾配法に基づく解である．

部分更新手法においては一部の起点由来のODのみを

式(6)のように配分しなおすことで得られる解であり，

𝑦𝑘 ⊂ 𝑋であることが保証される． 

2つ目は一次元探索に関する写像である． 

𝕃: ℝ2𝑚 → ℝ𝑚 (27) 

(𝑥𝑘 , 𝑝𝑘) → 𝕃(𝑥𝑘 , 𝑝𝑘) 

=  {𝑥𝑘+1/ 𝑓(𝑥𝑘+1) = min
0≤𝜆≤1

𝑓(𝑥𝑘 + 𝜆𝑝𝑘)} 
(28) 

これらより写像𝔸は以下のように記述される． 

𝔸:   ℝ𝑚 → ℝ𝑚 (29) 

𝑥𝑘 → 𝔸(𝑥𝑘) =  𝑥𝑘+1 

𝑓𝑜𝑟 𝑘 ∈ ℕ   𝑤𝑖𝑡ℎ 𝔸 = 𝕃𝔻 
(30) 

  よって写像𝔸は閉じている．◇ 

 

5. テストネットワークへの適用 

 

(1) 演算条件 

テストネットワークとして，Anaheim ネットワーク 14)

を利用する．ノード数は 416，リンク数は 914，ODペ

アは 1406，トリップ数は 104,694.40，起点数は 38であ

る．FW 法と一様分布による手法，提案手法A・B・C

のいずれも一次元探索には黄金分割法を用いる．また，

収束条件には式(31)の relative gap5)を用い，その値が

10−4に達した時の演算時間を記録する. 

𝑟 = 1 −
∑ 𝑢𝑠𝑡𝑑𝑠𝑡𝑠∈𝑺,𝑡∈𝑻

∑ 𝑥𝑎𝑡𝑎𝑎∈𝑨

 (31) 

 一様分布による手法，提案手法では各繰り返しにおい

て選択する起点の数を設定する必要があるが，ここでは

総起点数の 10％程度となる 4 起点を選択することとす

る．演算は筆者の環境(CPU: AMD Ryzen 3400G, RAM: 

DDR4-2666, 8GB, OS:Windows10)でPythonによるコーデ

ィングで実装した．なお，最短経路探索にはPythonのラ

イブラリ python-igraphを用いる． 

 

(2) 演算結果 

a) 演算の安定性について 

一様分布による手法と提案手法A・B・Cはランダム性

を含むが，演算の結果が試行によって異なり，ばらつい

てしまっては手法の利用が困難となる．そのため，演算

の安定性について確認する． 

まず，目的関数の安定性について確認する．一様分布

による手法，提案手法A・B・Cで 100回繰り返し演算を

行い，relative gap が10−4に達した時の目的関数の統計指

標を表- 1に示す．比較のため，FW 法で演算した 1回の

値を同時に示しており，括弧内にはFW 法での値を 1と

した際の比を表している．いずれの手法においても目的

関数の平均値はFW 法のものとほとんど差異がなく，ば

らつきを示す変動係数も10−6から10−5のオーダーと十

分に小さい． 

次に，総走行時間の安定性について確認する．本研究

の提案手法はネットワークデザイン問題に適用されるこ

とを想定し，その目的関数である総走行時間の値が安定

的であるかどうかを確認する．一様分布による手法，提

案手法 A・B・C で 100 回繰り返し演算を行い，relative 

gap が10−4に達した時の総走行時間の統計指標を表- 2

表- 1 目的関数の統計指標 
  Uniform distribution Proposed A Proposed B Proposed C FW 

Maximum [× 106] 1.20563 (0.99997) 1.20564 (0.99998) 1.20568 (1.00001) 1.20563 (0.99997) 

1.20567 
(1.00000) 

Minimum [× 106] 1.20560 (0.99994) 1.20560 (0.99994) 1.20561 (0.99995) 1.20560 (0.99994) 

Average [× 106] 1.20561 (0.99995) 1.20562 (0.99996) 1.20564 (0.99998) 1.20561 (0.99995) 

Medium [× 106] 1.20561 (0.99995) 1.20562 (0.99996) 1.20564 (0.99998) 1.20561 (0.99995) 

Standard Deviation  5.29 6.74 15.3 5.25 

Coefficient of Variation [× 10−6] 4.38 5.59 12.7 4.35 
 

表- 2 総走行時間の統計指標 

  Uniform distribution Proposed A Proposed B Proposed C FW 

Maximum [× 106] 1.32267 (0.99742) 1.32265 (0.99741) 1.32304 (0.99770) 1.32269 (0.99744) 

1.32609 
(1.00000) 

Minimum [× 106] 1.32229 (0.99713) 1.32214 (0.99702) 1.32225 (0.99710) 1.32203 (0.99794) 

Average [× 106] 1.32247 (0.99727) 1.32245 (0.99726) 1.32253 (0.99732) 1.32247 (0.99727) 

Medium [× 106] 1.32247 (0.99727) 1.32245 (0.99726) 1.32253 (0.99732) 1.32247 (0.99727) 

Standard Deviation  81.4 99.4 104 83.5 

Coefficient of Variation [× 10−5] 6.16 7.52 7.88 6.31 
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に示す．比較のため，FW 法で演算した 1 回の値を同時

に示しており，括弧内には FW 法での値を 1とした際の

比を表している．いずれの手法においても平均総走行時

間はFW 法のものとほとんど差異がなく，ばらつきを示

す変動係数も10−5のオーダーであり十分に小さい． 

OD 経路コストの安定性についても評価する．一様分

布による手法，提案手法A・B・Cで 100回繰り返し演算

を行い，relative gap が10−4に達した時のOD経路コスト

を真値としてRMSPE(平均平方二乗誤差率)を算出し，そ

の統計指標を表-3 に示す．ここで RMSPE は式(32)で表

される． 

𝑅𝑀𝑆𝑃𝐸 =  √
1

𝑁
 ∑ (

𝑢𝑠𝑡 − 𝑢𝑠𝑡
𝐹𝑊

𝑢𝑠𝑡
𝐹𝑊 )

2

𝑠∈𝑺,𝑡∈𝑻

 (32) 

いずれの手法でも，100 回の演算において生じた誤差

率は10−3のオーダーと十分に小さく，OD 経路コストで

もFW 法と同様な結果が安定的に得られている． 

 これらより，いずれの手法も FW 法と同様の演算の安

定性が確保できている． 

b) 演算時間について 

続いて，各手法の演算時間について確認する．一様分

布による手法，提案手法A・B・Cで 100回繰り返し演

算を行い，relative gapが10−4に達した時の演算時間の

統計指標を表-4に示す．比較のため，FW 法で演算し

た 1回の値を同時に示しており，括弧内にはFW 法で

の値を 1とした際の比を表している．提案手法A・B・

Cにおいて relative gapが10−4を下回った時の平均演算

時間はそれぞれ 1.53秒，1.55秒，2.26秒であり，提案

した 3手法すべてで，一様分布によるの手法の平均演算

時間の 2.44秒，FW 法の 3.00秒の値を下回っている．

特に提案手法A・Bが比較的速い結果を得られており，

一様分布による手法の 1.6倍程度，FW 法の 2.0倍程度

の演算速度を得ることができている． 

次に，1 回の演算を取り出しその推移を確認する．そ

れぞれの手法の時間ごとの relative gap の推移の比較を

図--1に示す．提案手法A・B・Cは一様分布による手法，

FW 法と比較し，早い段階で relative gap の小さな値に到

達している．また, 部分的な更新手法である一様分布に

よる手法と提案手法A・B・Cは relative gap が10−5, 10−6

と減少するのに伴ってFW法との到達時間の差が増加し

ており，現実的な時間制約の中で FW 法が求解出来る解

よりも高い水準の解を得ることができる． 

それぞれの手法の時間ごとの目的関数の推移の比較を

図-2に示す．relative gapと同様に，提案手法A・B・Cは

一様分布による手法，FW 法と比較し，早い段階で目的

関数の小さな値に到達しており，特に提案手法Bは効率

的に目的関数を小さくすることができていることが確認

表- 3 OD経路コストのRMSPEの統計指標 
  Uniform distribution Proposed A Proposed B Proposed C 

Maximum [× 10−3] 4.88 5.77 4.62 4.96 

Minimum [× 10−3] 1.40 1.43 1.21 1.38 

Average [× 10−3] 2.71 2.93 2.58 2.78 

Medium [× 10−3] 2.71 2.93 2.58 2.78 
 

表- 4 演算時間の統計指標[sec] 
 Uniform distribution Proposed A Proposed B Proposed C FW 

Maximum 3.20 (1.07) 2.32 (0.77) 2.36 (0.79) 3.61 (1.20) 

3.00 
(1.00) 

Minimum 1.67 (0.56) 0.97 (0.32) 0.88 (0.29) 1.47 (0.49) 

 Average 2.44 (0.81) 1.53 (0.51) 1.55 (0.52) 2.26 (0.75) 

 Medium 2.40 (0.80) 1.49 (0.50) 1.49 (0.50) 2.23 (0.74) 

Standard Deviation 0.36 0.25 0.32 0.39 
 

 

図- 1  relative gapの推移の比較 

 

図- 2 目的関数の推移の比較 
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できる． 

これらより，提案手法A・B・CはFW 法，一様分布に

よる手法よりも効率的に求解が出来ている． 

c) 繰り返し回数について 

各手法の繰り返し回数について確認する．一様分布に

よる手法，提案手法A・B・Cで 100回繰り返し演算を行

い，relative gapが10−4に達した時の繰り返し回数の統計

指標を表-5に示す．比較のため，FW 法で演算した 1回

の値を同時に示しており，括弧内には FW 法での値を 1

とした際の比を表している． 

提案手法A・B・Cにおいて relative gapが10−4を下回

った時の平均繰り返し回数はそれぞれ165.8回，172.3回，

261.6回であり，提案した 3手法すべてで，一様分布によ

る手法の平均繰り返し回数の 282.9 回を下回っている．

特に提案手法A・Bが比較的小さい結果を得られており，

一様分布による手法の 0.6 倍程度に縮減されている．更

新起点数が同じであるため，これは提案手法が繰り返し

1 回あたりの質を比較的向上させていることを意味する．

また，一様分布による手法，提案手法A・B・Cでの平均

繰り返し回数は，FW 法の繰り返し回数よりも 3.0 倍か

ら 6.0 倍程度増加しており，1 回あたりの繰り返し演算

量を減少させる代わりに，繰り返し回数を増加させるこ

とで全体の演算効率化を実現している． 

これらより，全体の演算効率化には，繰り返し 1回あ

たりの演算量と繰り返し回数のバランスが重要であり，

適切な演算削減量，すなわち起点の更新割合が存在する

のではないかと考えられる． 

d) 更新起点割合について 

適切な起点の更新割合について確認する．一様分布に

よる手法，提案手法 A・B・C において更新起点割合を

10％ずつ増加させ，それぞれ 100回繰り返し演算を行い，

relative gapが10−4に達した時の演算時間，繰り返し回数

を記録する． 

演算時間についての箱ひげ図を図 3から図 6に，繰り

表- 5 繰り返し回数の統計指標 

 Uniform distribution Proposed A Proposed B Proposed C FW 

Maximum 381.0 (7.78) 237.0 (4.84) 266.0 (5.43) 414.0 (8.45) 

49.0 
(1.00) 

Minimum  188.0 (3.84) 108.0 (2.20) 97.0 (1.98) 174.0 (3.55) 

Average 282.9 (5.77) 165.8 (3.38) 172.3 (3.52) 261.6 (5.34) 

Medium 280.0 (5.71) 164.0 (3.35) 164.0 (3.35) 254.0 (5.18) 

Standard Deviation 40.7 26.2 37.6 45.5 

 

図- 3 一様分布による手法の更新起点割合別演算時間 

 

図- 4 提案手法Aの更新起点割合別演算時間 

 

図- 5 提案手法Bの更新起点割合別演算時間 

 

図- 6 提案手法Cの更新起点割合別演算時間 
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返し回数についての箱ひげ図を図 7から図 10に示す． 

まず，演算時間，繰り返し回数ごとに確認する．演算

時間については，起点更新割合の変化に伴って変化して

おり，それぞれの手法で最適な更新割合が存在する．ま

た，その割合はそれぞれの手法で異なる．繰り返し回数

については，いずれの手法も，更新起点割合の増加に伴

って減少傾向がみられ，全起点更新，すなわちFW 法と

同様となる場合の繰り返し回数である 49 回へと収束す

る．また，一部の試行では FW 法の繰り返し回数を下回

っているものがあり，部分更新であるにもかかわらず，

全起点の更新よりも少ない繰り返し回数で求解が出来て

いる．これは不要な起点の更新を避けることで，FW 法

の弱点である解の振動を抑制出来た結果であると考えら

れる． 

 次に手法ごとに確認する．一様分布による手法では，

最適更新割合は 40％である．他の手法と比較し，同一の

更新割合内でばらつきが大きくなっているが，これは一

様分布に基づく起点更新のため，試行による起点選択の

ばらつきが大きくなることに起因する．また，更新割合

の変化に対する演算時間の変化が他の手法に比べ小さく，

特に更新割合が 20％から 50％にかけて演算時間にほと

んど変化がみられず，一回当たりの演算量の増加と繰り

返し回数が変化しても総演算時間が変化しないことがわ

かる．これより，効率の良い演算には，単なる演算量の

削減だけでなく更新する必要性の高い起点を選択する必

要性があることが確認できる． 

提案手法Aでは，最適な起点更新割合は 20％である．

一様分布による手法と同様，同一の更新割合内でばらつ

きが大きいが，これは提案手法Aが混雑リンクを確率的

に選択し，更新起点を確率的に選択するという 2段階の

ステップを要することに起因していると考えられる． 

提案手法B では，最適な起点更新割合は 30％であり，

この時の演算時間の中央値 1.28秒はすべての手法・すべ

ての更新割合の中で最も短く FW 法の 2.3 倍程度の演算

速度が得られている．一方で，最適更新割合における繰

り返し回数は， FW 法と大きな差異はない．したがって，

この割合に基づいたとき，提案手法Bにおける各繰り返

しあたりにおける解の更新も優れた結果となっている． 

提案手法C では，最適な起点更新割合は 50％である．

提案手法Bと同様に，最適更新割合における繰り返し回

数は， FW 法と大きな差異はない．したがって，この割

合に基づいたときは，提案手法Cにおける各繰り返しあ

たりにおける解の更新も優れた結果となっている． 

これらのことから起点には更新の必要性の高いものと

 

図- 7 一様分布による手法の更新起点割合別繰り返し回数 

 

図- 8 提案手法Aの更新起点割合別繰り返し回数 

 

図- 9 提案手法Bの更新起点割合別繰り返し回数 

 

図- 10 提案手法Cの更新起点割合別繰り返し回数 
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そうでないものが存在し，全起点を更新するFW 法や一

様分布に基づく部分更新手法では降下ベクトルに大きな

影響を与えないものも含まれているとみられる．これら

の更新にも計算負荷がかかるため，演算時間が大きくな

るものと考えられる．したがって，更新起点割合と重み

の与え方の組み合わせを適切に設定することで，更新の

必要性の高い起点を効率的に更新することが可能である． 

最後に，目的関数の推移についても確認する．それぞ

れの手法の最適更新割合における時間ごとの目的関数の

推移の比較を図-11 に示す．それぞれの手法の更新割合

10％における時間ごとの目的関数の推移の比較を行った 

図-2と比較し，目的関数は急速に低下していることが確

認でき，解の更新が停滞するような様子は生じていない

ことから，効率的に求解が出来ている．このことは，求

解に必要な起点の選択・更新が効率的であることを意味

しており，更新起点の数を増加させることによって，こ

れを可能としている．また，演算時間の最も短くなった

提案手法Bは総走行時間によって起点に重み付けしてお

り，OD 需要を判断基準に加えたことが，求解に必要な

起点の効率的な選択・更新を可能としている． 

 

6. おわりに 

本研究では利用者均衡配分の解法であるFW法の演算

効率化のための手法を提案した．提案手法は先行研究の

起点の部分更新の着想に基づき，求解中に得られる情報

を用いた起点への重み付けによって確率的に起点を選択

し更新する 3つの手法を提案し定式化を行った．提案手

法ではそれぞれ，混雑リンクの起点別リンク交通量，起

点別の総走行時間，起点別の総リンクコストによって起

点に重み付けし，起点を選択した．また，これらの部分

更新の手法が収束することの証明も示した． 

提案した手法，および先行研究の手法をAnaheim ネッ

トワークに適用し，パフォーマンスを比較した結果，起

点の部分更新において重み付けを用いる提案手法は，安

定的かつ従来の手法よりも効率的な求解が可能であるこ

とが明らかとなった．また，更新起点割合が演算時間に

関係し，最も適切な条件下では FW 法の 2.3 倍程度の演

算速度が得られた．起点には更新の必要性の高いものと

そうでないものが存在するとみられ，更新起点割合と重

みの与え方の組み合わせにより更新の必要性の高い起点

を効率的に更新することが可能である． 

本研究では，OD 需要を考慮した提案手法Bが最も速

い演算速度を得られたが，この結果の解析的な意味あい

は明らかに出来ていない．また，他のネットワークに適

用した場合には，適切な手法や更新割合は異なる可能性

がある．今後は，各手法の演算速度について解析的な解

釈を得ることで，他のネットワークでも適用可能な理論

づくりを行う．また，本研究では確率の与え方について，

重みを単純に総和で割ることで算出したが，効率的な起

点選択のため，多項ロジットモデルに基づく確率の与え

方など他の手法も検討する．本研究の提案手法はFW 法

における解の更新の部分の最短経路探索と降下方向の決

定の部分の改良であり，Conjugate direction Frank-Wolfe 

Methods7)など他の部分の改良手法と組み合わせが可能

であるが，全起点更新の FW 法への適用を前提としたも

のも少なくないだろう．これらの手法と組み合わせた場

合の影響などについても確認する必要がある． 

 

 

 

図- 11 最適更新割合における目的関数の推移の比較 
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