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本研究では，タンデムボトルネック・ネットワークにおいてスケジュール遅れ時間の価値が異なる利用者が
存在する状況における動的システム最適 (DSO)配分と動的利用者均衡 (DUE)配分の解析的解法および両者の対
応関係を解明する．具体的には，まず，DSO配分を対象に最適輸送理論および動的計画法の枠組みを活用した
解析的解法を構築する．次に，スケジュールコスト関数の形状に関する緩い仮定のもとで DUE状態と DSO状
態が 1対 1対応することを，両者を結びつける closed-form関係式の導出をもって明らかにする．このことは
DUE配分の解析解が，DSO配分の解析解を経由して導出できること意味する．最後に解析的に得られた DSO
状態と DUE状態の類似点および相違点を具体例を用いて示す．
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1. はじめに

(1) 背景
道路交通における渋滞の多くは，需要が特定の時間

帯に集中し，道路容量を超過することで発生するボト
ルネック渋滞である．この渋滞の緩和策として，交通
需要の時間方向の分散を促す Transportation Demand
Management (TDM)施策の必要性が従来から認識され
ている．このような施策を設計・評価する際に重要と
なるのが，物理的な交通流ダイナミクス (供給サイドの
条件)だけでなく，利用者の出発時刻選択行動 (需要サ
イドの条件)を陽に考慮することである．出発時刻選択
問題はこの要請に答える理論モデルのひとつである．
出発時刻選択問題の基本的な枠組みは，ボトルネック

における待ち行列ダイナミクスと利用者の費用最小化
原理に基づく出発時刻選択行動の相互作用の結果生じ
る動的な均衡状態 (DUE : Dynamic User Equilibrium)
を求めるというものである．ここで利用者は，ボトル
ネックにおける待ち行列遅れ時間に加えて，その待ち行
列に巻き込まれることに起因する終点への実到着時刻と
希望到着時刻との開き (スケジュール遅れ時間)を考慮
して，自身の旅行費用を最小化するように出発時刻を選
択する．この出発時刻選択問題に関する研究は，単一ボ
トルネックにおいて均質な利用者 (i.e.,希望到着時刻や
遅れ時間価値が同一な利用者)を仮定した基本モデルを

中心に発展してきた1)．そこでは均衡解 (フローパター
ン)の存在・一意性といった理論的性質に加えて，動的
な社会的最適状態 (DSO : Dynamic System Optimal)
を達成する最適混雑料金価格の設定方策などが明らか
にされている2),3),4),5)．

この基本モデルの重要な拡張のひとつとして，利用
者の異質性の考慮が挙げられる．この点については出
発時刻選択問題の黎明期から，希望到着時刻や待ち行
列遅れ時間・スケジュール遅れ時間の時間価値の異質性
など様々な枠組み下での解析が存在する1)．そこでは，
均衡フローパターンにおける希望到着時刻や時間価値
に準じたソーティング特性などが明らかにされている．
さらに，時間価値が異なる利用者の存在下では，DSO
状態を達成するための最適混雑料金価格の設定方策が，
均質利用者を仮定した場合と本質的に異なることも示
されている6),7),8),9),10),11)．

基本モデルの展開の別の方向性として，複数ボトル
ネックが存在するネットワーク（i.e., コリドー・ネッ
トワーク) への空間構造の拡張がある．Kuwahara12)，
Arnott et al.13)では，それぞれタンデムボトルネック・
ネットワーク，Y字ネットワークを対象として，空間構
造の縮約可能性を示し，単一ボトルネックのケースと
の対応を明らかにしている．Akamatsu et al.14)は，到
着時刻ベースの変数を導入 (i.e.,ラグランジュ座標系ア
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プローチ)することにより，数理構造が明快な線形相補
性問題として定式化し，均衡解の基礎的性質を示して
いる．
このように，利用者の異質性および空間構造の拡張

について各々の方向性で一定の理論蓄積が存在する．そ
の一方で両者を同時に考慮した状況下における解析は
ほとんど存在しない．単独でも均衡解の特徴を定性的
に変え得るこれらの拡張要素を統合した出発時刻選択
問題の解析が求められる．

(2) 目的
本研究では，コリドー・ネットワークにおける解析

の第一段階として，タンデムボトルネック・ネットワー
クにおいて，利用者のスケジュールコストの異質性を
考慮した出発時刻選択問題の性質を解明する．具体的
には，上記枠組みのもとで 2つの配分原則に従う出発
時刻選択問題；DUE配分と DSO配分の解析的解法お
よび両者の対応関係を明らかにする．
本研究では，上記の目的を次に示す解析アプローチ

により達成する．まず，DSO配分を無限次元線形計画
問題として定式化する．そして，最適輸送理論の枠組
みを活用することで，動的計画法のように上流側ボト
ルネックに関する変数から順番に解析解を得られるこ
とを明らかにする．次に，DUE配分を無限次元相補性
問題として定式化する．ここで，DSO配分と DUE配
分の問題構造上の類似点に着目し，スケジュールコス
ト関数の形状に関する緩い仮定のもとではDUE状態と
DSO状態が 1対 1対応することを，両者を結びつける
closed-form関係式の導出をもって明らかにする．この
ことは，DUE配分の解析解が，DSO配分の解析解を経
由して導出できること意味している．最後に，ここま
でで解析的に得られたDSO状態とDUE状態のフロー
パターン，コストパターンの対応関係を示す．

(3) 本稿の構成
本稿の構成を次に示す．続く 2.において，DSO配分

と DUE配分に共通の事項について述べる．次に 3.で
DSO配分の解析的解法を示し，4.で DUE配分の解析
的解法およびDSO状態とDUE状態との対応関係を示
す．最後に 5.にて本研究のまとめと今後の課題を示す．

2. モデル

本稿では，起点ノードが 2つ，終点ノードが 1つ存
在するコリドー・ネットワークを解析対象とする．最
下流の終点ノードのインデックスを 0とし，起点ノー
ドのインデックスは上流に向かって昇順に 1, 2とする
(図–1 )．起点ノード集合をN ≡ {i | i = 1, 2}と表す．起

12 0

図–1 2起点 1終点コリドー・ネットワーク

点 iの直下流リンクのインデックスを iと対応付ける．
各リンクにはボトルネックが存在し，その容量を µiと
する．ただし下流側ボトルネックの方が容量が大きい
ものとする (i.e.,µ2 < µ1)．起点 iから終点 0までの自由
走行時間を di と表す．
ネットワーク上を旅行する各利用者の終点希望到着時

刻 tdは同一の td = 0とする．実際の到着時刻 t ∈ T が希
望到着時刻 tdと異なる場合，その “ずれ”から評価され
るスケジュールコストを経験する．このスケジュールコ
ストは，利用者が所属するグループごとに異なるものと
する．利用者グループの集合をK = {k | k = 1, 2, ...,K}
と表記する．グループ kに属する利用者が時刻 tに終
点 0へ到着するときに経験するスケジュールコストを
αks(t)と表す．ここで，s(t)は t = 0を頂点とする狭義
凸関数である (i.e.,s(0) = 0, ṡ(0) = 0)；αk はスケジュー
ル遅れ時間を金銭価値換算した交通費用に変換するパ
ラメータであり α1 > α2 > ... > αK > 0が成立している．
つまり kが小さい利用者グループほどスケジュールコ
ストの価値が大きい．起点 i，利用者グループ kの利用
者の総数は与件であり Qk

i と表す．
各利用者は，通過ボトルネックにおける待ち行列遅

れ時間と通行リンクにおける自由走行時間およびスケ
ジュールコストを経験する．起点 i，グループ kの利用
者が時刻 tに終点へ到着したときに経験する交通費用
は次のように計算される1：

Ck
i (t) = αks(t) + β

di +
∑
j; j≤i

ŵ j(t)

 ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (1)

ここで ŵi(t)は，終点到着時刻別に定義 (i.e.,ラグラン
ジュ座標系アプローチ14))されるボトルネック待ち行列
遅れ時間であり，具体的には時刻 tに終点 0に到着する
利用者がボトルネック iで経験する待ち行列遅れ時間2

を表す．β は自由走行時間と待ち行列遅れ時間を交通
費用に換算するパラメータであり，本研究では利用者
グループによらず β = 1とする (i.e.,待ち行列遅れ時間
と自由走行時間に対するコスト感度に，利用者の異質
性を仮定しない)．以降では sk(t) ≡ αks(t)をスケジュー
ルコスト関数，ŵ j(t)を待ち行列遅れコストと呼ぶ．ス
ケジュールコスト関数 sk(t), (k = 1, 2) の形状を図–2に

1 本稿では，式 (1) のように t ∈ ∀T が明白である場合は，これを
しばしば省略する．

2 待ち行列ダイナミクスについては，4章 DUE配分において後述
する．
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図–2 スケジュールコスト関数

示す．

3. 動的システム最適配分

本章では，DSO配分の解析解を問題の階層分解手法
および最適輸送理論の枠組みを用いて導出する．具体
的には，まず，3.(1)において DSO配分 [DSO-LP] を
無限次元線形計画問題として定式化する．続いて 3.(2)
で，[DSO-LP]をひとつのマスター問題とボトルネック
数個のサブ問題に階層分解する．そして，3.(3)，3.(4)
でそれぞれサブ問題，マスター問題の解析解を導出す
る．最後に，3.(5)にて最終的に得られる DSO配分の
解析解を示す．

(1) 定式化
本研究では，DSO状態を「全ボトルネックにおいて

待ち行列が発生しないという条件のもとで総交通費用
がされた交通状態」と定義する．この定義に基づくと，
DSO配分は次の 3つの制約条件と目的関数から構成さ
れる無限次元相補性問題として定式化される：
需要の保存条件 需要の保存条件は，配分対象時間

帯 T において，全利用者が終点まで必ずトリップを行
うことを保証する条件である．起点が i，グループが k
であり時刻 tに終点 0へ到着する利用者の終点到着交
通流率 qk

i (t)の時間積分が Qk
i に一致することを表す等

式制約条件として書ける：∫
T

qk
i (t)dt = Qk

i ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (2)

ここで T は配分対象時間帯を表す．
ボトルネック容量制約条件 ボトルネック容量制約

条件は，DSO状態においていかなる時間帯でもボトル
ネックに待ち行列が発生しないことを保証する条件で
ある．この条件は，ある時刻に終点に到着する利用者の
フローが，通行してきたボトルネックの容量以下であ
ることを表す不等式制約条件として次のように書ける：∑

j; j≥i

y j(t) ≤ µi ∀i ∈ N . (3)

ここで yi(t)は起点が iであり時刻 tに終点 0へ到着す
る利用者の終点到着交通流率である．
起点別フローの保存条件 起点別の終点到着交通流
率 yi(t)とグループ別の終点到着交通流率 qk

i (t)は次の関
係を持つ：

yi(t) =
∑
k∈K

qk
i (t) ∀i ∈ N . (4)

目的関数 DSO状態において，利用者はボトルネッ
ク待ち行列遅れコストを経験することなく，自由走行
時間で各リンクを通行し終点に到着する．そのため，全
利用者が終点までトリップを行ったときに発生する総
交通費用は次のように計算される：∑

i∈N

∑
k∈K

∫
T

qk
i (t)Ck

i (t)dt

=
∑
i∈N

∑
k∈K

∫
T

qk
i (t)
{
di + sk(t)

}
dt

=
∑
i∈N

∑
k∈K

diQk
i +
∑
i∈N

∑
k∈K

∫
T

sk(t)qk
i (t)dt (5)

式 (5)の第 1項は総リンク自由走行時間を表し，これは
フローパターンに関わらず常に定数となる．式 (5)の第
2項は総スケジュールコストを表す．これより第 2項を
DSO配分の目的関数とする．
これらの制約条件，目的関数を用いて，DSO配分は

次のように定式化される：

[DSO-LP]

min
{yi(t)}≥0,{qk

i (t)}≥0

∑
i∈N

∑
k∈K

∫
T

sk(t)qk
i (t)dt (6)

s.t. (2), (3), (4).

この問題 [DSO-LP]の最適性条件は次のように表される：

[DSO-LP-OC]

(2), (4),
∑
j; j≥i

y j(t) = µi if pi(t) > 0∑
j; j≥i

y j(t) ≤ µi if pi(t) = 0
∀i ∈ N , (7)


∑
j; j≤i

p j(t) + sk(t) = ρk
i if qk

i (t) > 0∑
j; j≤i

p j(t) + sk(t) ≥ ρk
i if qk

i (t) = 0

∀i ∈ N , ∀k ∈ K . (8)

3
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ここで ρk
i , pi(t)は，それぞれ需要の保存条件 (2)とボト

ルネック容量制約条件 (3)に対応する双対変数である．
双対変数の最適解は，DSO状態を達成するための政

策を考える際に重要な意味を持つ．具体的には，双対変
数 pi(t)の最適解は，DSO状態を達成するボトルネック
ベースの最適混雑料金価格3を意味する．そして双対変
数 ρk

i の最適解はそのようにして達成された DSO状態
における均衡コストを表す．このことは [DSO-LP]の
最適性条件 [DSO-LP-OC]が，最適混雑料金制度導入
下における均衡問題として解釈できることより確認で
きる4．このとき，式 (8)は出発時刻選択条件に対応す
る．以降では主問題の変数に加えて，双対変数の最適
解も解析的に導出する．

(2) 解析解導出の方針と問題の階層分解

本研究では，次のアプローチにより，[DSO-LP]の解
析解を導出する．まず，[DSO-LP]の決定変数を分離す
ることで，ひとつのマスター問題と，ボトルネック数
個のサブ問題に階層分解する．次に，階層分解された
各サブ問題が最適輸送問題の構造を持つことに着目し，
最適輸送理論の枠組みを活用することで解析解を導出
する．そして，導出された解析解を用いることで，動
的計画法のように，マスター問題の解を上流ボトルネッ
ク側から順番に得られることを示す．そして，得られ
たサブ・マスター問題の最適解を組み合わせることで，
[DSO-LP]の解析解を導出する．
では，決定変数を分離することで [DSO-LP]を階層

分解していこう．具体的には，起点別の終点到着交通
流率 yi(t)を決定するマスター問題，起点/グループごと
の終点到着交通流率 qk

i (t)を決定するボトルネック数個
のサブ問題に分解する：

[DSO-LP-Master]

min
{yi(t)}≥0

∑
i∈N

ZS∗
i (y) (9)

s.t.
∑
j; j≥i

y j(t) ≤ µi ∀i ∈ N · · · pi(t) (10)

3 厳密には β−1pi(t) が金銭価値の次元を持つ最適混雑料金価格で
あるが，pi(t) の意味が最適な混雑料金水準であることに変わり
はないので，本稿の以降では pi(t)を単に最適混雑料金価格と呼
ぶ．

4 Tradable network permitスキーム15),16) 導入下では，これら双
対変数 ρk

i , pi(t) はそれぞれ均衡コストおよびボトルネック通行
権価格を表す．

[DSO-LP-Sub(i)]

ZS∗
i (yi) ≡ min

{qk
i (t)}≥0

∑
k∈K

∫
T

sk(t)qk
i (t)dt (11)

s.t.
∫
T

qk
i (t)dt = Qk

i ∀k ∈ K · · ·ρk
i (12)∑

k∈K
qk

i (t) = yi(t) ∀t ∈ T · · · bi(t) (13)

マスター問題およびサブ問題の各制約条件式には対応
する双対変数を付記している．
ここでサブ問題とマスター問題の双対変数 (コスト
変数)の関係を，両者の最適性条件を通して整理する．
まず，サブ問題 [DSO-LP-Sub(i)]の最適性条件を次に
示す：

[DSO-LP-Sub(i)-OC]

(12), (13),bi(t) + sk(t) = ρk
i if qk

i (t) > 0

bi(t) + sk(t) ≥ ρk
i if qk

i (t) = 0
∀k ∈ N . (14)

続いて，マスター問題の最適性条件を導く．包絡線定
理よりサブ問題の最適値関数について以下が成立する：

∂ZS∗
i (y)

∂yi(t)
= b∗i (t | yi(t)) ∀i ∈ N . (15)

これよりマスター問題の最適性条件はサブ問題の双対
変数 bi(t) 5を含む形で次のように書ける：

[DSO-LP-Master-OC]
∑
j; j≥i

y j(t) = µi if pi(t) > 0∑
j; j≥i

y j(t) ≤ µi if pi(t) = 0
∀i ∈ N (16)


bi(t) =

∑
j; j≤i

p j(t) if yi(t) > 0

bi(t) ≤
∑
j; j≤i

p j(t) if yi(t) = 0
∀i ∈ N (17)

これらサブ問題とマスター問題の最適性条件 [DSO-
LP-Sub(i)-OC], [DSO-LP-Master-OC]より，サブ問題
の双対変数 bi(t)は，起点が iである利用者が，時刻 tに
終点 0に到着したときに経験する最適混雑料金価格の
合計∑ j; j≤i pi(t)であることが解釈できる．

5 式 (15) では yi(t) が b∗i (·) のパラメータであることを明示的に表記しているが，以降では特に注意が必要な場合を除き，簡単に
b∗i (t) と書く

4
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図–3 補題 3.1の解釈：サブ問題のフローパターン

(3) サブ問題の構造と性質
サブ問題 [DSO-LP-Sub(i)]は，各ボトルネック iにつ

いて，総需要であるQk
i と時々刻々の起点別の終点到着

交通流率 yi(t)によって定まる 2つの制約条件を満たし
ながら，総交通費用を最小化する qk

i (t)を求める問題で
ある．こうした問題は最適輸送理論の分野17) では，二
重制約型の最適輸送問題として知られており，輸送コ
スト関数 (i.e.,スケジュールコスト関数)が劣モジュラ
性や優モジュラ性と呼ばれる性質を備えれば，解析解
を得られることが知られている．そのため，スケジュー
ルコスト関数がこうした性質を満足することを示せれ
ば，最適輸送理論の枠組みを用いて解析解を導出でき
ることが期待される6．
結果として得られるフロー変数の解析解を次の補題

に示す：

補題 3.1 (サブ問題の解析解). サブ問題 [DSO-LP-Sub(i)]
の解析解は以下である：

qk∗
i (t) =

yi(t) if ∀t ∈ T k
i \T k−1

i

0 oterwise
∀k ∈ K , ∀i ∈ N .

(18)

ここで T k
i は，境界時刻 tk−

i , t
k+
i を用いて T k

i ≡
[tk−

i , t
k+
i ], T 0

i ≡ ∅ と定義される．境界時刻 tk−
i , t

k+
i は

6 Akamatsu et al.18) は，単一ボトルネック (i.e.,制約条件 (13)の
y∗i (t)が時間を通じて一定の µi であるケース)において，本研究
と同様に最適輸送理論の枠組みを用いて解析解が導出できるこ
とを明らかにしている．

kに対して次の方程式の解として求まる：
∫ tk+

i

tk−
i

yi(t)dt =
∑
l;l≤k

Ql
i

s(tk−
i ) = s(tk+

i )

(19a)

(19b)

証明は付録に示す7．補題 3.1の式 (19a)，(19b)は，サ
ブ問題の最適フロー・パターンについて，利用者フルー
プに関する次のソーティング特性が成立することを意
味している：

tK−
i < ... < tk−

i < ... < 0 < ... < tk+
i < ... < tK+

i (20)

すなわち，より時間価値の高い利用者の方がより希望
到着時刻 t = 0に近い時間帯に終点に到着する．
このソーティング特性が成立することは，次のように
スケジュールコスト関数との関係を考えていけば理解す
ることができる．図–3は方程式 (19)の解として得られ
る境界時刻 tk−

i , t
k+
i が満たすべきフロー/コストの関係を

表したものである．横軸に終点到着時間軸をとり，上段
には yi(t)，下段には s(t)を示している．方程式 (19)は，
k = 1から昇順に解くことができる．そして，任意の k
に対して方程式を解くということは，関数 s(t)の値が
同一 (19b)でありながら，その範囲で yi(t)を積分すれ
ば需要保存条件 (19a)が成立する境界時刻 tk−

i , t
k+
i を求

めることに相当することが読み取れる．ここで∑l;l≤k Ql
i

は kに対して単調増加であり，関数 s(t)が狭義凸関数8

であることを踏まえれば，関係式 (20)に示すソーティ
ングが成立することがわかる．
フロー変数と同様に，コスト変数 (双対変数)の解析
解も次のように導出することができる：

補題 3.2 (サブ問題の双対変数の最適解). サブ問題 [DSO-
LP-Sub(i)]の双対変数の最適解は以下である：

ρk∗
i =
∑
l;l≥k

αls(Tk
i ) ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (21)

b∗i (t) = max
k∈K

{
ρk∗

i − sk(t)
}

= ρk∗
i − sk(t) t ∈ T k

i \T k−1
i ∀i ∈ N . (22)

where αk = αk − αk+1, αK+1 = 0

ここで Tk
i ≡ tk+

i − tk−
i であり，関数 s(T)は方程式 s(t) =

s(t − T)の解 t⋆ を用いて s(T) ≡ s(t⋆)と定義される9．

補題 3.2は，マスター問題の最適解 y∗i (t)を与件とすれ
ば，コスト変数の最適解が次の手続きによって求まる
ことを意味している．まず，補題 3.1の方程式 (19) よ

7 本稿では以降の命題・補題・系の証明はすべて付録に示す．
8 本研究では関数 s(t) を狭義凸関数と仮定しているが，直観的な
わかりやすさを優先して本稿の挿入図では区分線形関数を用い
ている．

9 関数 s(t) の狭義凸性より関数 s(T) は，T に対して狭義単調増加
である．

5
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図–4 補題 3.2の解釈：サブ問題のコストパターン

り，各グループの境界時刻 tk−
i , t

k+
i が定まる．これによ

り到着時間幅 Tk
i = tk+

i − tk−
i が決定できるので，式 (21)

より均衡コスト ρk
i が求まる．そして，均衡コスト ρk

i を
用いて，式 (22)より b∗i (t)を決定することができる．
図–4はサブ問題のコスト変数が最適解において満た

すべき関係を K = 3の具体ケースを用いて示したもの
である．図の横軸は終点到着時刻，縦軸はコストを表
し，各グループ kについて曲線 ρk

i − sk(t)を図示してい
る．グループ kの均衡コスト ρk∗

i は曲線 ρk
i − sk(t)の頂点

に相当すること，双対変数 b∗i (t)は曲線群 {ρk
i − sk(t)}の

kについての上側包絡線で得られることが確認できる．

(4) マスター問題の構造と性質
マスター問題 [DSO-LP-Master]は，サブ問題の双対
変数が最適解において特定の条件を満足する場合に，そ
の解析解を得ることができる：

補題 3.3 (マスター問題の解析解). 各サブ問題の双対変
数の最適解が次の関係：

b∗1(t) < b∗2(t) ∀t ∈ T (23)

を満足するとき，マスター問題の最適解は以下である：

y∗i (t) =

µi if t ∈ T K
i

0 otherwise
∀i ∈ N . (24)

where µ1 ≡ µ1 − µ2, µ2 ≡ µ2.

条件式 (23) は，[DSO-LP-Master-OC] を踏まえれば，
y∗2(t) > 0である時間帯に最適混雑料金価格p∗2(t) = b∗2−b∗1
がに常に正であるための条件を意味する．式 (24)は，こ
の条件が満足されている場合，[DSO-LP]の起点別の終
点到着交通流率の解析解が，上流側から順番に決定で
きることを意味する．すなわち，動的計画法のように
マスター問題の解析解が得られる．
この条件式 (23)の成立可否は，各グループの利用者

の到着時間幅を用いて，十分条件的に判定することが
できる．

補題 3.4. [DSO-LP]のパラメータが，次に示す条件を
満足している場合，条件式 (23)が成立する：∑

l;l≥k

αl

 1
µ1

∑
l;l≤k

Ql
1

 <∑
l;l≥k

αl

 1
µ2

∑
l;l≤k

Ql
2

 ∀k ∈ K (25)

補題 3.4は，DSO配分で与件となる時間価値パラメー
タ，需要，ボトルネック容量の関係から，動的計画法の
適用可能性を判定できることを意味している．

(5) DSO配分の解析解
ここまでで得られたマスター問題の解析解 (24)を，サ

ブ問題の解析解 (18)に代入することで，[DSO-LP]全
体の解析解を導出できる：

命題 3.1 (DSO配分の解析解). 問題 [DSO-LP]の最適解
は以下である：

y∗i (t) =

µi if t ∈ T K
i

0 otherwise
∀i ∈ N . (26)

qk∗
i (t) =

µi if t ∈ T k
i \T k−1

i

0 otherwise
∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (27)

ρk∗
i =
∑
l;l≥k

αls(Tk
i ) ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (28)

p∗i (t) =


ρk∗

i − sk(t) −
∑
j; j<i

p∗j(t) if t ∈ T k
i \T k−1

i

0 otherwise
∀i ∈ N .

(29)

where T k
i = [tk−

i , t
k+
i ], T 0

i = ∅ ∀i ∈ N .

Tk
i =

∑
l;l≤k Ql

i

µi
∀k ∈ K , ∀i ∈ N .

命題 3.1から得られるDSOパターンの具体例 (K = 2)
を図–5に示す．図–5の上図はDSOフローパターン，下
図はDSOコストパターンを表す．上下図ともに横軸は
終点到着時刻を表し，縦軸はそれぞれフロー，コスト
を表している．起点が同じである場合，時間価値のよ
り高い利用者グループがより希望到着時刻に近い時刻
に到着するというソーティング特性が成立しているこ
とが読み取れる．

4. 動的利用者均衡配分

本章では，前章で得られたDSO配分の解析解を用い
て，DUE配分の解析解を導出する．まず，4.(1)におい
てDUE配分を無限次元線形相補性問題として定式化す
る．続いて 4.(2)において，DSO配分とDUE配分の問

6
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図–5 DSO状態におけるフローパターンとコストパターン

題構造上の類似点に着目したDUE配分の解析的解法を
示す．ここでは，DUE配分の均衡解が，DSO配分の解
析解を用いて表現される．最後に，4.(3)にて DSO状
態と DUE状態の対応関係をまとめる．

(1) 定式化
DUE配分の定式化を行うにあたり，新たに待ち行列

遅れコストを表す変数および各ボトルネックの流入/流
出時刻を表す変数を導入する．具体的には，時刻 tに
終点に到着する利用者が，ボトルネック iで経験する待
ち行列コストを ŵi(t)と定義する．そして，時刻 tに終
点 0へ到着する利用者の，ボトルネック iへの流入時刻
およびボトルネック iからの流出時刻をそれぞれ τi(t),
σi(t)とする．これらの時刻変数と待ち行列遅れの関係
を図–6に示す．図–6は，時刻 tに終点に到着する利用
者が，各ボトルネックにいつ流入しいつ流出したかを
ひとつの時間軸上で表現したものである．解析に影響
を与えない自由走行時間を省略すれば，これら時刻変
数について次の関係が成り立つ：

τi(t) + ŵi(t) = σi(t) ∀i ∈ N . (30)

σi(t) = t −
∑
j; j<i

ŵi(t) ∀i ∈ N . (31)

式 (30)は各ボトルネックで FIFO原則が成立すること
を意味している．また τi(t)を消去することで式 (31)が
得られる．

DUE状態においては，ボトルネックにおける待ち行
列条件，需要の保存則，利用者の出発時刻選択条件の 3
つの均衡条件を満足する必要がある．時刻 tに終点へ到
着する起点 i・グループ kの利用者の終点到着交通流率
を q̂k

i (t)とする．また，時刻 tに終点へ到着する起点が

BN2 BN1

BN2 BN1

図–6 到着時刻座標系における時刻変数の関係

iである利用者の終点到着交通流率を ŷi(t) ≡
∑

k∈K q̂k
i (t)

とする．各均衡条件は具体的に次のように表される．
待ち行列条件 本研究ではボトルネックにおける待
ち行列の進展を point queueモデルで表現する．この
とき待ち行列条件は次に示す相補性条件として書き下
せる14),18)：
∑
j; j≥i

ŷ j(t) = µiσ̇i(t) if ŵi(t) > 0∑
j; j≥i

ŷ j(t) ≤ µiσ̇i(t) if ŵi(t) = 0
∀i ∈ N (32)

出発時刻選択条件 DUE状態における起点 i・グルー
プ kの利用者の均衡コストを ρ̂k

i とする．出発時刻選択
条件は，次に示す相補性条件によって表現できる：

sk(t) +
∑
j; j≤i

ŵi(t) = ρ̂k
i if q̂k

i (t) > 0

sk(t) +
∑
j; j≤i

ŵi(t) ≥ ρ̂k
i if q̂k

i (t) = 0
∀k ∈ K , ∀i ∈ N .

(33)

需要の保存条件 需要の保存条件は，均衡コスト ρ̂k
i

を用いて相補性条件の形式で次のように書ける：
∫
T

q̂k
i (t)dt = Qk

i if ρ̂k
i > 0∫

T
q̂k

i (t)dt ≤ Qk
i if ρ̂k

i = 0
∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (34)

これらの均衡条件式を用いて，DUE配分は無限次元線
形相補性問題として次のように定式化される：

[DUE-LCP]

find {ρ̂k
i } ≥ 0, {ŵi(t)} ≥ 0, {̂qk

i (t)} ≥ 0

such that (32), (33), (34).

(2) DUE配分の解析解の導出
本研究では，次のアプローチによって [DUE-LCP]の
解析解を導出する．まず，DSO状態における最適混雑料
金価格 pi(t)とDUE状態における待ち行列コスト ŵi(t)
が一致するという推論 (推論 4.1)を導入する．これは，
DSO配分とDUE配分の問題構造上の類似性；DSO配

7
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分のボトルネック容量制約条件に関する最適性条件 (16)
と [DUE-LCP]のボトルネック待ち行列条件 (32)の類
似性に着目したものである．続いて，この推論のもと
で，[DUE-LCP]の均衡条件を直接用いて他の変数の均
衡解を推定する．具体的には，ρ̂k

i ，ŷi(t) ，̂qk
i (t)の順に，

均衡解の候補を導出する．ここで均衡解の候補はDSO
解析解を用いて記述される．最後に，導出された均衡
解の候補が，スケジュールコスト関数の条件のもとで
真に [DUE-LCP]の均衡解であることを明らかにする．
上述した最適混雑料金価格 pi(t) と待ち行列コスト

ŵi(t)が一致するという推論を以下にまとめる：

推論 4.1. [DSO-LP]における最適混雑料金価格の最適解
は，[DUE-LCP]の待ち行列遅れコストの均衡解である：

ŵi(t) = p∗i (t) ∀i ∈ N . (35)

推論 4.1および [DUE-LCP]の出発時刻選択条件 (33)を
整理することで直ちに均衡コストおよび利用者の到着
時間帯の均衡解候補として以下を得る：

ρ̂k
i = ρ

k∗
i ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (36)

 t̂k−
i = tk−

i

t̂k+
i = tk+

i

∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (37)

続いて，推論 4.1に基づき，[DUE-LCP]のボトルネッ
ク待ち行列条件 (32)から，起点別の終点到着交通流率
ŷi(t)のの均衡解を推定する：

推論 4.2. 次に示す起点別終点到着交通流率 ŷi(t) は
[DUE-LCP]の均衡解である：

ŷ2(t) =

µ2σ̇2(t) if t ∈ supp(ŵ2(t)) = T K
2

0 otherwise
(38)

ŷ1(t) =

µ1 − ŷ2(t) if t ∈ supp(ŵ1(t)) = T K
1

0 otherwise
(39)

さらに，式 (37)および出発時刻選択条件 (33)から起
点・グループ別の終点到着交通流率 q̂k

i (t)の均衡解を次
のように推定する：

推論 4.3. 次に示す起点・グループ別終点到着交通流率
q̂k

i (t)は，[DUE-LCP]の均衡解である：

q̂k
i (t) =

ŷi(t) if t ∈ T k
i \T k−1

i

0 otherwise
∀k ∈ K , ∀i ∈ N .

(40)

ここまでで推論 4.1のもとで，[DUE-LCP]の均衡条
件のうちボトルネック待ち行列条件 (32)および出発時

刻選択条件 (33)を直接的に用いて，均衡解を推定した．
次に，これらの推論が真であること，つまり導出され
た均衡解の候補が真に [DUE-LCP]の均衡解であること
を示す．具体的には，均衡解の候補が，その導出過程
で明示的に用いていない他の [DUE-LCP]の均衡条件；
需要の保存条件 (34)と起点・グループ別終点到着交通
流率の非負条件 q̂k

i (t) ≥ 0満足しているかどうか検証す
る．検証の結果として次の補題を得る：

補題 4.1 (スケジュールコスト関数の条件). スケジュー
ルコスト関数が次の条件を満足するとき，推論 4.2，推
論 4.3は真である：

ṡk(tk−
1 ) ≥ −1 ∀k ∈ K (41)

ṡk(tk+
1 ) ≤

µ1 − µ2

µ2
∀k ∈ K (42)

以上の解析をまとめることで，[DUE-LCP]の解析解
は次のように表される：

命題 4.1 (DUE配分の解析解). 補題 4.1の条件が満足さ
れているとき，次に示す変数の組は [DUE-LCP]の均衡
解である：

q̂k
2(t) =

µ2σ̇2(t) if t ∈ T k
2 \T k−1

2

0 otherwise
∀k ∈ K (43)

q̂k
1(t) =

µ1 − µ2σ̇2(t) if t ∈ T k
1 \T k−1

1

0 otherwise
∀k ∈ K (44)

ŵi(t) = p∗i (t) ∀i ∈ N (45)

ρ̂k
i = ρ

k∗
i ∀k ∈ K , ∀i ∈ N . (46)

(3) 均衡状態と最適状態の対応関係
命題 4.1は，スケジュールコスト関数の条件 (補題 4.1)

のもとでDSO状態とDUE状態には 1対 1の対応関係
が存在することを意味している．具体的には，まず，最
適混雑料金価格 p∗i (t) と待ち行列遅れコスト ŵi(t) が一
致 (式 (45))し，両状態の均衡コスト ρk

i ，ρ̂k∗
i も一致する

(式 (46))ことを表している．このようにコストパターン
については値が完全に一致する対応関係が確認できる．
一方，フローパターンについては，DUE状態とDSO

状態で対応関係は存在するが，それらの値は完全に一
致しない．このことを K = 2の具体ケースを用いて説
明する．まず，図–7の上図は DSO状態，下図は DUE
状態における終点への到着フローパターンを表してい
る．まず，各グループの利用者が終点に到着する時間
帯は一致することが確認できる (式 (37))．このことは，
DSO状態において成立するソーティング特性が，DUE

8
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図–7 DSOと DUEにおける到着フローパターン

状態においても同様に成立することを意味している．ま
た，命題 4.1の式 (44),(43)に示すように，DUE状態と
DSO状態で σ̇2(t)だけの到着交通流率に差が生じるこ
とが確認できる．
続いて出発フローパターンの対応関係を図–8 を用い

て説明する．図–8の下図は，横軸に終点到着時刻をと
り，縦軸に起点が 2である利用者グループが待ち行列遅
れコストをとったものである．上図は，横軸に終点到着
時刻をとり縦軸に対応するDSO状態，DUE状態におけ
る起点出発時刻をプロットしたものである．図–8から，
ある到着時刻 tに到着する利用者のDSO状態，DUE状
態それぞれにおける起点出発時刻を読みとることがで
きる．図–8より，DUE状態と DSO状態で全利用者の
起点 2出発時間帯が一致することが確認できる．その
一方で，最も時間価値の低い利用者グループ k = Kを
除く k , Kの利用者グループは，DUE状態より DSO
状態の方が起点出発時刻が遅くなる傾向が読み取れる．

5. おわりに

本研究では，タンデムボトルネック・ネットワークに
おいて，利用者のスケジュール遅れ時間の価値の異質
性を考慮した出発時刻選択問題の理論特性を解明した．
具体的には，まず，最適輸送理論と動的計画法の枠組み
を活用した DSO配分の解析的解法を構築した．次に，
スケジュールコスト関数の形状に関する仮定のもとで，
DSO状態とDUE状態が 1対 1対応することを示した．

DSO DUE

Cost

図–8 到着時間帯と出発時間帯の比較

これにより，DSO解析解を活用した DUE配分の解析
的解法が明らかとなった．最後に，解析的に得られた
DSO状態と DUE状態の類似点および相違点を具体例
を用いて示した．
本研究の主要な貢献として，DSO配分および DUE
配分のシステマティックな解析的解法を構築した点が挙
げられる．従来研究は，数値解法の提案に留まってい
たり，具体的にスケジュールコスト関数を特定してア
ドホックに解を導出しているものが多い．これに対し
本研究では，数学的な方法論 (i.e.,最適輸送理論，動的
計画法)に裏付けたられた操作により解析解を導出して
いる．このことは，より一般的な構造のネットワーク
への解析方法論の拡張基盤を与えたものと言える．
今後の課題としては，まず，3個以上のボトルネック
が連続するより一般的なコリドー・ネットワークへの
解析方法論の展開が挙げられる．さらに，スケジュー
ル遅れ時間の時間価値の異質性に加えて，待ち行列遅
れ時間価値や希望到着時刻の異質性を考慮した状況に
おける解析も重要な課題である．これらの点について
は，また別の機会に報告したい．

謝辞： 本研究は JSPS科研費 (JP20J21744, JP18H01551,
JP20H02267) の助成を受けた研究の一部です．ここに
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