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近年，多起点単一終点/単一起点多終点コリドーネットワークを対象として，動的利用者均衡 (DUE : Dynamic
User Equilibrium )配分と動的システム最適 (DSO : Dynamic System Optimal)配分の対応関係を解析的に導
く方法論が示されている．本研究では，最も簡単な多起点多終点コリドーネットワークである 2起点 2終点から
なるネットワークを対象に，DSO配分と DUE配分の理論的性質および両者の対応関係を明らかにする．具体
的には，まず，動的計画法と最適輸送理論の枠組みを用いたDSO配分問題の解析的解法を示す．そして，適切
な条件のもとで DSO解析解を活用して DUE解が解析的に導出できることを，両者を対応づける closed-form
関係式の導出をもって明らかにする．
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1. はじめに

(1) 背景
近年，ダイナミックプライシングをはじめとする交通

需要の時間的な分散を促すTDM(Traffic Demand Man-

agement) 施策が注目されている．このような TDM施
策の理論基盤となる概念として，Vickreyのボトルネッ
クモデル1) をはじめとする出発時刻選択型の動的交通量
配分モデルがある1．動的交通量配分モデルは需要サイ
ドの条件 (利用者の選択行動)と供給サイドの条件 (道路
性能条件)の相互作用によって生じる動的なネットワー
クフローを，なんらかの配分原則によって表現する数理
モデルである．代表的な配分原則としては，動的利用者
均衡 (DUE : Dynamic User Equilibrium)配分および
動的システム最適 (DSO : Dynamic System Optimal)

配分が挙げられる．これらはそれぞれ記述的モデル，規
範的モデルとして重要であることから，これまでに数
多くの理論解析がなされてきた2．
多くの既存研究は，各々の配分モデルについて豊富

な理論蓄積を与えているが，両者の対応関係を把握す
1 出発時刻選択行動に加えて経路選択行動も考慮した動的交通量
配分モデルも存在するが本研究では扱わない．

2 両配分モデルのいずれも関連研究を挙げれば枚挙に暇がない．本
研究と関連の深い複数ボトルネック (コリドーネットワーク)に
おけるケースに限定すれば，DUE配分モデルについてはKuwa-
hara2)，Arnott et al.3)，Arnott and de Palma4)，Akamatsu
et al.5) など，DSO配分モデルについてはMuñoz and Laval6)，
Shen and Zhang7)，van den Berg and Verhoef8)，Tian et

al.9) などが代表的である．

ることもまた重要である．例えば，記述的フローパター
ンと規範的フローパターンはどのように異なるのかと
いった情報は，利用者の自然な選択行動のもとシステム
最適状態を導くTDMスキーム構築のための policy im-

plicationとなる．このような視座からVickrey1)，Hen-

drickson and Kocur10) をはじめとする研究では，DUE

状態におけるボトルネック待ち行列遅れがDSOを達成
する動的混雑料金価格に一致することを明らにしてい
る．しかしながら，そこでの方法には ad hocな側面が
存在し，より一般的なネットワーク (e.g.,コリドーネッ
トワーク)への方法論の拡張は難しいと考えられる．

この点について，井料・吉井11)，Iryo and Yoshii12)

では，同じく単一ボトルネックを対象により systematic

なアプローチによるDSOとDUEの対応付けを行って
いる．ここでは，線形計画問題として定式化されるDSO

配分問題の双対変数が，DUE状態における待ち行列遅
れに対応することが解析的に示されている (詳細は以降
で示す)．さらに，著者らの最新の研究13),14),15)によっ
て，このような方法論がコリドーネットワークにも拡
張可能であり，さらにDSO配分問題の解自体も解析的
に得られることが明らかとなっている．つまり，DSO

解と DUE解が systematicなアプローチにより解析的
に導出できることが示されている．しかしながら，こ
れまでの解析では，起終点のいずれかが単一であるコ
リドーネットワークを前提としおり，多起点多終点OD

パターンの場合に同様の事実が成立するかどうかはわ
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かっていない．より複雑なネットワークにおけるDSO

とDUEの対応関係を明らかにするためには，まず多起
点多終点コリドーネットワークにおける解析を進める
必要がある．

(2) 目的と方法
本研究では，もっとも簡単な多起点多終点ネットワー

クである 2起点 2終点コリドーネットワーク (図 1)を対
象とし，DSO配分モデルと DUE配分モデルの理論特
性を明らかにし，さらに両者の対応関係を解明する．具
体的には，DSO配分問題の解析解の導出方法およびそ
れを活用した DUE解析解の導出方法を明らかにする．
本研究は，DSO配分モデル，DUE配分モデルそれ

ぞれの解析を行う 2つのステップから構成される．第
1のステップでは，DSO配分問題の解析解の導出方法
を示す．具体的には，まず，DSO配分問題を線形計画
問題として定式化する．続いて動的計画法を活用して
問題を階層分解しボトルネックベースの部分問題を導
出する．そして，この部分問題が最適輸送問題の構造
を持つことを示し，そのことを活用すれば解析解が得
られることを明らかにする．
第 2のステップでは，DSO解析解を活用した DUE

解析解の導出方法を明らかにする．具体的には，まず，
DUE配分問題を線形相補性問題として定式化する．そ
して，適切な条件のもとで DSO解と 1対 1対応する
DUE解が存在することを，両者を対応づける closed-

form関係式の導出をもって明らかにする．このような
関係式導出のポイントは，DSO配分問題の双対変数が，
DUE 状態における待ち行列遅れに対応するという点
である．つまり，単一終点コリドーネットワークにお
ける既存研究14) で示された DSO配分と DUE配分の
systematicな対応付けの方法論が，2起点 2終点ネット
ワークでも機能することを明らかにする．

(3) 本稿の構成
本稿の構成を次に示す．まず，2章にて DSO配分問

題と DUE配分問題に共通の事項 (ネットワーク構造・
ODパターンなど)ついて述べる．続く 3章では DSO

配分配分問題を定式化し，4章にて最適輸送理論および
動的計画法の枠組みを活用した導出アプローチを明ら
かにする．次に，5章にて DUE配分問題を定式化し，
4章で得られた DSO解を活用した DUE解の解析解導
出方法を 6章にて示す．最後に 7章にて本研究のまと
めと今後の展望について述べる．
本稿では 2起点 2終点の具体ケースに限定して解析

アプローチを示している．しかしながら，本稿で示す
命題のほとんどは，N 起点N 終点ネットワークの一般
ケースにおいても成立することが，著者らの研究で明

図–1 2起点 2終点ネットワーク

らかとなりつつある．本稿では，解析アプローチをわ
かりやすく示すことを重視するため，2起点 2終点の具
体ケースを中心に扱うが，より一般的な議論について
は改めて別の機会に報告する．また紙面の都合上，多
くの命題の証明についても割愛している．

2. モデル

本章では，ネットワーク構造や OD パターンなど，
DSO 配分と DUE 配分に共通の事柄について述べる．
本研究では，図 1に示すような居住地が 2つ，勤務地が
2つ存在するネットワークを解析対象とする．居住地に
対応するノードのインデックスを i = 1, 2と表し，勤務
地に対応するノードのインデックスを k = 1, 2と表す．
なおノード 0は，居住地でも勤務地でもないノードで
ある．各ノードとその下流側リンクのインデックスが
対応し，各リンクの自由走行時間を d2, d1, d0, d

′
1 と表

す．なお，リンク 2, 1にはボトルネックが存在してお
り，その容量を µ2, µ1(µ2 < µ1)と表す3．
ODペアは，(居住地，勤務地)の組に対して設定さ
れる：

• (i, k) = (1, 1)

• (i, k) = (1, 2)

• (i, k) = (2, 1)

• (i, k) = (2, 2)

各 ODペア (i, k)には，OD需要Qk
i (与件)が存在して

いるとする．これら各ODペアの利用者は，同一の希望
就業開始時刻 (希望到着時刻)および同一のスケジュー
ルコスト関数を保持している．スケジュールコスト関
数 C ′(τ)は時刻 τ に勤務地に到着したときに，利用者
が被る私的費用である．本研究では，スケジュールコ
スト関数 C ′(τ)の形状を，同一の希望到着時刻 τ∗にお
いて 0の値をとる凸関数であるとする：

C ′(τ∗) = 0 (1)

ここで，以降の定式化および解析を明瞭にするために
ノード 0を基準点としたノード 0到着時刻ベース座標
系 t ∈ T を導入する．この座標系のもとでのスケジュー

3 本稿ではボトルネック容量が µ2 < µ1 の大小関係を満足するこ
とを仮定するが，これは本稿の解析アプローチが頑健に成立す
るための必要条件ではない．
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図–2 スケジュールコスト関数

ルコスト関数 Ck(t)を次にように定義する：

C1(t) ≡ C ′(t+ d0) (2)

C2(t) ≡ C ′(t+ d0 + d1′) (3)

where t1∗ = τ∗ − d0 (4)

t2∗ = τ∗ − d0 − d1′ (5)

C1(t)およびC2(t)の形状を図 2に示す．ノード 0到着
時刻ベースの座標系では，勤務地 1と勤務地 2の自由
流走行時間分だけ，見かけ上の希望到着時刻がずれる．
ここで本稿で扱う「(多起点)多終点ネットワーク」と

「希望到着時刻の異質性を考慮した (多起点)単一終点
ネットワーク」の関連性について簡単に述べる．先ほ
ど示したように，ノード 0到着時刻ベース座標系にお
いて，勤務地間の自由流走行時間はノード 0を目的地
とした利用者の希望到着時刻の異質性と読み替えるこ
とができる．具体的には，勤務地インデックス k が希
望到着時刻が異なる利用者グループのインデックスと
対応する．つまり，本稿で扱うモデルは，多起点単一
終点ネットワークにおいて利用者の希望到着時刻の異
質性を考慮したモデルと解釈することができる．この
ようなモデル設定の読み替えも可能であることを踏ま
えて以降の議論を眺めて頂ければ幸いである．

3. 動的システム最適配分

本研究では，動的システム最適配分問題を「全ボト
ルネックにおいて待ち行列が発生しないという条件の
もと，総交通費用を最小化するフローパターンを求め
る問題」として定式化する．つまり，いかなる利用者も
自由流走行時間で各リンクを通行し，終点に到着する
ことができる．このような DSO状態は，具体的には，
OD需要の保存則およびボトルネック容量制約条件のも
と，総旅行費用を最小化する線形計画問題の最適解と
して得られる．本章では，目的関数よび各制約条件を
示し，DSO配分問題を定式化する．

(1) 目的関数と制約条件
目的関数 居住地が iであり時刻 tにノード 0を通過
する勤務地が kである利用者のODフローを qki (t)とす
ると，総交通費用は，総リンク旅行時間と総スケジュー
ルコストの和として次のように計算できる：∑

k∈K

∑
i∈N

dkiQ
k
i (t) +

∑
i∈N

∑
k∈K

∫
T
Ck(t)qki (t)dt (6)

ここで dki は，ノード iからノード kまで走行したとき
に被る自由走行時間である．式 (6)第 1項の総リンク
旅行時間はフローパターンに関わらず常に定数となる．
OD 需要の保存条件 配分対象時間帯において OD

需要は保存される．∫
T
qki (t)dt = Qk

i ∀k ∈ K, ∀i ∈ N . (7)

ボトルネック容量制約条件 いかなる時間帯におい
ても，ボトルネックに待ち行列は存在しない：∑

k∈K

∑
j,j≥i

qkj (t) ≤ µi ∀t ∈ T , ∀i ∈ N . (8)

(2) DSO配分問題
以上の目的関数および制約条件に決定変数の非負条

件を加えて，2起点 2終点ネットワークにおける DSO

配分問題は次のように定式化される：

[DSO-LP]

min
{qki (t)}≥0

.
∑
i∈N

∑
k∈K

∫
T
Ck(t)qki (t)dt (9)

s.t.

∫
T
qki (t)dt = Qk

i

∀k ∈ K, ∀i ∈ N . (ρki )

(10)∑
k∈K

∑
j,j≥i

qkj (t) ≤ µi

∀t ∈ T , ∀i ∈ N . (pi(t))

(11)

where N = {1, 2}, K = {1, 2}

OD需要の保存則 (10) およびボトルネック容量制約
(11)に対応する双対変数 ρki , pi(t)を併記している4．問
題 [DSO-LP]の双対問題を付録に示している．

4 DSO 配分問題 [DSO-LP] は DSO 状態を達成するなんらか
の TDM スキームを導入したもとでの均衡問題として定式化す
ることもできる．例えば，Tradable Network Permit スキー
ム16),17) 導入下では，双対変数 ρki , pi(t) はそれぞれ均衡交通
費用およびボトルネック通行権価格を表す．このような文脈で
の定式化は，Osawa et al.18)，Fu et al.14) を参照されたい．
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4. 動的システム最適配分の解析

(1) DSO解析解の導出アプローチ
本章ではDSO配分問題 [DSO-LP]の解析解を，動的

計画法および最適輸送理論の枠組みを活用して導出す
る．本節では具体的に解析結果を示す前に，まず解析
解導出アプローチの基本的なアイデアと方針について
述べる．
改めて，本研究では 2起点 2終点コリドーネットワー

クにおけるDSO配分問題を解析対象としている．本稿
2章でも言及したように，このモデルは 2起点 1終点
ネットワークにおける希望到着時刻の異質性を考慮し
たモデルと読み替えることもできる．このような希望到
着時刻の異質性を考慮した DSO配分問題については，
Akamatsu et al.13),15) において単一ボトルネックを対
象とした解析がなされている．そこでは最適輸送理論
の枠組みを活用してDSO配分問題の解析解が導出でき
ることが示されている．
このことを踏まえて，本研究では (1)問題 [DSO-LP]

をボトルネック別の部分問題に分解し，(2)部分問題を
単一ボトルネックにおけるDSO配分問題として順番に
解くことで，最終的に問題 [DSO-LP]全体の解析解を
得るアプローチを示す．このようなアプローチには，既
存研究で明らかとなっている単一ボトルネックDSO配
分問題が独立に求解可能な部分問題に分解できるとい
う保証が必要となる．本研究では，後者について問題
[DSO-LP]に部分構造最適性19)が存在することを示し，
動的計画法の枠組みを用いることで適切に階層分解で
きることを明らかにする．

(2) 単一ボトルネックにおけるDSO配分問題の性質
2起点 2終点コリドーネットワークにおけるDSO配

分問題 [DSO-LP]の解析の基礎となる単一ボトルネッ
クにおけるDSO配分問題の性質について本節で整理す
る．単一ボトルネックにおけるDSO配分問題の基本的
な解析は Akamatsu et al.13),15) でなされているが，こ
こではボトルネック容量が時間帯によって変化する特
殊な状況におけるDSO配分問題 [DSO-LP-Single]を定
式化し，その性質を示す5．
時間帯によって変化 (時変容量)するボトルネック容

量を µ(t)とする．さらに，配分時間帯を [t−, t+]とす
ると，DSO配分問題は次のように定式化される：

5 このような状況は現実に想定し難い．しかし，解析の過程でこ
のような部分問題をを取り扱う必要があるため，先んじて性質
を整理している．

[DSO-LP-Single]

min
{qk(t)}≥0

∑
k∈K

∫ t+

t−
Ck(t)qk(t)dt (12)

s.t.

∫ t+

t−
qk(t)dt = Qk ∀k ∈ K. (13)∑

k∈K

qk(t) = µ(t) ∀t ∈ [t−, t+] (14)

ここで，ボトルネック容量が時変である点および配
分時間帯 [t−, t+]を明示的に設定している点を除けば，
元の問題 [DSO-LP]においてN = 1とした場合に対応
することに注意されたい．この単一ボトルネックにお
けるDSO配分問題 [DSO-LP-Single]について次の補題
が成立する：

補題 1. 問題 [DSO-LP-Single]は，ヒッチコック型の最
適輸送問題である．

補題 2. 問題 [DSO-LP-Single]の目的関数にあるスケ
ジュールコスト関数 Ck(t) は，k, t について狭義モン
ジュ性を満足する6．

また，最適輸送理論20)によれば，輸送コスト関数が
(狭義)モンジュ性を満足する場合に，ヒッチコック型最
適輸送問題はソーティング特性を有する解析解が得ら
れることが知られている21) (詳細は付録定理 1,定理 2

を参照)．これらのことより，問題 [DSO-LP-Single]の
解析解について，次の補題が成立する．

補題 3. 問題 [DSO-LP-Single]の最適解は以下である：

qk∗(t) =

{
µ(t) if t ∈ [tk−, tk+]

0 if t /∈ [tk−, tk+]
∀k ∈ K. (15)

where t1− < t1+ = t2− < t2+ = ... = tK− < tK+

(16)

ここで，関係式 (16)は，最適解において終点が遠い
(あるいは希望到着時刻が早い) ODペアから順にボト
ルネックを通行することを示している (ソーティング
特性)．

(3) ボトルネック稼働時間帯に関する仮定
本稿では，解析過程を簡潔に示すためにボトルネッ
クが容量一杯使われている時間帯 (ボトルネック稼働時
間帯)Ti について次に示す 2つの仮定を導入する．

仮定 1. ボトルネック 1, 2の稼働時間帯 T1, T2 は，連
続である．

6 モンジュ性の定義は付録参照．
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仮定 1 より，各ボトルネックの稼働開始/終了時刻
を t−i , t

+
i 用いて，ボトルネック稼働時間帯を Ti =

[t−i , t
+
i ] (i = 1, 2) と表す．

仮定 2. 最適解において，各ボトルネック稼働開始/終
了時刻について，次の大小関係が成立すると仮定する：

t−2 < t−1 < t+1 < t+2 (17)

以降では，これらの仮定のもとでDSO配分問題の解
析解を導出していく．

(4) 階層的最適化問題の導出
階層的最適化問題は，2つの部分問題 [Z(1)],[Z(2)] か

ら構成される．ここで，問題 [Z(2)] はボトルネック 2

に関する DSO配分問題，問題 [Z(1)]は問題 [Z(2)]の
最適解 {qk∗2 (t)}を与件として，ボトルネック 1に関す
る DSO 配分問題という構造になる．具体的に，問題
[DSO-LP]を変形して得られる階層的最適化問題を次の
命題によって示す：
命題 1. 次に示す階層的最適解問題 [Z(2)],[Z(1)] の最
適解は，問題 [DSO-LP]の最適解である．

[Z(2)]

min
{qk2 (t)}≥0

∑
k∈K

∫ t+2

t−2

qk2 (t)C
k(t)dt (18)

s.t.

∫ t+2

t−2

qk2 (t)dt = Qk
2 ∀k ∈ K (19)∑

k∈K

qk2 (t) ≤ µ2 ∀t ∈ [t−2 , t
+
2 ] (20)

[Z(1)]

min
{qk1 (t)}≥0

∑
k∈K

∫ t+1

t−1

qk1 (t)C
k(t)dt (21)

s.t.

∫ t+1

t−1

qk1 (t)dt = Qk
1 ∀k ∈ K (22)∑

k∈K

qk1 (t) ≤ µ1 − qk∗2 (t) ∀t ∈ [t−1 , t
+
1 ]

(23)

このような問題の階層分解が可能である理由は，DSO

配分問題 [DSO-LP]が部分構造最適性を保持すること
に由来している．具体的には，元の問題および部分問
題の最適値について次に示す方程式が成立する：

Z∗(q∗
1 , q

∗
2) = Z∗

2 (q
∗
2) + min

q1

Z1(q1 | q∗
2) (24)

ここで，方程式 (24)の左辺は元の問題 [DSO-LP]の最
適値関数を表しており，右辺第 1 項は部分問題 [Z(2)]

の最適値関数，第 1項は部分問題 [Z(1)]の最適値をそ
れぞれ表している．つまり，方程式 (24)は，元の問題
[DSO-LP]の最適解が，ボトルネックベースの問題を独
立に解いて得られることを表している7．

(5) DSO解析解の導出
部分問題 [Z(1)]と [Z(2)]は，それぞれ問題 [DSO-LP-

Single]と同じ構造となっている．このことから補題 3

を用いると，部分問題 [Z(1)]と [Z(2)]の最適解につい
て次の命題が導かれれる：

命題 2. 部分問題 [Z(1)]と [Z(2)]の最適解は時刻変数
を用いて次のように書ける：

qk∗2 (t) =

{
µ2 if t ∈ [tk−2 , tk+2 ]

0 if t /∈ [tk−2 , tk+2 ]
∀k ∈ K (25)

qk∗1 (t) =

{
µ1 − µ2 if t ∈ [tk−1 , tk+1 ]

0 if t /∈ [tk−1 , tk+1 ]
∀k ∈ K

(26)

where t1−i < t1+i = t2−i < t2+i ∀i ∈ N

また，問題 [DSO-LP]の双対変数について解析解を
得ることができる：

命題 3. 問題 [DSO-LP]の双対変数の最適解は以下で
ある：

ρ1∗1 = C1(t1−1 ) (27)

ρ2∗1 = C2(t2+1 ) (28)

ρ1∗2 = C1(t1−2 ) (29)

ρ2∗2 = C2(t2+2 ) (30)

p∗1(t) =


ρ1∗1 − C1(t) if t ∈ [t1−1 , t1+1 ]

ρ2∗1 − C2(t) if t ∈ [t2−1 , t2+1 ]

0 otherwise

(31)

p∗2(t) =


ρ1∗2 − C1(t)− p∗1(t) if t ∈ [t1−2 , t1+2 ]

ρ2∗2 − C2(t)− p∗1(t) if t ∈ [t2−2 , t2+2 ]

0 otherwise

(32)

命題 2, 命題 3 が表す DSO配分問題 [DSO-LP]の解
析解は，ボトルネック稼働開始/終了時刻を用いて記述
されている．これらボトルネック稼働開始/終了時刻は，

7 あくまで方程式 (24)は最適解における目的関数値の関係性を示
しているにすぎない．そのため，より厳密には “元の問題 [DSO-
LP] の最適解のうち少なくとも 1 つはボトルネックベースの問
題を独立に解いて得られる “ということになる．
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図–3 時間軸の関係

各ボトルネックにおいて，終点 1と 2の ODフローが
切り替わる時刻における最適性条件から解析的に求め
ることができる：

命題 4. 各ボトルネックの稼働開始/終了時刻は，次の
連立方程式の解として一意に定まる：{

C1(t1−2 )− C1(t1+2 ) = C2(t1−2 )− C2(t2+2 )

C1(t1−1 )− C1(t1+1 ) = C2(t1−1 )− C2(t2+1 )
(33)

where t1−2 = t−2 (34)

t1+2 = t2−2 = t−2 +Q1
2/µ2 (35)

t2−2 = t−2 + (Q1
2 +Q2

2)/µ2 (36)

t1−1 = t−1 (37)

t1+1 = t2−1 = t−1 +Q1
1/(µ1 − µ2) (38)

t2+1 = t−1 + (Q1
1 +Q2

1)/(µ1 − µ2) (39)

以上の命題 2, 命題 3, 命題 4 より DSO 配分問題
[DSO-LP]の解析解が明らかとなった．

5. 動的利用者均衡配分

本研究では，DUE状態を「利用者の誰もが自分の選
択している出発時刻を単独で変更するインセンティブ
を持たない状態」と定義する．本章では，動的なネット
ワークフローが満足すべき物理的制約条件および出発
時刻選択均衡条件8 を示し，DUE配分問題を線形相補
性問題として定式化する．

(1) 新たに導入する記号の定義
3章,4章におけるDSO配分問題の解析では，ボトル
ネックに待ち行列が存在しないと仮定していため，明
示的にボトルネック待ち行列を定式化に組み込んでい
なかった．ただし，本章以降で解析対象とするDUE配
分問題においては，DUE状態においてボトルネック待

8 出発時刻選択均衡条件は，本研究で対象するネットワークに則
した言い方をすれば，ノード 0 通過時刻選択条件となる．ただ
し本稿では，多くの出発時刻選択問題に関する既存研究を踏襲
し，利用者の時間方向の選択行動を表す均衡条件は出発時刻選
択均衡条件と統一して表記する．

ち行列が存在しうるので，それら待ち行列の時々刻々
の取り扱いを考える必要がある．このことを踏まえて，
新たに待ち行列遅れ時間を表す変数および各ボトルネッ
クの流入/流出時刻を表す変数を次のように定義する：

• ŵi(t)：時刻 tにノード 0を通過するフローが，ボ
トルネック iで経験する待ち行列遅れ

• τi(t)：時刻 tにノード 0を通過するフローの，ボ
トルネック iへの流入時刻

• σi(t)：時刻 tにノード 0を通過するフローの，ボ
トルネック iからの流出時刻

これらの時刻変数と待ち行列遅れ時間の関係を図–3に
示す．図–3は，時刻 tにノード 0を通過するフローが，
各ボトルネックにいつ流入しいつ流出したかをひとつ
の時間軸上で表現したものである．各ボトルネックで
FIFO原則が成立していれば，時刻変数について次の関
係が成立する：

τi(t) + ŵi(t) = σi(t) ∀t ∈ T ∀i ∈ N (40)

τi(t) = t−
∑
j;j≤i

ŵi(t) ∀t ∈ T ∀i ∈ N (41)

ボトルネック累積流出/流入曲線を絶対時刻座標系の関
数として定義する：

• D̂i(σi(t))：ボトルネック累積流出曲線
• Âi(τi(t))：ボトルネック累積流入曲線

(2) DUE状態において満たされるべき条件
DUE状態においては，ボトルネックにおける待ち行
列条件，OD需要の保存則，利用者の出発時刻選択均衡
条件の 3つの制約条件を満足する必要がある．ODペ
ア (i, k)のノード 0到着フローを q̂j(t) とすると，各制
約条件は具体的に次のように表される．
待ち行列条件 本研究ではボトルネックにおける待

ち行列の進展を point queueモデルで表現する．この
とき，待ち行列条件は次に示す相補性条件として書き
下せる：

∑
j;j≥i

q̂j(t) = µiσ̇i(t) if ŵi(t) > 0

∑
j;j≥i

q̂j(t) ≤ µiσ̇i(t) if ŵi(t) = 0

∀i ∈ N , ∀t ∈ T

待ち行列条件の導出過程の詳細については Akamatsu

et al.15) を参照されたい．
OD需要の保存則 配分対象時間帯において OD需
要は保存される：∫

T
q̂ki (t)dt = Qk

i ∀i ∈ N , ∀k ∈ K.

これはDSO配分問題におけるOD需要の保存則と同様
の形式である．
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出発時刻選択条件 DUE状態におけるODペア (i, k)

の均衡交通費用を ρ̂ki とする．出発時刻選択条件は，次
に示す相補性条件によって表現できる：

Ck(t) +
∑
j;j≤i

ŵi(t) = ρ̂ki if q̂ki (t) > 0

Ck(t) +
∑
j;j≤i

ŵi(t) ≥ ρ̂ki if q̂ki (t) = 0

∀i ∈ N , ∀k ∈ K.

(3) DUE配分問題

これらの条件式を用いて，DUE配分問題は次のよう
に定式化される：

[DUE-LCP]

find {ρ̂ki }, {ŵi(t)}, {q̂ki (t)} ≥ 0

such that
Ck(t) +

∑
j;j≤i

ŵi(t) = ρ̂ki if q̂ki (t) > 0

Ck(t) +
∑
j;j≤i

ŵi(t) ≥ ρ̂ki if q̂ki (t) = 0

∀i ∈ N , ∀k ∈ K. (42)
∑
j;j≥i

q̂j(t) = µiσ̇i(t) if ŵi(t) > 0

∑
j;j≥i

q̂j(t) ≤ µiσ̇i(t) if ŵi(t) = 0

∀i ∈ N , ∀t ∈ T (43)∫
T
q̂ki (t)dt = Qk

i ∀i ∈ N , ∀k ∈ K. (44)

(4) 待ち行列条件の等価表現

待ち行列条件 (43)は，様々な等価表現が可能である．
ここでは以降の解析で用いるボトルネック流出フロー
変数を用いた待ち行列条件を示す．まず，ボトルネック
流出フロー x̂i(σ(t)) を累積流出曲線を用いて，次のよ
うに定義する：

x̂i(σi(t)) ≡
dD̂i(σi(t))

dσi(t)
(45)

これを用いて待ち行列条件は次のように表すことがで
きる15)：{

x̂i(σi(t)) = µi if ŵi(t) > 0

x̂i(σi(t)) ≤ µi if ŵi(t) = 0
∀i ∈ N , ∀t ∈ T

(46)

6. 動的利用者均衡配分の解析

(1) DUE解析解の導出アプローチ
本章では，適切な条件のもとでDSO配分問題 [DSO-

LP]の解と 1対 1対応する DUE配分問題 [DSO-LCP]

の解が存在することを，両者を対応付ける closed-form

関係式の導出をもって明らかにする．このことはDSO

の解析を活用して，DUEの解析解が得られることも意
味する．本節では，具体的な解析結果を示す前に，ま
ず DUE解析解導出の方針を簡単に述べる．
そもそも，DSO配分問題の解を活用して，DUE配分
問題の解析解を得るという発想は，井料・吉井11)，Iryo

and Yoshii12) で示されたものである．そこでは，単一
ボトルネックにおいて，DUE状態における待ち行列遅
れとDSO状態におけるボトルネック容量制約双対変数
が一致することが示されている．この事実に基づき，本
研究では，2起点 2終点ネットワークにおいても，待ち
行列遅れとボトルネック容量制約双対変数が一致する
という推論をもとに解析を進める．具体的には，まず，
推論が真であると仮定し，ODフローの非負条件を除く
DUE配分問題 [DUE-LCP]の均衡条件から他の未知変
数の均衡解の候補を導出する．そして，そのようにし
て導出された ODフローが非負条件を満足するかを検
証し，解候補がDUE配分問題 [DUE-LCP]の真の均衡
解であるか解析する．結論としては，スケジュールコ
スト関数の形状に関する条件のもとで推論が真であり，
他の未知変数についてもすべて解析的に均衡解を導出
できることを明らかにした．

(2) 待ち行列遅れに関する推論
前節で示した均衡状態における待ち行列遅れに関す
る推論を次のようにまとめる：

推論 1. DUE配分問題 [DUE-LCP]の，待ち行列遅れ
の均衡解 ŵi(t)は，DSO配分問題 [DSO-LP]の最適解
p∗i (t) を用いて次のように表すことができるとする：

ŵi(t) = p∗i (t) ∀i ∈ N , ∀t ∈ T . (47)

(3) DUE解析解
推論 1に基づき，ODフローの非負条件を除くDUE

配分問題 [DUE-LCP] の均衡条件を整理すると，他の
未知変数について，次の補題に示す解の候補が導出さ
れる：

補題 4. 推論 1のもとで，問題 [DUE-LCP]の x̂i(σi(t))
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の解候補は以下である：

x̂i(σi(t)) = x∗
i (t) ∀i ∈ N , ∀t ∈ T .

(48)

where x∗
i (t) =

∑
k∈K

∑
j;j≥i

qk∗i (t) (49)

補題 5. 推論 1のもとで，問題 [DUE-LCP]の ρ̂ki の解
候補は以下である：

ρ̂ki = ρk∗i ∀i ∈ N , ∀k ∈ K. (50)

補題 6. 推論 1のもとで，問題 [DUE-LCP]の q̂ki (t)の
解候補は以下である：

q̂12(t) =

{
q1∗2 (t)(1 + Ċ1(t)) if t ∈ [t1−1 , t1+1 ]

q1∗2 (t) otherwise
(51)

q̂22(t) =

{
q2∗2 (t)(1 + Ċ2(t)) if t ∈ [t2−1 , t2+1 ]

q2∗2 (t) otherwise
(52)

q̂11(t) = q1∗1 (t)− q1∗2 (t)Ċ1(t) (53)

q̂21(t) = q2∗1 (t)− q2∗2 (t)Ċ2(t) (54)

このように導出された解候補がDUE配分問題 [DUE-

LCP]の均衡解であるためには，これまで無視してきた
ODフローの非負条件を検証する必要がある．この条件
はスケジュールコスト関数の形状に関する条件として
次の補題にまとめられる：
補題 7. スケジュールコスト関数が次に示す条件を満足
するとき，補題 6が示す解候補は非負条件を満たす：

Ċk(t) ≥ −1 ∀k ∈ K, ∀t ∈ T . (55)

Ċk(t) ≤ µ1

µ2
− 1 ∀k ∈ K, ∀t ∈ [t−1 , t

+
1 ] (56)

以上より補題 7に示すスケジュールコスト関数の形
状に関する条件のもとで，DUE解析解を得られること
がわかった．このことを次の命題にまとめる：
命題 5. 補題 7 に示す条件のもとで，DUE 配分問
題 [DUE-LCP]の解は，DSO配分問題 [DSO-LP]の解
qk∗i (t), p∗i (t), ρ

k∗
i を用いて，次のように書ける：

ŵi(t) = p∗i (t) ∀i ∈ N , ∀t ∈ T .

補題 5,補題 6の関係式．

7. おわりに
本研究では，2起点 2終点からなるネットワーク (図–

1 )における DSO配分および DUE配分の解析を行い，

両者の理論的性質および対応関係を明らかにした．具
体的には，まず，DSO配分問題は，適切に問題を分解
し最適輸送理論の枠組みを活用することで解析解を得
られることを明らかにした．次に，スケジュールコス
ト関数がある条件を満足していれば，DSO解に 1対 1

対応するDUE解が存在することを明らかにした．従来
研究では単一起点または単一終点 ODパターンに限定
された解析アプローチを多起点多終点 ODパターンに
拡張した点は，本研究の貢献である．
今後の課題については，本稿では 2起点 2終点の具
体的ケースの解析を行ったが，同様の結論がN 起点N

終点ネットワークでも頑健に成立するか検証する必要
がある．また，依然として，経路選択の存在する一般
ネットワークにおいて本研究で示したDSOとDUEの
対応関係が頑健に成立するかどうかは未解明である．こ
れらの点は今後の研究課題である．

謝辞： 本研究は，JSPS 科研費 (JP18H01551,

JP20J21744) の助成を受けた研究の一部です．ここに
記し，感謝を表します．

付録 I DSO配分問題の最適性条件

DSO配分問題 [DSO-LP]の最適性条件を次に示す：

[DSO-LP-KKT]
Ck(t) +

∑
j,j≤i

pj(t) = ρki if qki (t) > 0

Ck(t) +
∑
j,j≤i

pj(t) ≥ ρki if qki (t) = 0

∀t ∈ T , ∀k ∈ K, ∀i ∈ N . (I.1)
∑
k∈K

∑
j,j≥i

qkj (t) = µi if pi(t) > 0

∑
k∈K

∑
j,j≥i

qkj (t) ≥ µi if pi(t) = 0

∀t ∈ T , ∀i ∈ N . (I.2)∫
T
qki (t)dt = Qk

i ∀k ∈ K, ∀i ∈ N . (I.3)

付録 II 最適輸送理論とモンジュ性

本章では，本研究の解析アプローチにおいて重要な
役割を果たす最適輸送理論の枠組みを示す．特に，本
文で示した階層的最適化問題のサブ問題に対応する最
適輸送問題および，問題の構造を決定するモンジュ性
を重点的に扱う．なお，本章で扱う記号は本文の定義
とは異なることに注意されたい．
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最も代表的な最適輸送問題のクラスのひとつである
ヒッチコック問題は，供給地を表すノード集合 Iと需要
地を表すノード集合 Kからなる二部グラフ構造のネッ
トワークにおける最適輸送問題である．具体的なネッ
トワーク条件を以下に示す．I 個の供給地とK 個の需
要地を表す各ノードには，それぞれ供給量 Siおよび需
要量Qkが定義されており，これらの地点を結ぶリンク
には輸送コスト ci,k が定義されている．主要な記号の
定義の一覧を以下に示す．

• I : 供給地数
• K : 需要地数
• i ∈ I : 供給地と供給地集合
• k ∈ K : 消費地と消費地集合
• Si : 供給地 iの供給量
• Qk : 消費地 kの需要量
• ci,k : 地点 i, k間の輸送コスト
• xi,k : 地点 i, k間の輸送量 (決定変数)

ここで，需要量と供給量の総和は一致しているものと
する： ∑

i∈I
Si =

∑
k∈K

Qk

ヒッチコック問題は，需要量制約および供給量制約を
満足し，かつ総輸送費用を最小化するフローパターン
を求める問題として，以下の線形計画問題の形で定式
化される：

[2D-OPT]

min
x

. Z(x) ≡
∑
i∈I

∑
k∈K

ci,kxi,k (II.1)

s.t.
∑
k∈K

xi,k = Si ∀i ∈ I (II.2)∑
i∈I

xi,k = Qk ∀k ∈ K (II.3)

xi,k ≥ 0 ∀i ∈ I, ∀k ∈ K (II.4)

この [2D-OPT]は二重制約型の構造を有しており，
時刻について離散系か連続系かの違いを無視すれば，本
研究のサブ問題と対応する構造である．
このように定式化された [2D-OPT]の解析を行う上

で重要ないくつかの概念および定理を導入する．

定義 1. 輸送コスト行列Cが以下の条件を満たすとき，
C はモンジュ性を満足する．

ci,k + ci+1,k+1 ≤ ci,k+1 + ci+1,k (II.5)

∀1 ≤ i < I, 1 ≤ k < K

特に等式条件が不要な場合は，狭義モンジュ性を満足
する．

ヒッチコック問題 [2D-OPT]の実行可能解を見つけ
る方法として，北西隅のルール (Northwest corner rule)

が存在する．北西隅のルールについて以下の定理が成
立する22)23)．

定理 1. 北西隅のルールは，任意のヒッチコック問題に
対して，実行可能解を与える．

定理 2. 北西隅のルールは，輸送コスト行列C がモン
ジュ性を満足する最適輸送問題に対して，最適解を与
える．

これまでに示した離散型のヒッチコック問題に関す
る定理は，供給地および需要地が連続の場合にも同様
に成立する．確率変数 x ∈ X = Rおよび y ∈ Y = R
およびそれに対応する分布関数 F1, F2 を導入する．さ
らに，確率変数 (x, y)に対応する分布関数 F も定義す
る．連続な輸送コスト関数 c : R2 → R を用いて，連続
型の最適輸送問題は以下のように表される．

[2D-COTP]

min
F∈F(F1,F2)

Z2D(F ) ≡
∫
X×Y

c(x, y)dF (x, y)

(II.6)

where F (F1, F2) ≡ {F (x,∞) = F1(x),

F (∞, y) = F2(y)},∀x, y ∈ R (II.7)

ここでF1(∞) = F2(∞)である．また，[2D-COTP]

に関して次に示す定理が成り立つ24),25)：

定理 3. 輸送コスト分布 c : R2 → Rが劣モジュラ関数
であるとき，[2D-COTP] の解 F ∗(x, y) ∈ F (F1, F2)

は次に示す Frechet–Hoeffding分布として得られる :

F ∗(x, y) = min{F1(x), F2(y)} ∀(x, y) ∈ R2

(II.8)
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