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本研究では，経済活動の時間分布（i.e., 始業時刻分布）と空間分布（i.e., 人口分布）を内生化したモデルを構
築する．そのために，Alonso1)型の居住地選択モデルとHenderson2)型の始業時刻選択モデルを統合した 1都
市の住宅立地モデル（高山 3)）を多都市，かつ空間集積の経済を考慮した枠組みに拡張する．そして，ポテン
シャルゲームの性質を用い，モデルの均衡状態と社会的最適状態の特性分析を行う．その結果，次の性質が明
らかにされる：1) 始業時刻集中による生産性向上効果（異なる企業の業務スケジュールの同期の必要性）の低
下は一方の都市への人口集中をもたらす．2) 安定均衡状態から，居住地毎の始業時刻を分散，都市内・都市間
の人口分布を集中させるような政策導入により，社会厚生が増大する．
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1. はじめに

(1) 背景と目的

世界中の殆どの都市において，朝ピーク時間帯の交

通混雑や列車遅延が大きな問題となっている．この問

題の主要な原因の一つに，殆どの経済活動が特定の時

間帯・場所において集中して行われる点が挙げられる．

それゆえ，古典的な交通・立地理論では，経済活動が行

われる時間帯・場所が集積し，その構造 (e.g., 都市人

口, 中心業務地区の位置・規模, 始業時刻分布) が変化

しないことを前提とした枠組が開発されてきた．しか

し，これらの古典的な理論は，その特徴から，経済活動

の時間・空間分布を変化させることで交通混雑を緩和

させることを意図した交通需要マネジメント施策 (e.g.,

時差出勤, フレックスタイム, 時間帯別課金) の効果検

証に，そのまま適用することはできない．

始業時刻と交通混雑の関係（始業時刻分布の内生的

形成）に関する先駆的な研究に，Henderson2)がある．

この研究は，業務時刻の集中が “企業生産性の向上”・“

余暇活動の易化”をもたらす “時間集積の経済”と呼ば

れる始業時刻集中による正の効果と，“時間集積の不経

済”と呼ばれる負の効果を考慮した枠組みを提案し，経

済活動の時間的な集積・分散メカニズムの説明に成功

している．しかし，Henderson2)は，都市内部の空間構

造が固定であると仮定している．

高山 3) は，Henderson2) 型の始業時刻選択モデルと

Alonso1) 型の居住地選択モデルを統合することで，経

済活動の時間・空間分布の変化を記述できるモデルを

構築している．しかし，都市人口が固定的であるとの

仮定が導入されているため，経済活動の空間集積構造

の変化を説明することができない．

そこで，本研究では，Alonso1) 型の居住地選択モデ

ルと Henderson2) 型の始業時刻選択モデルを統合した

高山 3) の 1都市モデルを拡張し，2都市かつ空間集積

の経済を考慮した都市システムモデルを開発する．そ

して，そのモデルにポテンシャル関数が存在することを

利用し，均衡状態と社会的最適状態の特性を明らかに

する．さらに，それらの特性の違いを明確化するとと

もに，社会厚生を向上させるための政策の特徴を示す．

本研究の構成は以下のとおりである．本章 (2)節で

は，関連研究の成果と課題を整理した後，本研究の位

置づけを述べる．2章では，労働者の住宅立地・始業時

刻選択行動をモデル化した上で，その均衡条件を定式

化する．そして，3章では，ポテンシャル関数の存在を

証明し，均衡状態の特性分析を行う．4章では，社会厚

生関数を定義した上で，効率的な状態を達成するため

の政策を提案するとともに，3章で得られた安定均衡状

態と比較し，その効果を検証する．5章では，数値解析

を通じ，これまでの結果を確認した上で，時間・空間集

積による生産性向上効果の関係を明らかにする．そし

て，その結果から時差出勤普及の影響を議論する．最

後に，6章で結論を述べる．
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(2) 関連研究と本研究の位置づけ

都市経済学分野では，交通・土地利用の相互作用を

考慮した，都市内空間構造の規則性に関する理論 (e.g.,

Alonso1), Fujita4), Arnott5), Brinkman6))が長年に渡

り蓄積されている．土木計画学分野では，これらの理

論の応用・拡張により，交通・土地利用パターンの定量

的な予測・評価に用いることができる交通・立地統合

モデルに関する研究が膨大に蓄積されている (e.g., 小

池ら 7)，尹ら 8)，上田ら 9))．

土地利用パターンの変化を考慮していない始業時刻と

交通混雑に関連する研究も発展してきた．Henderson2)

は静学的な交通混雑モデルを拡張することで，労働者

に対して時差出勤を普及するメリットがあるかを評価

する経済的枠組みを構築している．このモデルを改良・

発展させた既存研究である吉村ら 10), 吉村・奥村 11),

Arnott et al.20), 小林ら 12)でも，静学モデルに基づく

交通混雑表現を採用している．一方，Yoshimura and

Okumura13), Mun and Yonekawa14), 佐藤・赤松 15),

Takayama16), Fosgerau and Small17) はボトルネック

モデルによりピーク時の交通渋滞を表現している．

しかし，始業時刻分布と土地利用パターンとの関係

を考慮した研究は，Wilson18), 高山 19)3) に限られる．

Wilson18)では，時間集積の経済・不経済を考慮してお

らず，さらに，労働者の始業時刻・人口分布が効用関

数・企業の利潤関数・交通費用関数に依存するという

理論的知見しか得られていない．高山 19)は，時間集積

経済・不経済を考慮した枠組みを構築しているが，2箇

所の居住地間に単一のボトルネックが存在するという

シンプルな空間構造しか分析されていない．高山 3)は，

ボトルネックモデルの代わりに，Henderson2)型の交通

混雑モデルを用いることで，前述の課題を解決してい

るものの，単一都市しか考慮していないという課題が

残っている．

これらの研究と比較すると，本研究には，2都市の居

住地・混雑する道路が存在する空間構造（図-1）下で

の時空間集積の経済・不経済の影響を分析することが

できるモデルを構築している点に特徴がある．さらに，

ポテンシャル関数の存在を利用した手法より，その特

性を理論的に解明している．そして，次のような知見

を得ることに成功している：1) 始業時刻集中による生

産性向上効果（異なる企業の業務スケジュールの同期

の必要性）の低下は一方の都市への人口集中をもたら

す．2) 安定均衡状態から，居住地毎の始業時刻を分散，

都市内・都市間の人口分布を集中させるような政策導

入により，社会厚生が増大する．

2. 始業時刻・立地選択の同時均衡

(1) 都市と交通条件の設定

本研究では，図-1に示すような，2箇所の単一中心都

市で構成されている空間構造を考慮する．それらの内

部の居住地分布は単方向の線形分布であると仮定する．

それぞれの居住地数は AIと AII である．都市の集合を

D = {I,II}と表す．居住地は，CBDから近い順にイン

デックスをつけ，それぞれの集合をAd ≡ {1, 2, . . . , Ad}
と表す．各居住地の面積はすべて同一で，Lであると

仮定する．

図–1: 2箇所の単一中心都市の空間構造

本モデルでは，全ての企業は CBD に立地し，2

箇所の都市の始業時刻選択は同一で，T 種類の時刻

{t1, t2, . . . , tT }から選択できると仮定する．1以降では，
I ≡ {1, 2, . . . , T}は企業の集合である．CBDd に立地

ししており，始業時刻が ti の企業を“企業 (d, i) ∈ I”
と呼ぶ．この選択可能な始業時刻は，全て同一の時間

間隔 τ で並んでおり，i ∈ I \ {1}に対し，ti = ti−1 + τ

が成立する．また，全企業の労働時間H は同一かつ一

定値であり，さらに，ある時間帯には必ず全企業が同時

に業務を行っている（i.e., tT ≤ t1 +H）と仮定する．

労働者は全て均質であり，都市 dの労働者総数はそ

れぞれ Ndであり，2箇所の都市の労働者総数は固定的

に N = N I + N II である．労働者は，都市 d ∈ D,居
住地 a ∈ Ad,時刻 iに始業する企業 i ∈ I を選択する．
労働者の選択集合は I × (Ad ×D)である．都市・居住

地・始業時刻別の労働者数（以降，人口・始業時刻分

布と呼ぶ）を n = (nda,i)d∈D,a∈Ad,i∈I と表す．企業は

すべてCBDに立地しているため，労働者は居住地から

CBDへ通勤する．さらに，労働者は居住している都市

の CBDへしか通勤しないと仮定する．

各居住地を結ぶ道路はすべて均質であり，居住地 a−1

と aの間の道路を“道路 a”と呼ぶ．都市 dに居住する

始業時刻 tiの労働者の道路 aの交通量 xda,iは，以下の

1 本稿では，企業が選択できる始業時刻は連続的でなく，離散的
であると仮定している．これは，ほとんどの始業時刻が，8:00,
8:30, 9:00 のように，幾つかの時刻に集中している状況を反映
するためのものである．
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ように表される：2

xda,i =

Ad∑
b=a

ndb,i. (1)

そして，都市 dに居住する始業時刻が ti の労働者が道

路 aを通過する際にかかる交通費用は，Henderson2)と

同様，非負，xda,i の単調増加，かつ狭義凸関数 c(xda,i)

で表されると仮定する．

(2) 主体の行動

a) 労働者の財消費行動

前節において仮定した通り，2箇所の都市の労働者は

全て均質であるため，同一の効用関数を適用する．したが

って，これらの労働者は，都市 d ∈ D, 居住地 a ∈ Ad, 労

働を供給する企業 i ∈ Iにより特徴付けられ，合成財（住
宅以外の全ての財）の消費量 zda,iと住宅面積 ydaを選択す

る．これらの労働者の効用関数は，財消費に関する合成

財の消費量 zda,i,住宅面積 ydaの準線形関数 u(zda,i, y
d
a)を

通じ，与えられると仮定する：

u(zda,i, y
d
a) = zda,i + f(yda). (2)

ここで，関数 f(x)は狭義単調増加，凹，かつ x > 0の範

囲で 2階微分可能である．さらに，f(x)の導関数 f ′(x) =

df(x)/dxに関しては，limx→0 f
′(x) = ∞が成立すると

仮定する．合成財をニューメレールとし，各都市の予

算制約は以下で与えられる：

wd
i = zda,i + rday

d
a +

a∑
b=1

c(xdb,i). (3)

ここで，wd
i は都市 dにある企業 iから支払われる賃金，

rda は都市 d付近の居住地 aの地代である．

また，財消費に関する効用最大化問題の一階条件よ

り，次の関係が得られる： f ′(yda) = rda if yda > 0

f ′(yda) ≤ rda if yda = 0
∀a ∈ Ad. (4)

前述の仮定より，yda = 0の場合，f ′(yda) = ∞である
ため，常に yda > 0が成立する.したがって，地代 rda を

住宅面積 yda に応じ，以下のように表す．

rda = f ′(yda) > 0 ∀a ∈ Ad. (5)

次に，都市 dの居住地 aの総労働者数をNd
a と表示し，

居住地 aの土地供給量が L,土地需要量がNd
ay

d
a で与え

られるため，需給均衡条件より，yda = L/Nd
a が得られ

る．なお，Nd
a は以下で与えられる：

Nd
a =

∑
i∈I

nda,i. (6)

2 xd
a,i は，都市 d の企業 i の労働者が通勤する時間帯（以降，時

間帯 i）の交通量を捉えることができる．なお，ボトルネック渋
滞を考慮したモデルを分析した研究（e.g., Takayama16)）で示
されているように，First in First Work が成立する状況では，
同様の解析が可能である．

以上の関係より，間接効用関数 vda,iを以下の通り表す：

vda,i = wd
i −

a∑
b=1

c(xdb,i) + h(Nd
a ). (7)

ここで，h(Nd
a ) = f(yda) − rday

d
a = f( L

Nd
a
) −

L
Nd

a
f ′( L

Nd
a
) である．この h(Nd

a ) は，f(y
d
a) − rday

d
aと表

されるため，住宅消費により得られる効用増分を示し

ている．また，

h′(Nd
a ) =

L2f ′′( L
Nd

a
)

Nd
a
3 < 0. (8)

より，h(Nd
a )はNd

a の単調減少関数であることがわかる．

b) 企業の生産行動

企業は全てCBDに立地しており，完全競争下で一単

位の労働を投入すれば財を生産すると仮定する．この

財の生産に関して，本研究では，Henderson2), Arnott

et al.20)と同様の生産性効果を導入する．すなわち，あ

る企業のある時点での生産性は，すでに始業している

企業の総労働者数が多ければ多いほど，高まると仮定

する．この生産性効果を示すために，企業のある時刻

tでの“瞬間的”生産関数 g(t)を次のように定義する：

ある企業の時刻 tでの瞬間的生産高 g(t)は，その時刻

までに始業している企業の総労働者数N(t)の増加関数

で与えられる：

g(t) = αN(t). (9)

ここで，αは，生産性効果の大きさを表すパラメータで

ある（α > 0）．各企業の労働時間が一定値Hであり，ti
に始業する企業の一日の生産高Giは，始業時刻 tiから

終業時刻 ti +H まで，瞬間的生産関数 g(t)を積分した

ものとなる：

Gd
i =

∫ ti+H

ti

gd(t)dt = α

∫ ti+H

ti

Nd(t)dt. (10)

ここで，都市 dの tiに始業する企業の総労働者数Md
i

は以下で与えられる：

Md
i =

∑
a∈Ad

nda,i. (11)

次に，ti = ti−1 + τ であるため，N(t)は次ように与え

られる．図-2は時刻別の労働者数を示すものである．

Nd(t) =


∑i

j=1M
d
j if t ∈ [ti, ti+1),

Nd if t ∈ [tT , t1 +H),∑T
j=(i+1)M

d
j if t ∈ [ti +H, ti+1 +H).

(12)

各企業の労働投入量は固定的に一単位であると仮定

し，都市 dの始業時刻が tiの総企業数をMd
i ,時刻 tが

労働時間に含まれる総企業数を Nd(t)と表す．この関

係より，空間集積の経済性を無視した都市 dの始業時

刻が tiの企業の一日の生産高 gdiが始業時刻分布M =
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図–2: 時刻別の労働者数

(Md
i )d∈D,i∈I（人口・始業時刻分布 n）の関数で次のよ

うに与えられる：

gdi (M) = α
∑
j∈I

ϕ|i−j|Md
j . (13)

ここで，ϕ ∈ [0, 1]は始業時刻集中による生産性向上効

果（異なる企業の業務スケジュールの同期の必要性）の

強さを表し，ϕが大きいほど時間集積による生産性向上

効果が低いと示される．

また，式 (13)に基づき，空間集積の経済を考慮し，ti
に始業する企業がどちらの都市に立地しているかを表

すパラメータ ψdc を追加する．企業は同一都市に立地

する場合，ψdc = 1．異なる都市に立地する場合，ψdc =

ψ ∈ [0, 1]. ここで，ψ は都市間人口の空間集中による

生産性向上効果（異なる企業立地の集積必要性）の強

さを表し，ψが大きいほど，都市間空間集積による生産

性向上効果が低いと示される．したがって，空間集積

の経済性を考慮する企業の一日生産高Gd
i を以下の通り

表す：

Gd
i (M) =

∑
c∈D

ψdcg
c
i (M), (14a)

ψdc =

 1 if d = c,

ψ ∈ [0, 1] if d ̸= c.
(14b)

すると，式 (13)を式 (14a)に代入し，Gd
i (M)を以下の

ように表す．

Gd
i (M) = α

∑
c∈D

∑
j∈I

ψdcϕ
|i−j|M c

j . (15)

以上の生産関数の下では，都市 dに立地している各

企業の利潤πd
iは以下で与えられる：

πd
i = Gd

i (M)− wd
i . (16)

(3) 均衡条件の定式化

本モデルにおいて，企業は都市・始業時刻，労働者は

都市・居住地・労働を供給する企業を選択する．その

結果，均衡状態における人口・始業時刻分布 n∗が決ま

る．本節では，この均衡状態が満たす均衡条件を定式

化する．

次の 3条件は，均衡状態が満たす均衡条件である： v∗ = wd
i −

∑a
b=1 c(x

d
b,i) + h(Nd

a ) if nda,i > 0,

v∗ ≥ wd
i −

∑a
b=1 c(x

d
b,i) + h(Nd

a ) if nda,i = 0,

(17a) π∗ = Gd
i (M)− wd

i if
∑

a∈Ad nda,i > 0,

π∗ ≥ Gd
i (M)− wd

i if
∑

a∈Ad nda,i = 0,
(17b)

∑
k∈D

∑
a∈Ak

∑
i∈I

nka,i = N. (17c)

ここで，v∗は労働者の均衡効用，π∗は企業均衡利潤で

ある．

均衡条件 (17a), (17b)にそれぞれ労働者・企業の始業

時刻選択均衡条件を表す．具体的には，条件 (17a)は，

均衡状態では，単一の労働者が選択を変更するとして

も，自らの効用を改善できないことを示している．条

件 (17b)は，労働者が企業 iに雇用されている場合，そ

の企業 iの均衡利潤は π∗であり，そうでなければ企業

iの利潤は π∗ より低下すると表す．

本モデルでは，企業の参入・退出が自由であると仮定

するため，π∗ = 0となる．したがって，均衡条件 (17)

を以下の条件で表す： v∗ = vda,i(n) if nda,i > 0,

v∗ ≥ vda,i(n) if nda,i = 0,
(18a)

∑
k∈D

∑
a∈Ak

∑
i∈I

nka,i = N. (18b)

ここで，vda,i(n)は都市 dの居住地 aに居住する始業時

刻が tiの企業の労働者の効用水準を表す：

vda,i(n) = Gd
i (M)−

a∑
b=1

c(xdb,i) + h(Nd
a ). (19)

3. 均衡状態の特性分析

本章では，前述したモデルの均衡状態の特性を調べ

る．具体的には，まず構築したモデルにポテンシャル

関数が存在することを表したうえで，その性質を用い，

均衡状態の一意性・安定性を分析する．次に，均衡条

件を用い，均衡状態における居住地・始業時刻別の労

働者分布の特性を明らかにする．

(1) ポテンシャルゲーム

本節では，均衡状態の特性を分析するために，均衡

状態における人口・始業時刻分布 nが（プレイヤーが

労働者の）ポテンシャルゲームの Nash 均衡状態とみ

なすことができることを示す必要がある．本モデルの

均衡状態は，均衡条件 (18)より，プレイヤーの集合が

S ≡ [0, N ],戦略集合が I × (Ad × D)及び利得関数が
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v(n) =
(
vda,i(n)

)
d∈D,a∈Ad,i∈I の population game の

Nash 均衡状態と一致する．以降では，このゲームを

ゲーム S =
{
S, I × (Ad ×D),v

}
と表記する．

このゲーム S は，Sandholm21) により，任意の

n ∈ ∆ ≡
{
n

∣∣∣∣ ∑
k∈D

∑
a∈Ak

∑
i∈I

nka,i = N,nd
a,i ≥ 0

∀d ∈ D, a ∈ Ad, i ∈ I
}

に対し，次の条件を満たすポテンシャル関数 P (N)が

存在すれば，ポテンシャルゲームである：
∂P (n)

∂nd
a,i

= vda,i(n) ∀d ∈ D, a ∈ Ad, i ∈ I. (20)

この条件は，Sandholm21)により，“externality symme-

try”と呼ばれる次の条件と等価であることが示されて

いる：
∂vda,i(n)

∂nc
b,j

=
∂vcb,j(n)

∂nd
a,i

∀ {d, c} ∈ D, {a, b} ∈ A{d,c}, {i, j} ∈ I and n ∈ ∆.

(21)

本モデルの
∂vd

a,i(n)

∂nd
b,j

は，式 (19)より，以下のように表

される：

∂vIa,i(n)

∂nI
b,j

= αϕ|i−j| −
min{a,b}∑

q=1

∂c(xIq,i)

∂xIq,j
+ h′(N I

a)
∂N I

a

∂nI
b,j

,

(22a)

∂vIIa,i(n)

∂nII
b,j

= αϕ|i−j| −
min{a,b}∑

q=1

∂c(xIIq,i)

∂xIIq,j
+ h′(N II

a )
∂N II

a

∂nII
b,j

,

(22b)

∂vIa,i(n)

∂nII
b,j

= αψϕ|i−j|, (22c)

∂vIIa,i(n)

∂nI
b,j

= αψϕ|i−j|. (22d)

したがって，ゲーム Sは条件 (21)を満たすことによ

り，次の命題が得られる．

命題 1 ゲーム Sは次のポテンシャル関数 P (n)を持つ

ポテンシャルゲームである：

P (n) = P1(n)− P2(n)− P3(n). (23)

ここで，P1(n), P2(n), P3(n)はそれぞれ生産性効果，通

勤混雑，土地消費に与える影響を表す凸関数であり，次

の関係を満たす：

P1(n) =
1

2

∑
k∈D

∑
i∈I

Mk
i G

k
i (n), (24a)

∂P2(n)

∂nd
a,i

=

a∑
b=1

c(xdb,i), (24b)

P3(n) = −
∑
k∈D

∑
a∈Ak

Nk
a f(

L

Nk
a

). (24c)

証明 付録 I参照．

ゲーム Sがポテンシャルゲームであるため，その均衡状

態は，次の最適化問題の Karush-Kuhn-Tucker(KKT)

条件を満足する n∗ の集合と一致する：

max
n

P (n) = P1(n)− P2(n)− P3(n) (25a)

s.t. n ∈ ∆. (25b)

この事実は，上記の問題のKKT条件が，均衡条件 (18)

と完全に一致することより容易に確認できる．

(2) 均衡状態の一意性と安定性

均衡状態の一意性は，式 (25)より，ポテンシャル関数

P (n)の形状により確認できる．具体的には，P (n)が

単峰であればゲーム Sの均衡状態は一意である．P (n)

が単峰でなければ，ゲーム S の均衡状態は必ずしも一

意ではない．この性質と P1(n), P2(n), P3(n)の凸性

より，次の命題が得られる：

命題 2 ゲームSの均衡状態は，必ずしも一意ではない．

証明 P1(n)が凸関数であるため，P (n)は必ずしも凹

関数ではなく，凸関数になる可能性もある．そのため，

P (n)は必ずしも単峰と言えない．

命題 2より，均衡状態が複数存在可能であることが示さ

れた．したがって，均衡選択のため，ゲーム Sの均衡状

態の局所的な漸進安定性を分析する必要がある．まず，

ここで nの変化速度を表す均衡状態への調整ダイナミ

クス ṅ = V (n)を定義する．本研究では，このダイナミ

クスとして，次の 2条件を満たす admissible dynamics

を考える：

(PC) V (n) ̸= 0の時は常に，

V (n) · v(n) =
∑
k∈D

∑
a∈Ak

V k
a,i(n)v

k
a,i(n) > 0. (26)

(NS) V (n) = 0であれば，nはゲーム S の均衡状態．

条件 (PC)は positive correlationと呼ばれ，調整ダイナ

ミクスと利得（効用）関数が正の相関を持つことを要求

している．また，条件 (NS)はNash stationarityと呼ば

れ，調整ダイナミクスの定常状態がゲーム SのNash均

衡状態と一致することを要求している．なお，この ad-

missible dynamicsは，best response dynamic, Brown-

von Neumann-Nash dynamic, proection dynamicを特

殊ケースとして含んでいる．

ポテンシャルゲーム S の均衡状態 n∗ の安定性は，

Sandholm21) により，次の特性を持つ：
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ポテンシャルゲームSにおいて，ポテンシャル関数P (n)

を局所的に最大化する均衡状態 ns は，admissible dy-

namicsの下で（局所的に）安定である．それ以外の均

衡状態 nu は，不安定である．

したがって，ポテンシャルゲーム S の均衡状態の安定

性確認は，ポテンシャル関数の形状のみからであるこ

とがわかる．

式 (25)で与えられるポテンシャル関数 P (n)の形状

は，P1(n)（生産性効果による時間集積の経済），P2(n)

（交通混雑による時間集積の不経済），P3(n)（土地消費

による空間集積の不経済）によって決まる．すなわち，

安定均衡状態が，本モデルに含まれる時間集積の経済・

不経済，空間集積の不経済のバランスに応じて決まる．

実際，第 1項 P1(n)が卓越し，ポテンシャル関数 P が

凸となる場合，始業時刻が集中した状態が安定均衡状態

となる．また，第 2, 3項 P2(n), P3(n)が卓越し，P が

凹となる場合，人口・始業時刻分布が分散した状態が

唯一の均衡状態となる．

ポテンシャル関数の性質より，状態n0を初期状態と

した場合に達する安定均衡状態は，初期状態 n0からポ

テンシャル関数の局所最大状態n∗を探査することによ

り得られる．すなわち，局所的に簡単な最適化問題を

解けば，容易に安定均衡状態が得られることがわかる．

そこで，第 5章では，その性質を用いた上で，数値解

析を実施する．

(3) 均衡状態における都市内人口・始業時刻分布

これまで，均衡解の一意性と安定性について議論し

てきた．本節では，均衡状態における都市内人口・始

業時刻分布の特性を分析する．式 (19)より，居住地 a・

企業 iの労働者の効用関数を以下のように与えられる：

vda,i(n) = vda−1,i(n)− c(xda,i) + h(Nd
a )− h(Nd

a−1).

(27)

したがって，均衡状態 n∗ の台 supp(n∗) ={
(a, i)

d|n∗a,i > 0, d ∈ D, a ∈ Ad, i ∈ I
}
を 用 い ，

次の関係が得られる：

vda,i(n
∗)



= v∗ − c(x∗a,i) + h(N∗
a )− h(N∗

a−1)

if (a− 1, i)
d ∈ supp(n∗),

≤ v∗ − c(x∗a,i) + h(N∗
a )− h(N∗

a−1)

if (a− 1, i)
d
/∈ supp(n∗).

(28)

ここで，均衡状態における各変数は上付き添え字*で表

す．この関係を用い，命題 3が得られる：

命題 3 均衡状態 n∗ は次の性質を持つ：

(a) N∗
a > 0 かつ ∀(a− 1, i)

d
, (a− 1, j)

d ∈ supp(n∗)

であれば，∀(a, i)d, (a, j)d ∈ supp(n∗)かつ x∗a,i =

x∗a,j > 0が成立する．

(b) N∗
a > 0 かつ ∀(a− 1, i)

d
/∈ supp(n∗),

∀(a− 1, j)
d ∈ supp(n∗)であれば，n∗a,i ≤ n∗a,j か

つ x∗a,i ≤ x∗a,j が成立する．

証明 付録 II参照．

この命題は，均衡状態における都市内人口・始業時刻

分布が次の性質を持つことを示している：

� CBDの近くに居住する労働者ほど，始業時刻の分

布幅が狭い．すなわち，以下の関係が成立する：

supp((n∗a−1,i)i∈I) ⊆ supp((n∗a,i)i∈I). (29)

� CBDから遠い郊外部に居住する労働者ほど始業時

刻の時差が大きい．

(a, i)
d
, (a− 1, i)

d ∈ supp(n∗)であれば，vda,i(n
∗) =

vda−1,i(n
∗)となる．この条件から以下の関係が得られ

る：

h(N∗
a )− h(N∗

a−1) = c(x∗a,i) > 0. (30)

したがって，次の命題が得られる：

命題 4 均衡状態において N∗
a > 0かつ N∗

a−1 > 0であ

れば，N∗
a < N∗

a−1 となる．すなわち，居住地は CBD

から遠ければ遠いほど人口が減少する．

(4) 均衡状態での 1都市への人口集中が起こる条件

条件 (18a), (18b)より，以下の関係が与えられる： v∗ ≥ vda,i(n)

wd
i ≥ Gd

i (M)
if nda,i = 0. (31)

また，式 (7)を式 (31)に代入し，次の関係が得られる：

v∗ ≥ GII
i (M)−

a∑
b=1

c(xIIa,i) + h(N II
a ),

GI
i(M)−

a∑
b=1

c(xIb,i) + h(N I
a)

≥ GII
i (M)−

a∑
b=1

c(xIIa,i) + h(N II
a ). (32)

さらに，vIa,i を最大にするため，i = i∗ (i∗ ≡
argmaxiG

I
i), a = 1と容易にわかる．したがって，v∗

とmaxa,i v
II
a,i が次の式で与えられる：

v∗ = max
a,i

vIa,i

= vI1,i∗

= GI
i∗(M)− c(xI1,i∗) + h(N I

1), (33a)

max
a,i

vIIa,i = max
i

{
GII

i (M)−
a∑

b=1

c(xIIa,i) + h(N II
a )

}
= GII

i∗(M)− c∗ + h∗
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= ψGI
i∗(M)− c∗ + h∗. (33b)

本節では，均衡状態での 1都市への人口集中が起こる

(i.e., N I = N, N II = 0) 条件を求めるため，v∗ ≥
maxa,i v

II
a,i がわかる．したがって，

v∗ ≥max
a,i

vIIa,i

GI
i∗(M)− c(xI1,i∗) + h(N I

1) ≥ψGI
i∗(M)− c∗ + h∗

GI
i∗(M) ≥

c(xI1,i∗)− h(N I
1)− c∗ + h∗

1− ψ
.

(34)

この関係から，ψ が大きいほど，均衡状態下の企業の

一日生産高 GI
i∗(M)が増加することが分かる．すなわ

ち，企業が空間的分散するほど，企業の生産性が高ま

ることができる．

式 (15)を式 (33b)に代入し，ψとϕの関係式が与えら

れる：

α
∑
j∈I

ϕ|i
∗−j|M I

j ≥ 1

1− ψ

[
c(xI1,i∗)− h(N I

1)− c∗ + h∗
]

ψ ≤ 1−
c(xI1,i∗)− h(N I

1)− c∗ + h∗

α
∑

j∈I ϕ
|i∗−j|M I

j

.

(35)

この関係から，時間的分散力 ϕと空間的分散力 ψが正

の相関を持つことが分かる．したがって，次の命題が

得られる：

命題 5 均衡状態においては，都市間の空間的な相互作

用が困難（ψが低い），時間的な相互作用が容易（ϕが

高い）ほど，1都市への人口集中が生じる．

この命題は，都市間人口の空間集中による生産性向上

効果が高ければ，始業時刻が異なる企業でも，相互作

用が容易である（i.e., 始業時刻が分散しても生産性が

下がりにくい）ことを示している．つまり，時間集積

の経済が，経済活動の空間分布にも影響を与えると示

される．

4. 政策分析

本研究で構築したモデルの均衡状態は，外部性（時

間集積の経済・不経済，空間集積の経済・不経済）の存

在により，一般には効率的とは言い切れない．そこで，

本章では，社会厚生関数を定義した上で，効率的な状

態を実現するための政策とその効果を検証する．

(1) 社会厚生関数の定義

社会厚生関数は，生産者余剰と消費者余剰の和であ

ると定義する．そのため，社会厚生最大化問題は以下

の通り表現することができる：

max
n

W (n) =W1(n)−W2(n)−W3(n) (36a)

s.t. n ∈ ∆. (36b)

ここで，W1(n), W2(n), W3(n)は次のように与えられ

る．それぞれ，生産性効果，交通混雑，土地消費がもた

らす影響を項である：

W1(n) =
∑
k∈D

∑
i∈I

Mk
i G

k
i (N) = 2P1(n), (37a)

W2(n) =
∑
k∈D

∑
a∈Ak

∑
i∈I

xka,ic
k
a,i(x

k
a), (37b)

W3(n) = −
∑
k∈D

∑
a∈Ak

Nk
a f(

L

Nk
a

) = P3(n). (37c)

この社会厚生関数W (n)は，W1(n) = 2P1(n)が凸

関数であるため，複数の極大点が存在する可能性があ

る．すなわち，W (n)を大域的に最大化する社会的最

適状態 nso 以外にも，W (n)を局所的に最大化する局

所最適状態 no が存在する可能性がある．本研究では，

大域的最適化を扱うことが一般には困難であることか

ら，局所最適状態 no を達するための政策に注目する．

(2) 局所最適状態における都市内人口・始業時刻分布

局所最適状態 no は，社会厚生関数W (n)の局所最

大化点であることから，以下に表す最適化問題 (36)の

KKT条件を満たす: v̂∗ = v̂da,i(n
o) if ndoa,i > 0,

v̂∗ ≥ v̂da,i(n
o) if ndoa,i = 0,

(38a)

∑
k∈D

∑
a∈Ak

∑
i∈I

nkoa,i = N. (38b)

次に，v̂da,i(n)は以下で得られる：

v̂da,i(n) = vda,i(n) +Gd
i (M)−

∑
k∈D

a∑
b=1

c′(xkb,i)x
k
b,i.

(39)

ここで，局所最適状態における各変数は上付き添え字 o

で表す．

このKKT条件を用い，3.3節と同じ手順の解析によ

り，次の命題が得られる：

命題 6 局所最適状態 no は次の関係を満たす：

(a) Nd
a
o
> 0かつ ∀(a− 1, i)

d
, (a− 1, j)

d ∈ supp(no)

であれば，∀(a, i)d, (a, j)d ∈ supp(no)かつ xoa,i =

xoa,j > 0 が成立する．さらに，Nd
a
o
> 0 かつ

∀(a− 1, i)
d
/∈ supp(no), ∀(a− 1, j)

d ∈ supp(no)

であれば，noa,i ≤ noa,jかつ xoa,i ≤ xoa,jが成立する．

(b) Nd
a
o
> 0かつNd

a−1
o
> 0であれば，Nd

a
o
< Nd

a−1
o

となる．

この命題により，局所最適状態の都市内人口・始業時刻

分布の特徴は，均衡状態と一致することがわかる．す

なわち，以下の 3点の性質を満たす：
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� CBDの近くに居住する労働者ほど，始業時刻分布

幅が集中する．

� 時差出勤する労働者は，CBDから遠い郊外部に居

住する．

� CBDから遠い居住地ほど人口が少ない．

また，居住地 a・企業 iの労働者に対し，人口・始業時

刻分布 nに応じた課金/補助金を以下のように表す：

pda,i(n) = Gd
i (M)−

a∑
b=1

c′(xdb,i)x
d
b,i. (40)

局所最適状態は，この課金/補助金を導入した状況下

の局所安定均衡状態と一致する．この点は，効用関数

v̂da,i(n) = vda,i(n) + pda,i(n)で与えられた時，そのポテ

ンシャル関数が社会厚生関数W (n)となることから容

易に確認できる．

(3) 都市内における政策導入の影響分析

本節では，都市内の人口・始業時刻分布nに応じた課

金/補助金政策 pda,i(n)を実施することの影響を検証す

る．具体的には，均衡状態 n∗ を初期状態とする場合，

以下の 2点の通り，政策の導入が人口分布・始業時刻

分布に与える影響を分析する．

1. 人口分布に与える影響

∀(a, i)d, (a− 1, i)
d ∈ supp(n∗)の場合，

v̂da,i(n)− v̂da−1,i(n) = −c′(x∗a,i)x∗a,i < 0. (41)

が成立する．すなわち，v̂da,i(n
∗) < v̂da−1,i(n

∗)と

なることがわかる．

2. 始業時刻分布に与える影響

ここで，∀(a, i)d, (a, i+ 1)
d ∈ supp(n∗) となる

∀(a, i)d, (a, i+ 1)
d に焦点に当てる．この際に，

v̂da,i(n
∗) = v̂da,i+1(n

∗)を満たすため，

v̂da,i(n
∗)− v̂da,i+1(n

∗) =

a∑
b=1

{
cdb,i(x

∗
b,i)− c′(x∗b,i)x

∗
b,i

}
−
{
cdb,i+1(x

∗
b,i+1)

−c′(x∗b,i+1)x
∗
b,i+1

}
.

(42)

が成立する．さらに，
∂{c(x)− c′(x)x}

∂x
= −c′′(x)x < 0. (43)

より，Md
i
∗

> Md
i+1

∗
であれば，v̂da,i(n

∗) <

v̂da,i+1(n
∗)となる．これは，命題 3より，均衡状

態においてMd
i
∗
> Md

i+1
∗
であれば，次の 2条件

が成立するためである： x∗a,i ≥ xda,i+1 ∀a ∈ Ad,

there existes a ∈ Ad such that x∗a,i ≥ xda,i+1.

(44)

命題 7 均衡状態 n∗ において，政策（40）を導入する

状況を考慮する．この時，次の条件が成立する：

(a) ∀(a, i)d, (a− 1, i)
d ∈ supp(n∗) に対して，

v̂da,i(n
∗) < v̂da−1,i(n

∗)が成立する．

(b) Md
i
∗

> Md
i+1

∗
であれば，任意の (a, i)

d
,

(a, i+ 1)
d ∈ supp(n∗) に対して，v̂da,i(n

∗) <

v̂da,i+1(n
∗)が成立する．

命題 7（a）は，均衡状態 n∗を初期状態としたとき，課

金/補助金政策 pda,i(n)の導入が CBD付近の人口分布

に増加効果をもたらすことを示している．一方，命題

7（b）は，課金/補助金政策 pda,i(n)の導入が居住地毎

の労働者の始業時刻分布を分散化させることを示して

いる．

ここで注意が必要のは，始業時刻（M）の分布そのも

のが分散化するとは限らない点である．なぜなら，居住

地毎の始業時刻が分散する（命題 7（b））一方で，（始業

時刻が他の居住地より集中する）CBD付近の人口が増

加する（命題 7（a））ためである．実際，第 5章の図-7

（c）では，局所最適状態での始業時刻分布（Mo）が安

定均衡状態の始業時刻分布（M∗）より集中することが

確認される．

(4) 政策導入後の 1都市への人口集中が起こる条件

v̂∗ ≥ 2GII
i (M)−

a∑
b=1

[
c(xIIb,i) + xIIb,ic

′(xIIb,i)
]
+ h(N II

a )

2GI
i(M)−

a∑
b=1

[
c(xIb,i) + xIb,ic

′(xIb,i)
]
+ h(N I

a)

≥ 2GII
i (M)−

a∑
b=1

[
c(xIIb,i) + xIIb,ic

′(xIIb,i)
]
+ h(N II

a ).

(45)

さらに，̂vIa,iを最大にするため，i = i∗ (i∗ ≡ argmaxiG
I
i),

a = 1と容易にわかる．したがって，v̂∗ と maxa,i v̂
II
a,i

が式 (33)で与えられる：

v̂∗ =max
a,i

v̂Ia,i

=v̂I1,i∗

=2GI
i∗(M)−

[
c(xI1,i∗) + xI1,i∗c

′(xI1,i∗)
]
+ h(N I

1),

(46a)

max
a,i

v̂IIa,i =max
i

{
2GII

i (M)−
a∑

b=1

[
c(xIIb,i)

+xIIb,ic
′(xIIb,i)

]
+ h(N II

a )

}
=2GII

i∗(M)− c∗ + h∗

=2ψGI
i∗(M)− c∗ + h∗. (46b)

本節では，局所最適状態での 1都市への人口集中が起
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こる (i.e., N I = N, N II = 0)条件を求めるため，v̂∗ ≥
maxa,i v̂

II
a,i がわかる．したがって，

GI
i∗(M) ≥

c(xI1,i∗) + xI1,i∗c
′(xI1,i∗)− h(N I

1)− c∗ + h∗

2(1− ψ)
.

(47)

この関係から，政策導入後，安定均衡状態と同様，ψが

大きいほど，均衡状態下の企業の一日生産高 GI
i∗(M)

が高まることが分かる．

式 (15)を式 (47)に代入し，τ と ψの関係式が与えら

れる：

ψ ≤ 1−
c(xI1,i∗) + xI1,i∗c

′(xI1,i∗)− h(N I
1)− c∗ + h∗

2α
∑

j∈I ϕ
|i∗−j|M I

j

.

(48)

命題 8 局所最適状態においては，都市間の空間的な相

互作用が困難（ψが低い），時間的な相互作用が容易（ϕ

が高い）ほど，1都市への人口集中が生じる．

この命題により，局所最適状態の時空間集積の特徴は，

均衡状態と一致することが分かる．すなわち，時間集

積による生産性向上効果の低下は，都市内混雑の緩和

をもたらし，一方の都市への人口集中を生じさせる．

5. 数値解析

本章では，数値解析により前章までの解析結果の特徴

を具体的に検証する．ここで，居住地数を AI = AII =

10，始業時刻数を I = 10に設定し，f(x), c(x)を以下

のように採用する：

f(x) = −µ
x
, (49a)

c(x) = t(1 + xβ). (49b)

さらに，パラメータの値を以下のように採用する：

N = 1000, ψ = 0.95, ϕ = 0.95, L = 1.0,

α = 10.0, µ = 2.0, t = 5.0. (50)

(1) 安定均衡状態

本節では，β の減少に伴って（交通混雑の緩和によ

り）実現する安定均衡状態の推移を調べる．そして，そ

の結果と前章で得られた理論解析結果と一致するかを

確認しよう．数値解析のより得られた都市 Iの安定均衡

状態 ns における始業時刻 ti 別の労働者数は，図-3の

とおりである（都市 IIは同様であるため，以下では都

市 IIの結果を省略する）．この結果を通じ，命題 3 (a),

(b)と整合したパターンが確認できる．また，“CBDの

近くに居住する労働者ほど，始業時刻分布が集中する”

傾向と一致する．都市 Iの安定均衡状態における居住

地別の労働者数N s = (Nd
a
s
)d∈D,a∈Ad は，図-4のとお

りである．この結果より，命題 4の “CBDから遠い居

住地ほど人口が少ない”ことが確認できる．

次に，交通混雑緩和（β の減少）の影響を確認しよ

う．図-4, 5より，交通混雑を緩和する際に，CBDか

ら遠い郊外部での人口が増加し，始業時刻分布がより

集中することが分かる．すなわち，通勤費用低下が “労

働者が郊外部の広い住宅に居住する”・“企業が生産効

率向上のために始業時刻を集中させる（時間的集積の

経済）”などの効果をもたらしたためである．

(a) β = 1.40

(b) β = 1.20

(c) β = 1.05

図–3: 安定均衡状態における始業時刻別の労働者数
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図–4: 安定均衡状態における人口分布：N s =

(Nd
a
s
)d∈D,a∈Ad

図–5: 安定均衡状態における始業時刻分布：M s =

(Md
i
s
)d∈D,i∈I

(2) 局所最適状態

本節では，前節と同様の解析を行い，局所最適状態

の特徴を調べよう．まず理論解析結果との整合性を確

認する．β = 1.05の場合での都市 Iの局所最適状態 no

における始業時刻 ti別の労働者数は，図-6に示すとお

りである．なお，本稿では，違う交通混雑状態での局所

最適状態における始業時刻別の労働者数・人口分布・始

業時刻分布を確認しており，それらの結果が命題 6と

一致している．

図–6: 局所最適状態における始業時刻別の労働者数 (β =

1.05)

(3) 安定均衡状態と局所最適状態の比較

a) 都市内人口・始業時刻分布

2都市の総人口分布は図-7 (a)に示すとおりである．

これらの結果より，命題 5 (a), (b)と整合した人口・始

業時刻分布（i.e., 安定均衡状態と同様の性質）が確認で

きる．なお，本稿ではその他のパラメータでも β = 1.05

のケースと同様の結果が得られることを確認している．

次に，安定均衡状態と局所最適状態を比較した図-7

(b)を調べる．これらの結果より，“局所最適状態は安

定均衡状態よりCBD付近の人口が集中する”・“局所最

適状態における居住地毎の始業時刻分布は，安定均衡

状態より分散する”ことが分かり，命題 7で示した政策

導入効果と一致している．

そして，政策導入は都市全体の始業時刻分布の分散

化をもたらすかについて調べよう．安定均衡状態と局

所最適状態における，各始業時刻の総労働者数は図-7

(c)のとおりである．これら結果より，β = 1.05の場

合，政策導入後の始業時刻分布は安定均衡状態より集中

することが分かる．したがって，“安定均衡状態では，

局所最適状態により，始業時刻の分布が分散化すると

は限らない”ことが分かり3，命題 7の注意点が確認で

きる．

b) 都市間人口分布

本章のこれまでの節では，数値解析を通じて高山 3)

の理論を 2都市のケースでも適用することを証明した．

本節では，時間集積による生産性向上効果 (ϕ)と空間集

積による生産性向上効果 (ψ)の関係を確認し，それが人

口の時空間分布に与える影響を調べる．まず β = 1.05

のケースで ϕと ψの関係は人口が 2都市間の分布への

影響を調べよう．ここで，初期状態を (0,0)とする．

具体的には，初期状態 (0,0)から縦軸 (ϕ)に沿って前

の点の推定結果を用いて推定し，初期状態の縦軸の各

点から横軸に沿って前の点に対応する推定結果を用い

て計算する．推定結果は図-8 (a)に示すとおりである．

そして，この推定結果を用い，局所最適状態における ψ

と ϕの関係を調べ，安定均衡状態の結果と比較しよう．

局所最適状態の推定結果は図-8 (b)に示すとおりであ

る．これらの結果より，局所最適状態は安定均衡状態

より人口が一方の都市への集中をもたらす傾向がある．

これは，政策導入の影響で，交通混雑が緩和され，人口

が集中する傾向をもたらすことがわかる．なお，本稿

では，その他の初期状態でも初期状態 (0,0)のケースと

同様の結果が得られることを確認している．

そして，β = 1.05と同様な推定方法を用いて β = 1.40

のケースを推定し，それを通じて本モデルの頑健性を

確認しよう．β = 1.40のケースの推定結果は図-9 (a)

3 局所最適状態により始業時刻分布が分散化するケースは，図-11
参照
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(a) 人口分布：N

(b) 各居住地における始業時刻シェア：(
∑

d∈D nd
a,i/

∑
d∈D Nd

a )i∈I

(c) 始業時刻分布：M

図–7: 安定均衡状態と局所最適状態の都市内人口・始業

時刻分布の比較

に示すとおりである．そして，各初期状態のケースの

推定結果を用いて，対応する局所最適状態における ψ

と ϕの関係を調べ，安定均衡状態の結果と比較しよう．

推定結果は図-9 (b)に示すとおりである．これらの結

果より，β = 1.05のケースの結論と同様であることが

確認できる．

β = 1.05と β = 1.40のケースを比較し，交通が混

雑するほど，人口が 2都市間分散する傾向があること

が分かる．また，2つのケースを通じ，空間集積による

生産性向上効果 (ψ)が不変の場合，時間集積による生

産性向上効果 (ϕ)の変化によって都市間人口分布が大

きく変わる可能性がある；時間集積による生産性向上

(a) 安定均衡状態

(b) 局所最適状態

図–8: 安定均衡状態と局所最適状態の都市間人口分布

の比較 (β = 1.05)

効果 (ϕ)が不変の場合，空間集積による生産性向上効

果 (ψ)の変化によって都市間人口分布が大きく変わる

可能性があることがわかる．なお，本稿では β = 1.40

のケースにおけるその他の初期状態でも初期状態 (0,0)

のケースと同様の結果が得られることを確認している．

c) 始業時刻分布の分散状況

本節では，時空間集積による生産性向上効果が安定

均衡状態と局所最適状態における始業時刻分布M の

分散状況に与える影響を調べよう．ここで，各 ψ と ϕ

に対応するM の範囲 (i.e., maxM −minM)を計算

する．

β = 1.05の時の安定均衡状態と局所における都市内

人口分布M の分散状況は図-10に示すとおりである．

影の範囲は人口が一方の都市への集中状態である．こ

れらの結果より，政策導入にも関わらず，都市間人口

分散状態の始業時刻分布は，都市間人口集中状態より

集中することがわかる．これは，都市間人口が集中す

れば，交通混雑が起こりやすいため，始業時刻分布が

比較的に分散することが明らかである．
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(a) 安定均衡状態

(b) 局所最適状態

図–9: 安定均衡状態と局所最適状態の都市間人口分布

の比較 (β = 1.40)

次に，β = 1.40のケースも調べよう．β = 1.40時の

安定均衡状態と局所における都市内人口分布M の分散

状況は図-11のとおりである．影の範囲は人口が一方

の都市への集中状態である．これらの結果は β = 1.05

のケースと同様，政策導入にも関わらず，都市間人口分

散状態の始業時刻分布は，都市間人口集中状態より集

中することがわかる．また，交通混雑が激しい前提で，

政策の導入が交通混雑緩和への影響が著しいと言える．

6. おわりに

本研究では，Alonso1) 型の居住地選択モデルと

Henderson2) 型の始業時刻選択モデルを統合した 1都

市の住宅立地モデル（高山 3)）を 2都市，かつ空間集

積の経済を考慮した枠組みに拡張した．そして，ポテ

ンシャルゲームの性質を利用することで，モデルの均

衡状態・局所最適状態の性質を理論的に明らかにした．

さらに，時・空間分散力が都市間の人口分布，企業生産

性に与える影響を明らかにした。その結果，以下に示

(a) 安定均衡状態

(b) 局所最適状態

図–10: 始業時刻分布 (M)の分散状況 (β = 1.05)

す知見が得られた：1) 始業時刻集中による生産性向上

効果の低下は一方の都市への人口集中をもたらす．2)

安定均衡状態から，居住地毎の始業時刻を分散，都市

内・都市間の人口分布を集中させるような政策導入に

より，社会厚生が増大する．

本稿では，都市内・都市間の人口・始業時刻分布の

内生化を分析する枠組みの基礎構築を大きな目的の一

つとしたため，2都市の人口が動的に移動しない（各自

都市のCBDのみに通勤する）と仮定し，分析を実施し

た．しかし，実際に，隣接都市間の人口の通勤移動は

無視できないため，この仮定は，本研究で得られた結果

に大きな影響を与えていると考えられる．また，本稿

では，業種や労働者を同一に扱ったが，実際に，時空間

集積の経済に関する推定結果がこれらの異質性に強く

依存していると考えられる．それゆえ，本研究の成果

を基盤にさらなる研究が蓄積されれば，より現実的に，

異質な企業・労働者を考慮した多都市間の人口通勤移

動における人口・始業時刻分布を分析することが可能

になると期待できる．
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(a) 安定均衡状態

(b) 局所最適状態

図–11: 始業時刻分布 (M)の分散状況 (β = 1.40)
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る技術研究開発」の令和 2 年度研究助成（テーマ名：

公共交通ターミナル整備の空間経済分析に関する研究

開発）の助成を受けたものである．ここに記し，感謝

の意を表する．

付録 I. 命題 1の証明

P (n)がポテンシャル関数であることは，(20), (21)

より確認できる．ここでは，P1(n), P2(n), P3(n)が凸

関数であることを証明する．

まず，P1(n)の凸性を調べよう．P1(n)のHessian行

列∇2P1(n) =
∑

d∈D ∇F d(n)は，以下で与えられる：

∇2P1(n) = 2α


Φ Φ · · · Φ

Φ Φ · · · Φ
...

...
. . .

...

Φ Φ · · · Φ


= 2α(E ⊗Φ). (I.1)

ここで，⊗ はクロネッカー積，EA はすべての要

素が 1 の A × A 行列，Φ ≡ ϕD, D =
0 1 · · · T − 1

1 0 · · · T − 2
...

...
. . .

...

T − 1 T − 2 · · · 0

である．
時間的分散力Φの正（負）定値性は，その逆行列Φ−1

の正（負）定値性と一致するため，Φ−1 を考えよう：

Φ−1 =
1

ζ



1 −ϕ
−ϕ 1 + ϕ2 −ϕ O

−ϕ 1 + ϕ2 −ϕ
. . .

. . .
. . .

O −ϕ 1 + ϕ2 −ϕ
−ϕ 1


.

(I.2)

ここで，ζ ≡ 2α(1− ϕ2)である．

Φ−1 の (i, j)要素を d̂ij とし，Gershgorin の定理よ

り，任意の固有値 λi は

|λi − d̂ii| ≤ Ri i = 1, 2, ..., T. (I.3)

の範囲に存在する．ここで，Ri ≡
∑T

j=1 |d̂ij − d̂ii|で
ある．

これを利用すると，時間的分散力の逆行列Φ−1の固

有値 λは，次の範囲に存在する：

1

2α

1− ϕ

1 + ϕ
≤ λ ≤ 1

2α

1 + ϕ

1− ϕ
. (I.4)

固有値 λの最小値は非負であるため，∇2P1(n)は，

半正定値であり，すなわち，P1(n)は凸関数である．

次に，P2(n)を考えよう．P2(n)のHessian行列は以

下のように表される：

∇2P2(n) =

[
ηI O

O ηII

]
, (I.5a)

ηd =



∇cd11 ∇cd12 ∇cd13 · · · ∇cd1A
∇cd22 ∇cd23 · · · ∇cd2A

∇cd33 · · · ∇cd3A

O
. . .

...

∇cdAA


, (I.5b)

∇cdxy = diag

{[
a∑

b=1

c′(xdb,i)

]
i∈I

}
. (I.5c)

この関係から，∇2P2(n)は上三角形行列であり，その

全ての対角要素 c′(x) > 0であることが分かる．すなわ

ち，∇2P2(n)は正定値であり，∇2P2(n)は凸関数であ

ることが確認できる．

最後に，P3(n)の凸性を調べよう．P3(n)のHessian
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行列は以下のように表される：

∇2P3(n) =

[
κI O

O κII

]
, (I.6a)

κd =



Hd
1

Hd
2 O

Hd
3

O
. . .

Hd
A


, (I.6b)

Hd
x = −h′(Nd

a )EI . (I.6c)

ここで，EI はすべての要素が 1の T × T 行列である．

−h′(x) < 0 であるため，∇2P3(n) は正定値であり，

P3(n)が凸関数であることが確認できる．

付録 II. 命題 3の証明

∀(a−1, i)d, (a−1, j)d ∈ supp(n∗)の場合，(18), (19)

より

vda,i(n
∗)− vda,j(n

∗) = −c(xda,i
∗
) + c(xda,j

∗
). (II.1)

したがって，以下の関係が得られる：
vda,i(n

∗) > vda,j(n
∗) if xda,i

∗
< xda,j

∗
,

vda,i(n
∗) = vda,j(n

∗) if xda,i
∗
= xda,j

∗
,

vda,i(n
∗) < vda,j(n

∗) if xda,i
∗
> xda,j

∗
.

(II.2)

(a− 1, i)d /∈ supp(n∗)かつ (a− 1, j)d の場合，

vda,i(n
∗)− vda,j(n

∗) ≤ −c(xda,i
∗
) + c(xda,j

∗
). (II.3)

したがって，以下の関係が得られる：

vda,i(n
∗) < vda,j(n

∗) if xda,i
∗
> xda,j

∗
. (II.4)

Nd
a
∗
> 0 であれば，必ずしも xda,i

∗
> 0 を満たす i

が存在することを利用し，(II.4)と (II.4)の関係より，

(a−1, i)d ∈ supp(n∗)のとき xda,i
∗
> 0となることが確

認できる．そして，この事実と (II.2)より，命題 3(a)

が得られる．

さらに，(II.4)より，(a−1, i)d /∈ supp(n∗)かつ (a−
1, j)dの場合，xda,i

∗ ≤ xda,j
∗
が成立する．また，この事

実と命題 3 (a)を組み合わせることで，nda,i
∗ ≤ nda,j

∗
が

成立することも確認できる．
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