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被災地の物資需要を予測し配送するプッシュ型戦略は，物資需要の把握に時間を要する中で迅速に救援物資
を支援するのに重要な役割を果たす．従来，被災地の物資需要を早期に満たすためには，被災地外の広域物流
拠点・被災地内の地域物流拠点・避難所の三層で構成される多階層ネットワークに基づく物資支援が有効であ
ると考えられてきた．しかし，実際には被災地内の道路や拠点の損傷により配送経路にボトルネックが発生す
るなど，従来の多階層ネットワークの有効性に疑念を生む実例が報告されている．このような問題意識のもと，
本論文では，従来の多階層ネットワークを拡張し，階層を超えたリンクを有するネットワークにおけるプッシュ
型在庫配送戦略を分析する．その結果，プッシュ型戦略において被災地外の広域物流拠点から避難所に直接配
送する戦略が望ましいネットワークの被災状況及びその復旧過程を明らかにした．

Key Words: inventory distribution systems, multi-echelon logistics network, push-mode strategy,
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1. はじめに

迅速かつ的確な救援物資配送は災害の被害を緩和す

るのに不可欠であり，人道支援ロジスティクスにおけ

る重要な課題となっている．EM-DAT1)のデータベース

によれば，1994年から 2013年の間に世界で 6873件の
自然災害が人々を襲い，年間平均 2億 1800万人が被害
を受けている2)．今後 50年間で自然災害は約 5倍増加
すると推定されており3)，被害を緩和するためには，人

道支援ロジスティクスのさらなる研究が不可欠である．

救援物資配送が困難である主たる要因は，被災地で

生じる物資需要の不確実性にある．想定外の状況が生

じる発災後の環境で的確な物資配送を行うには，被災

地の要請に応じた戦略を取るのが望ましい．しかし，発

災後に被災地から得られる需要情報は限られる．迅速

な物資配送のためには，被災者が求める物資を把握す

る前に，事前に想定した値を頼りに物資を配送する必

要がある．数週間経過し通信が復旧すれば，被災地の

要請に応じた物資配送も可能になる．実際の災害対応

計画では，前者はプッシュ型戦略，後者はプル型戦略

と呼称される．このように物資需要の把握状況に応じ

て，物資配送戦略も適切な対応をしなければならない．

平時の商業ロジスティクスでは，複数階層で構成さ
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図–1 災害時のロジスティクス・ネットワークの構造

れるネットワークの各層に在庫を確保し下流の発注に

対応することで，需要の不確実性に対処している．こ

の種の在庫は安全在庫と呼ばれ，物流運用費用を最小

化する在庫量を評価する確率的在庫モデルが多く開発

されてきた．1960年代初頭にその基礎となる理論モデ
ル4) が開発されて以降，実践への理解を深めるために，

分岐や合流構造をもつ現実的なネットワークを扱うこ

とができるよう，在庫モデルは拡張されてきた5)．

人道支援ロジスティクスモデルにおいても，図–1に
示すような多階層ネットワークを前提とした数値解析

が伝統的に行われてきた．災害時のロジスティクスネッ

トワークは，主に被災地外の広域物流拠点，被災地内や
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周辺の地域物流拠点，および避難所の三種類の階層で

構成される．例えば Sheu6) は，三階層のネットワーク

におけるプル型の在庫配送システムを開発した．この

システム上で地域物流拠点は，被災地の要請に応じて

救援物資の流入・流出を調整するハブとして機能する．

その後 Shue7) は，三階層のネットワークを拡張し，広

域物流拠点から避難所への直接配送を含む在庫配送シ

ステムを提案した．直接的なリンクは地域物流拠点に

よる調整のない配送として定義される．このように多

階層システムにおける地域物流拠点は，被災地の要請

に応じて救援物資の在庫を調整することが求められる．

数値解析による人道支援ロジスティクスの研究は多く

なされている一方，商業ロジスティクスと異なり，その

理論研究は限られる．特に，多階層ネットワークを扱っ

た人道支援ロジスティクスの理論モデルは筆者の知る

限り無い．Lodree8)は，商業ロジスティクスの古典的な

経済発注量モデルを拡張し，災害時に急増する物資需要

に対する在庫方策を検討した．Beamon and Kotleba9),10)

やMcCoy and Brandeau11)は，難民の人道的支援を改善

するために，商業ロジスティクスの基在庫方策を拡張

した．彼らの理論モデルは，物流拠点と被災地域の二

層で構成されるネットワークを分析対象としており，実

際の多階層システムで起こり得る現象を分析できない．

実際には，被災により地域物流拠点から避難所への

配送が困難である場合，従来の多階層ネットワークは

望ましくない状況を招く．最大フロー最小カット定理

に基づけば，階層間のリンク容量の最小値が配送量の

最大値となる．極論，何れかの階層間に接続性がなけ

れば避難所に物資を配送できない．実際に熊本地震で

は，被災地内の配送でボトルネックが発生した事例が

報告されている12)．一方，被災地外の広域物流拠点か

ら避難所へ物資を直接配送する成功例も報告されてい

る13)．こうした実証例のように，多階層ネットワーク

を前提とした戦略は予期せぬ結果を生む可能性がある．

被災地の要請に応じたプル型戦略においては，伝統

的な多階層ネットワークの解析は適するかもしれない

が，プッシュ型戦略をとる場合，それが適切であると

は限らない．商業ロジスティクスの在庫モデルは，商

品の発注，すなわち物資の要請を前提としたプル型シ

ステムの解析モデルである．災害直後のように情報が

限られる場合，地域物流拠点のような中間拠点で在庫

を調整することは困難である．実際に東日本大震災で

は，被災地から情報が届かず地域物流拠点に物資が滞

留した14)．発災直後のプッシュ型戦略は迅速に物資需

要を満たす上で重要であり，適切なネットワーク構造

を前提とした評価手法の開発が急務である．

以上の背景を踏まえ，本研究では，従来のネットワー

クを拡張し，階層を超えたリンクを有する多階層ネッ

トワークにおけるプッシュ型戦略の確率的在庫配送シ

ステムを取り扱う．このシステムは，物資需要の不確

実性に加え，平時では生じ得ないネットワークの被害

に起因する配送の困難性によって複雑になる．この状

況で意思決定者が考慮すべき選択肢は次の二つである．

• 商業ロジスティクスと同様，ネットワークの各層に
在庫を持ち，複数の地域物流拠点を経由して段階的

に避難所に物資を配送する．

• 広域物流拠点から避難所に直接物資を配送し，避難所
に在庫を確保することで需要の不確実性に対処する．

本論文を通して，これらの二つの選択肢をmultistage

logisticsと direct logisticsと呼称する．一般的に，地域

物流拠点と避難所を繋ぐ被災地内の道路は，被災地外

の広域物流拠点が利用する幹線道路に比べて甚大な被

害を受ける可能性が高い．この場合は direct logisticsが

優れた性能を発揮するが，multistage logisticsが利用す

る被災地内の道路が復旧されれば，その限りではない．

このように場合によっては，multistage logisticsが direct

logisticsよりも優れた性能を発揮することを期待するこ

とは合理的である．従って，本研究では次に示すリサー

チクエッションを検討する．

災害時のプッシュ型戦略において，意思決定者が

direct logisticsもしくは multistage logisticsを採用

すべき条件は何か？

上記の問いに答えるために，災害時の在庫配送シス

テムを近似する理論モデリングを構築し，被災状況に

応じた在庫配送戦略を分析する．在庫配送戦略は，物流

費用（e.g.,在庫管理費用や配送費用）や物資不足の期
待値を最小化する戦略に従って行われると想定し，需要

の不確実性を考慮した確率的動学最適化問題として定

式化する．この最適化問題より導出した在庫配送戦略

を解析することで，direct logisticsもしくは multistage

logisticsを採用すべき条件を明らかにする．

本論文は次のように構成する．2章では，災害時の在
庫配送システムを定義し，確率的動学最適化問題を定

式化する．3章では，最適化問題より在庫配送戦略を導
出し，4章でその数理特性を明らかにする．最後に，結
論と今後の研究の方向性を，5章にまとめる．

2. 確率的在庫配送モデルの構築

(1) 在庫配送システム

本研究では，災害時におけるプッシュ型の在庫配送

システムを取り扱う．このシステムは，ロジスティク

スネットワークとそのネットワーク上を流れる救援物

資の二つの要素で構成され，その最適な状態は物流費

用や物資不足の期待値を最小化する在庫配送戦略で与

えられる．具体的には，計画期間内に生じる物資需要

第 62 回土木計画学研究発表会・講演集

 2



表–1 ロジスティクスネットワークに関する表記方法
GN (N ,A) N 階層で構成されるネットワークを示す有向グラフ

N ノード集合 (N = {N1, ...,Nn, ...,NN})
N1 広域物流拠点集合 (N1 = {11, ..., o, ..., N1})
Nn n層目の地域物流拠点集合 (Nn = {1n, ..., in, ..., Nn})
NN 避難所集合 (NN = {1N , ..., j, ..., NN})
M 地域物流拠点集合 (M = {N2, ...,Nn, ...,NN−1})
N+ 子ノードを有するノード集合 (N+ = {N1 ∪M})
N− 親ノードを有するノード集合 (N− = {M ∪NN})
Cl ノード l ∈ N+ の子ノード集合 (e.g.,Ci3 = {j,N4} in Fig.2)
Pk ノード k ∈ N− の親ノード集合 (e.g.,PN3

= {i2, N2} in Fig.2)
A 有向リンク集合 (A = {A+ ∪A−})
A+ ラストワンマイルリンク集合 (A+ = {(l, j)|∀j ∈ NN , l ∈ Pj})
A− 中間リンク集合 (A− = {(l, i)|∀i ∈ M , l ∈ Pi})
rlk リンク (l, k) ∈ Aの配送時間と起終点ノード l, kでの搬入出

時間の和（以下では，リード時間と呼称する）

rm 広域物流拠点からノードm ∈ N までの最短リード時間

(ro = 0 ∀o ∈ N1)

Multistage logistics               Direct logistics

⋯
⋯

⋯
⋯

⋯
⋯

⋯
⋯

図–2 4階層のロジスティクスネットワークの例

を想定し，その想定値に基づき，広域物流拠点や地域

物流拠点から配送する物資量と，地域物流拠点や避難

所で保管する在庫量を決定する．本節では，ロジスティ

クスネットワークの設計と救援物資の流れについて説

明する．

a) ロジスティクスネットワーク

本研究は，広域物流拠点と地域物流拠点と避難所の

三種類の層で構成される多階層ロジスティクスネット

ワーク（e.g.,図–2）を分析対象とする．ネットワークの
レイアウトを示す集合やパラメータを表–1に示す．こ
のネットワークは，合流と分岐構造が混在する多階層

ネットワークであり，全てのノードの地理的関係は既

知とする．ただし施設位置の選択自体が，在庫配送戦

略の性能に影響する重要な要素であることには留意す

る．救援物資は広域物流拠点 o ∈ N1 から地域物流拠

点 i ∈ M を経由して避難所 j ∈ NN へ段階的に，も

しくは広域物流拠点から避難所へ直接配送される．前

者は multistage logistics，後者は direct logisticsを表す．

またネットワークの外部には，広域物流拠点の要請を

常に満たすことができる外部の供給者が存在すると仮

定する．地域物流拠点での詰替を考えれば，基本的に

表–2 救援物資の流れを表す変数やパラメータの表記方法
制御変数 S (t)

SD
lk (t) 時刻 tにリンク (l, k) ∈ Aの上流ノード l ∈ N+ を流れるフロー

（正：上流から下流，負：下流から上流）

SA
lk (t) 時刻 tにリンク (l, k) ∈ Aの下流ノード k ∈ N− を流れるフロー

SA
k (t) 時刻 tに下流ノード k ∈ N− を流れるフローの総和

(SA
k (t) :=

∑
l∈Pk

SA
lk (t))

状態変数 IN (t)

INk (t) 時刻 tにおけるノード k ∈ N− の正味在庫量

パラメータ

Slk (t) SD
lk (t)の初期パラメータ

(Slk (t) ≥ 0 ∀t ∈ [−rlk, rl) , dSlk (t) /dt = 0)

Dj (t) 時刻 tにおけるノード j ∈ NN の単位時間あたりの物資需要の

想定値（以下，需要と呼称する）の平均パラメータ

(dDj (t) /dt = Ḋj，Dj (t) ≥ 0)
DSD

j (t) 需要の分散パラメータ (DSD
j (t) ≥ 0)

zj (t) 需要のバラツキを示す独立な標準ウィーナー過程

は direct logisticsがより早く避難所に物資を届けること

ができる．ただし，リンク (l, k) ∈ Aのリード時間 rlk

は確定的であり，ネットワーク混雑や道路網・地域物流

拠点の被災状況に関する不確実性は考慮していない．

b) 救援物資の流れ

救援物資の流れを表す変数やパラメータの定義を表–
2に示す．本研究では，最上流の広域物流拠点の組を意
思決定者とし，ネットワーク上の全ての物流拠点に対

して，流入・流出する単位時間あたりの物資量（以下，

フローと呼称する）S (t)を指示できる状況を想定する．

地域物流拠点は意思決定者の指示に従い，下流の地域

物流拠点や避難所に救援物資を配送する．ただし，時

間経過によって使用不可とならないストック可能な物

資のみを対象とする．リンク (l, k) ∈ Aを流れるフロー

は保存則を満たし，時刻 tに上流ノード l を流れるフ

ロー SD
lk (t)と時刻 t + rlk に下流ノード k を流れるフ

ロー SA
lk (t+ rlk)は等しい．

各ノードの正味在庫量 IN (t)は，そのノードに流入・

流出するフローと需要に応じて変化する．地域物流拠点

に在庫を積む場合は multistage logistics，そうでない場

合は direct logisticsの在庫戦略である．意思決定者は，

事前に想定した物資需要を頼りにプッシュ型の在庫配

送戦略を行うが，実際の物資需要は不完全情報である．

以上の在庫配送システムを想定し，救援物資の流れを

次で定式化する：

dIN j (t) =
[∑

l∈Pj
SA
lj (t)−Dj (t)

]
dt

−DSD
j (t) dzj (t) ∀j ∈ NN ,

(1)

˙IN i(t) = SA
i (t)−

∑
k∈Ci

SD
ik (t) ∀i ∈ M , (2)

INj (0) < 0 ∀j ∈ NN , (3)

INi (0) ≥ 0 ∀i ∈ M , (4)

SD
lk (t) = Slk (t) ∀(l, k) ∈ A, t ∈ [−rlk, rl) , 　(5)

SA
lk (t) = SD

lk (t− rlk) ∀(l, k) ∈ A. (6)
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式 (1)(2)に示すように，正味在庫量の変化は流入・流
出する単位時間あたりの物資量で構成される．式 (3)(4)
はその初期条件を示し，地域物流拠点 i ∈ M には下流

に配送する物資備蓄がある一方で，避難所 j ∈ NN で

は物資が不足している状況を表す．式 (5)は制御変数の
初期条件，式 (6)はフロー保存則を示す．この問題を解
く上では変数の初期条件を外生的に与えるが，実際は

INi(0) は発災前の備蓄量を表す意思決定変数である．

上記を含め以下に示す数式は，特に記載がない限り，任

意の時刻 t ∈ [0, T ]において成り立つ．本研究では，式

(1)-(6)に示す救援物資の流れを分析することで，direct

logisticsもしくは multistage logisticsを採用すべき条件

を明らかにする．

(2) 動学最適化問題の定式化

本節では，2.1節で定義した在庫配送システムの最適
な状態を定義する．以下では，まず，システムの最適

状態を与える最適化問題を示す．そして，システムの

未知変数を解析的に導出するために，最適化問題を分

解した問題を定式化する．

a) システム最適な在庫配送戦略の定義

在庫配送システムの最適な状態は，計画期間内の期

待費用を最小化する在庫配送戦略である．期待費用は，

ネットワーク上の在庫量を換算した正味在庫費用，各

物流拠点が配送する救援物資の配送費用，および地域

物流拠点での搬入量と搬出量の差異に応じて決まる荷

捌き費用から構成される．具体的には，システム最適

な在庫配送戦略を求める問題は，以下の確率的動学最

適化問題として表現される：

システム最適化問題

minV = E

∫ T

0

TC (t) dt, (7)

subject to Eqs.(1)− (6) and

TC (t) =
∑

k∈N−

TCINk
(t) +

∑
(l,k)∈A

TCSlk
(t)

+
∑
i∈M

TCSi
(t) ,

(8)

TCINk
(t) = hk

[
fI([INk (t)]

+
)

+ fB([INk (t)]
−
)
] ∀k ∈ N−, (9)

TCSlk
(t) = clkfS

(
SA
lk (t)

)
∀(l, k) ∈ A, (10)

TCSi
(t) = cifTS

(
SA
i (t)−

∑
k∈Ci

SD
ik (t)

)
∀i ∈ M . (11)

ここで [·]+ は max{0, ·}，[·]− は −min{0, ·} を表す．
f(·)は在庫量等の物理量を費用に変換する関数を示し，
任意の要素 x ∈ Rに対して連続する増加関数であり導
関数も連続する増加関数である．

これは，ロジスティクスネットワークの設計および

状況設定から決まる制約条件 (1)-(6)の下，システムの

期待費用が最小となる在庫配送戦略を求める問題であ

り，確率的最適制御問題として定式化される．具体的に

は，式 (7)は計画期間 [0, T ]におけるシステムの期待総

費用，式 (8)は時刻 tにシステムで発生する費用 TC (t)

を表す．式 (9)は各ノード k ∈ N− での正味在庫費用

TCINk
(t)を示し，在庫があれば在庫管理費用，物資が

足りなければ被災者の深刻度を示すペナルティ費用と

なる．hk は正味在庫量に関する費用係数を表し，次式

で与える：

hk :=

h′k if INk (t) ≥ 0

bk otherwise
∀k ∈ N−. (12)

ここで h′k は在庫管理に関する費用係数，bk は物資不

足による被害者の深刻度の尺度を示すペナルティ費用

係数である．被災者の深刻度の尺度を在庫管理費用に

対して相対的に十分大きな値と定義し h′k ≪ bkとする．

h′k は在庫を管理する人件費や機材費，およびその作業

効率で計算されるが，被災規模が大きい地域ほど作業

効率は低下するため，h′kは増加する．リンク (l, k) ∈ A

上の配送費用を表す TCSlk
(t)は，式 (10)に示すよう

に，フロー SA
lk(t)と配送費用係数 clk から構成される．

clk は，配送車両を調達する費用とその積載量を用いて

算出できるが，一般的に被災地に近いほど配送可能な

車両規格が制限されるため，clk は増加する．また，任

意の時刻における荷捌き量を搬入量と搬出量の差異と

定義し，地域物流拠点 i ∈ M の荷捌き費用 TCSi
(t)を

式 (11)で与える．ciは荷捌きに要する労働力を調達す
る費用と荷捌き効率を用いて算出される費用係数を示

す．式 (9)-(11)に示す費用は各変数に対して狭義に凸で
あるため，期待総費用が最小となる各費用の負担はほ

ぼ等しい状態となる．

意思決定者は，本来ならば，このシステム最適化問

題が与える在庫配送戦略に従い，ネットワーク上の救

援物資の流れを制御すべきである．しかし，この問題

を解く過程で，|N−|次元の非線形連立微分方程式を扱
う必要があるため，最適な在庫配送戦略を解析的に得

ることは非常に難しい．

b) 最適化問題の分解

本研究では，前節で定式化したシステム最適化問題

（以下，原問題と呼称する）を二つの問題に分解するこ

とで，在庫配送システムの未知変数の近似解を解析的

に求める．具体的には，中間リンク (l, i) ∈ A−を流れ

るフロー SA
li (t)を変数とする下位問題と，それ以外の

変数を解く上位問題に分解する．この二段階の最適化

問題を次式で定式化する：

上位問題

minVmain = E

∫ T

0

TCmain (t) dt, (13)
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subject to Eqs.(1)− (6), (9)− (11) and

TCmain (t) =
∑

k∈N−

TCINk
(t) +

∑
(l,j)∈A+

TCSlj
(t)

+
∑
i∈M

TCSi (t) .
(14)

下位問題

minVsub =

∫ T

0

TCsub(t)dt, (15)

subject to Eqs.(5)(6)(10) and

TCsub(t) =
∑

(l,i)∈A−

TCSli
(t)

= TC(t)− TCmain(t),

(16)

SA
li (t) = gli

(
SA
i (t)

)
,
∑
l∈Pi

gli
(
SA
i (t)

)
= SA

i (t)

∀(l, i) ∈ A−, t ∈ [ri, T ].

(17)

ここで gli
(
SA
i (t)

)
は，ノード i ∈ M への搬入量

SA
i (t) をパラメータとしたときの上流ノード l ∈ Pi

への割当を示す関数である．式 (17) は割当関数の定
義であり，ノード iを終点とするフローの保存則を表

す．下位問題は，ある搬入量 SA
i (t) の下で，式 (16)

に示す中間リンク (l, i) ∈ A− の配送費用 TCSli
(t)

を最小化する割当 g∗li
(
SA
i (t)

)
を決定する問題であ

る．一方，上位問題は {INk(t)}k∈N− を状態変数，

{SD
lk(t)}(l,k)∈A, {SA

lk(t)}(l,k)∈A+ , {SA
k (t)}k∈N− を制御

変数とする確率的最適制御問題であり，下位問題の結

果に基づいて変数を決定する問題である．以下，上位

問題の制御変数を Smain(t)と表記する．式 (14)から分
かるように，上位問題は割当 g∗li

(
SA
i (t)

)
によって生じ

る費用を含まないため，下位問題と上位問題を段階的

に解くことによって，二段階の最適化問題の解を解析

的に求めることができる．

上位問題は，式 (14)に示す被積分関数が変数につい
て狭義に下に凸であること，及び，状態変数の微分方

程式 (1)(2)が制御変数に関して線形であることから，マ
ンガサリアンの十分性定理15) を満たす．従って，確率

的最適制御問題の極値の必要条件である最大値原理16)

によって特定される最適解は，上位問題の唯一の大域

的な最適解である．同様にして，下位問題の目的関数

の被積分関数も変数に関して狭義に下に凸であるため，

一次の最適性条件であるオイラー・ラグランジュ方程

式によって特定される最適解は，下位問題の唯一の大

域的な最適解である．

提案する二段階の最適化問題は，原問題と明らかに

等価ではないが，最適な在庫配送システムに近い状態

を解析的に求めることができる．災害時にはラストワ

ンマイルリンク (l, j) ∈ A+が損傷する可能性が高いた

め，下位問題の費用関数である中間リンク (l, i) ∈ A−

の配送費用 TCSli
(t)は，ラストワンマイルリンクの配

送費用 TCSlj
(t)に比べて小さくなる．この場合，下位

問題のパラメータかつ上位問題の変数である SA
i (t)の

増加に伴う TCSli
(t)の増分は，システム全体の費用に

とって，比較的小さいことが期待される．式 (14)(16)か
ら分かるように，提案する最適化問題はシステム全体

で生じる費用を，TCSli
(t)とそれ以外の費用に分割し

て別々に最小化する問題であるため，この最適化問題

より得られる解が原問題の近似解であることが示唆さ

れる．

3. 最適性条件

本章では，2.3節で定式化した二段階の最適化問題よ
り最適な在庫配送戦略の近似解を導出する．はじめに，

下位問題と上位問題の最適性条件を示す．次に，その

最適性条件より各問題の最適解を明らかにする．以下

では，関数 f を f(x) = xα, α = 2（α > 1であれば関

数 f の条件は満たされる）と与え，最適化問題を解析

的に解く．αは費用負担の偏りを示し，1に近い（変数

に関して線形な費用関数に近い）ほど偏った費用負担

を表すパラメータである．

(1) 下位問題の最適性条件

下位問題を解き，最適な割当関数 g∗li(·)を求める．一
次の最適性条件であるオイラー・ラグランジュ方程式は

∂L
∂SA

li

= 2cliS
A
li (t) + θi (t) = 0

∀(l, i) ∈ A−, t ∈ [r′li, T ],
(18)

∂L
∂θi

=
∑
l∈Pi

SA
li (t)− SA

i (t) = 0

∀i ∈ M , t ∈ [ri, T ].

(19)

ここで r′li := rli + rl，L (t)はラグランジュ関数，θi (t)

はラグランジュ乗数である．r′liは広域物流拠点からノー

ド l を経由して地域物流拠点 iへ配送する場合の最短

リード時間を表す．ラグランジュ関数 L(t)は次で定義
される：

L (t) =
∑

(l,i)∈A−

clifS
(
SA
li (t)

)
+

∑
i∈M

θi (t)
[∑
l∈Pi

SA
li (t)− SA

i (t)
]
.

(20)

式 (16) から分かるように，目的関数の被積分関数
TCsub(t) は変数 SA

li (t) に関して狭義に下に凸である

ため，二次の最適性条件を満たす．式 (5)(6)及びオイ
ラー・ラグランジュ方程式 (18)(19)より，最適な割当関
数 g∗li(·)は次で与えられる：

g∗li
(
SA
i (t)

)
=


Sli (t− rli) t ∈ [0, r′li)
cPit

cli

[
SA
i (t)− SPit

(t)
]

t ∈ [r′li, rPi
)

cPit

cli
SA
i (t) t ∈ [rPi

, T ]

∀(l, i) ∈ A−. (21)
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ここで Pit := {l|r′li ≤ t, l ∈ Pi}, c−1
Pit

:=∑
l∈Pit

c−1
li ,SPit

(t) :=
∑

l∈Pi\Pit
Sli (t− rli) , rPit

:=

max{0, r′li|l ∈ Pit}である．Pitは r′li ≤ tを満たす地域

物流拠点 iの親ノード集合，cPit
は時刻 tにおける地域

物流拠点 iへの配送困難性を表し，Pitの要素数が多い

ほど cPit
は小さくなる．

(2) 上位問題の最適性条件

上位問題の一次の最適性条件を示す．確率的最適制

御問題の一次の最適性条件である最大値原理は，

S∗
main(t) = arg min

Smain(t)

H (t) , (22)

dλINj
(t) = −2hjINj (t) dt+ ΛINj

(t) dzj (t) ,

λINj
(T ) ,ΛINj

(T ) = 0 ∀j ∈ NN ,
(23)

λ̇INi
(t) = −2hiINi (t) , λINi

(T ) = 0 ∀i ∈ M , (24)

に微分方程式 (1)(2)と初期条件 (3)-(5)およびフロー保
存則 (6)を加えたものである．確率的最適制御問題はマ
ンガサリアンの十分性定理を満たすため，最大値原理

によって特定される最適解は，唯一の大域的な最適解

である．式 (22)はハミルトン関数 H (t)の最小化，式

(23)(24)は随伴変数 λINi
(t) , λINj

(t) ,ΛINj
(t)が満た

す条件（随伴方程式）を示す．λINi
(t)と λINj

(t)はそ

れぞれ価値関数を状態変数 INi (t)と INj (t)で偏微分

したもの，ΛINj (t)は INj (t)で二回偏微分したもので

ある．ハミルトン関数H (t)は次で定義される：

H (t) = TC (t) +
∑

j∈NN

λINj (t)
[∑
l∈Pj

SA
lj (t)−Dj (t)

]
+

∑
i∈M

λINi (t)
˙IN i (t)−

∑
j∈NN

ΛINj (t)D
SD
j (t) . (25)

式 (22)より，制御変数 Smain(t)が最適であるための必

要十分条件は

∂H

∂SD
ok

= 0 ∀o ∈ N1, k ∈ Co, (26)

∂H

∂SA
i

= − ∂H

∂SD
ik

= λINi (t) + 2ci
[
SA
i (t)−

∑
k∈Ci

SD
ik (t)

]
= 0

∀i ∈ M , k ∈ Ci, t ∈ [ri, T ],

(27)

∂H

∂SA
lj

= λINj
(t) + 2cljS

A
lj (t) = 0

∀(l, j) ∈ A+, t ∈ [r′lj , T ],

(28)

を満たすことである．これらに，初期条件 (5)とフロー
保存則 (6)を代入すると次の最適制御を得る：

SD∗
lk (t) =

SA∗
lk (t+ rlk) t ∈ [0, T − rlk)

不定 t ∈ [T − rlk, T ]
∀(l, k) ∈ A,

(29)

SA∗
i (t) =


SPit=∅ (t) t ∈ [0, ri)

−λINi
(t)

2ci
+

∑
k∈Ci

SD∗
ik (t) t ∈ [ri, T ]

∀i ∈ M , (30)

SA∗
lj (t) =


Slj (t− rlj) t ∈

[
0, r′lj

)
−
λINj

(t)

2clj
t ∈

[
r′lj , T

] ∀(l, j) ∈ A+.

(31)

最適解が不定となる区間については，リンク (l, k) ∈ A

の起点 lを流れる物資が計画終了時刻 T までに終点 k

に到達しないことに起因する．これらに，随伴方程式

(23)(24)を満たす最適な随伴変数 λ∗INi
(t) , λ∗INj

(t)を代

入することで，最適解 S∗
main(t)が与えられる．

(3) 最適制御戦略の導出

はじめに，物流集積拠点 i ∈ M の正味在庫量 INi (t)

と，その上流から流れるフローの総和 SA
i (t)の最適解

を求めるために，最適な随伴変数 λ∗INi
(t)を導出する．

詳しい導出過程は付録 Iに示すが，λ∗INi
(t)は次となる：

λ∗INi
(t) = 2

√
cihi

1− y2i (t)

1 + y2i (t)
INi (t) ∀t ∈ [ri, T ]. (32)

ここで yi (t)は

yi (t) := exp
[
(t− T )

√
hi
ci

]
∀t ∈ [ri, T ] (33)

と定義され，0 ≤ yi (t) ≤ 1である．随伴変数 λ∗INi
(t)

を式 (30)に代入すると，

SA∗
i (t) = −

√
hi
ci

1− y2i (t)

1 + y2i (t)
INi (t)

+
∑
k∈Ci

SD∗
ik (t) ∀t ∈ [ri, T ]

(34)

を得る．最適解 SA∗
i (t)を得るには，微分方程式 (2)を

満たす最適な状態変数 IN∗
i (t)を代入する必要がある．

以下では IN∗
i (t)を求める．式 (34)を INi (t)の微分方

程式 (2)に代入すると，次の微分方程式を得る：

˙IN i (t) = −
√
hi
ci

1− y2i (t)

1 + y2i (t)
INi (t) ∀t ∈ (ri, T ] . (35)

この微分方程式を解くと，初期条件 (5)とフロー保存則
(6)より，IN∗

i (t)が次で与えられる：

IN∗
i (t) =



INi (0) +
[∫ t

0

{
SPit=∅ (r)

−
∑
k∈Ci

Sik (r)
}
dr
] t ∈ [0, ri]

IN∗
i (ri) yi(ri − t+ T )

× 1 + y2i (t)

1 + y2i (ri)

t ∈ (ri, T ] .

(36)
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さらに，これを式 (34) に代入すると，次の最適制御
SA∗
i (t)を得る：

SA∗
i (t) = −IN∗

i (ri)

√
hi
ci
yi(ri − t+ T )

× 1− y2i (t)

1 + y2i (ri)
+

∑
k∈Ci

SD∗
ik (t) ∀t ∈ [ri, T ] .

(37)

地域物流拠点 i ∈ M を終点とするフロー SA∗
i (t) は，

その下流ノード k ∈ Ciを流れるフロー SD∗
ik (t)の関数

であるため，帰納的に最下流の避難所 j ∈ NN を流れ

るフローの関数である．また，地域物流拠点 iの上流

ノード l ∈ Pi への割当 SA∗
li は式 (21)で与えられる．

次に，避難所 j ∈ NN の正味在庫量 INj(t)に関する

最適な随伴変数λ∗INj
(t)を求める．地域物流拠点 i ∈ M

の最適解を導出する手続と同様に，正味在庫量 INj (t)

とラストワンマイルリンク (l, j) ∈ A+を流れるフロー

SA
lj (t)の最適解を導出することができる．詳しい導出

過程は付録 IIに示すが，λ∗INj
(t)は t ∈ [rj , T ]において

次となる：

λ∗INj
(t) = ψINj (t) INj (t) + ϕINj (t) , (38)

ψINj
(t) = 2

√
cPjt

hj
Y+
Pjt

(t)

Y−
Pjt

(t)
, (39)

ϕINj (t) = −2cPjt

[
{Dj (t)− SPjt (t)}+

ψINj
(t) Ḋj

2hj

]
+

4yPjt
(t) CPjt

√
cPjt

hj

Y−
Pjt

(t)
. (40)

ここで，ψINj
(t)と ϕINj

(t)は t ∈ [rj , T ]において連続

かつ，t ∈ [rstPjt
, renPjt

)において区分的に微分可能な関数

であり，

yPjt
(t) := exp

[
(t− renPjt

)

√
hj
cPjt

]
∀t ∈ [rj , T ] , (41)

Y±
Pjt

(t) :=
[
ψINj (r

en
Pjt

) + 2
√
cPjt

hj
]
±
[
ψINj (r

en
Pjt

)

− 2
√
cPjt

hj
]
y2Pjt

(t) ∀t ∈ [rj , T ] , (42)

CPjt
:= ϕINj

(renPjt
) + 2cPjt

[{
Dj(r

en
Pjt

)

− SPjt
(renPjt

)
}
+
ψINj

(renPjt
)Ḋj

2hj

]
,

(43)

rstPjt
:= max{0, r′lj |l ∈ Pjt},

renPjt
:= min{T, r′lj |l ∈ Pj\Pjt}

(44)

である．それぞれの変数は次の関係を有する，

0 ≤ yPjt
(t) ≤ 1, 2ψINj (r

en
Pjt

)yPjt
(t) ≤ Y+

Pjt
(t) ,

4
√
cPjt

hjyPjt
(t) ≤ Y−

Pjt
(t) , Y+

Pjt
(t) ≤ Y−

Pjt
(t) .

(45)

随伴変数 λ∗INj
(t)を式 (31)に代入すると，

SA∗
lj (t) = −

ψINj
(t)

2clj
INj (t) +

cPjt

clj

[
{Dj (t)− SPjt

(t)}

+
ψINj

(t) Ḋj

2hj

]
−

2yPjt
(t) CPjt

√
cPjt

hj

cljY−
Pjt

(t)
∀t ∈

[
r′lj , T

]
(46)

となる．これに最適な状態変数 IN∗
j (t)を代入すること

で，他の変数を含まない最適解 SA∗
lj (t)を得る．微分方

程式 (1)を満たす IN∗
j (t)を求める．式 (46)を微分方程

式 (1)に代入すると，

dINj (t) =
[
−
ψINj (t)

2cPjt

(
INj (t)−

cPjt
Ḋj

hj
(47)

+
2yPjt

(t) CPjt

Y+
Pjt

(t)

)]
dt−DSD

j (t) dzj (t) ∀t ∈ (rj , T ]

の確率微分方程式を得る．この確率微分方程式を解く

と，初期条件 (5)とフロー保存則 (6)より，IN∗
j (t)は

次となる：

IN∗
j (t) =



INj (0) +
∫ t

0

[
SPjt=∅ (r)−Dj (r)

]
dr

−
∫ t

0
DSD

j (r) dzj (r) t ∈ [0, rj ]

UPjt
(t)

[
IN∗

j (r
st
Pjt

)−
cPjt

Ḋj

hj

−
∫ t

rstPjt

DSD
j (r)

UPjt
(r)

dzj (r)
]
+
cPjt

Ḋj

hj

− y−1
Pjt

(t) CPjt

y2Pjt
(t)− y2Pjt

(rstPjt
)

Y−
Pjt

(rstPjt
)

t ∈ (rj , T ] .

(48)

ここで

UPjt
(t) = yPjt

(rstPjt
− t+ T )

Y−
Pjt

(t)

Y−
Pjt

(rstPjt
)

∀t ∈ (rj , T ]

(49)
を示し，UPjt

(t)は時刻 tに関して単調減少関数であり，

かつ 0 ≤ UPjt
(t) ≤ 1である．式 (48)を式 (46)に代入

すると，次の最適制御が得られる：

SA∗
lj (t) =

cPjt

clj
{SA∗

j (t)− SPjt
(t)} ∀t ∈

[
r′lj , T

]
, (50)

SA∗
j (t) = −

ψINj (t)

2cPjt

[
UPjt

(t)
{
IN∗

j (r
st
Pjt

)−
cPjt

Ḋj

hj

−
∫ t

rstPjt

DSD
j (r)

UPjt (r)
dzj (r)

}
+
yPjt

(t) CPjt

Y+
Pjt

(t)

×
{
2−

Y+
Pjt

(t)

Y−
Pjt

(rstPjt
)

(
1− y2Pjt

(rstPjt
− t+ T )

)}]
+Dj (t) ∀t ∈

[
rj , T

]
.

(51)

ここで SA∗
j (t)はノード j ∈ NN を終点とするフローの

総和を示す．SA∗
j (t)は時刻 tの関数であるので，他の

制御変数に依らず一意に与えられる．式 (37)より，地
域物流拠点 i ∈ M を流れるフローは，避難所 j ∈ NN

を流れるフローの関数であるので，下流から順次計算
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することで最適なフローと在庫量を全て求めることが

できる．

導出した解を解釈しやすくするために，4章の解析で
は一貫して，以下に示す妥当な条件を与える：

• 全ての広域物流拠点及び地域物流拠点は同時に配送
を開始する（Slk (t) = 0 ∀l ∈ N+, k ∈ Cl, t ∈
[−rlk, 0)）．

• 需要は時間経過とともに減少し，全ての避難所の
需要がなくなったときに配送を終了する（Ḋj ≤
0, Dj (T ) = 0 ∀j ∈ NN）

• 3層のロジスティクス・ネットワークを想定する．式
(36)(37)から分かるように，地域物流拠点 i ∈ M の

正味在庫量 IN∗
i (t)は，どの階層でも 0に漸近する変

化を示すので， 地域物流拠点集合M を単一層N2

に縮約しても解の解釈に変化はない．

また，特に指定がない限り，全ての変数がフローの初

期パラメータ Slk (t)に依存しない状況（i.e., r′lj > tを

満たす避難所 j ∈ N3 の親ノードがなく，Pjt = Pj で

ある状況）を想定する．このとき，最適解は次で与え

られる：

SA∗
li (t) =

cPi

cli
SA
i (t) ∀(l, i) ∈ A−, (52)

SA∗
lj (t) =

cPj

clj
SA
j (t) ∀(l, j) ∈ A+, (53)

SA
j (t) = −

√
hj
cPj

1− y2Pj
(t)

1 + y2Pj
(t)

[
UPj

(t)
{
IN∗

j (r
st
Pj
)

−
cPj

Ḋj

hj
−
∫ t

rstPj

DSD
j (r)

UPj
(r)

dzj (r)
}]

+Dj (t)

(54)

∀j ∈ NN ,

IN∗
j (t) = UPj

(t)
[
IN∗

j (r
st
Pj
)−

cPj
Ḋj

hj

−
∫ t

rstPj

DSD
j (r)

UPj (r)
dzj (r)

]
+
cPj

Ḋj

hj

(55)

∀j ∈ NN .

IN∗
i (t)と S∗

i (t)はそれぞれ式 (36)と式 (37)で与えら
れる．

4. 在庫配送戦略の数理解析

本節では，意思決定者がプッシュ型戦略を行う場合に，

実務的に生じ得る質問：direct logisticsもしくは multi-

stage logisticsを最小すべき条件を明らかにするために，

3.3節で導出した解の特性を検証する．はじめに在庫管
理と物資配送戦略を分析し，その後，ネットワークの

復旧に応じた在庫配送戦略の変化を明らかにする．解

の特性を検証するために，Pjt = Pj となるまでの避難

所 j ∈ N3の正味在庫量 IN∗
j (t)に関して，次に示す補

題を証明する：

補題 1避難所 j ∈ N3の正味在庫量 INj (t)の期待値は，

t ∈ (rj , r
st
Pj
]において cPj

Ḋj/hj を下回る．

この補題は，命題 1,3-7を証明する過程で用いられる．

証明. 式 (47)より，避難所 j ∈ N3の正味在庫量 IN∗
j (t)

の確率微分方程式は，t ∈ (rj , r
st
Pj
]において，

dIN∗
j (t) =

[
−
ψINj

(t)

2cPjt

{
IN∗

j (t)−
cPjt

Ḋj

hj

+
2yPjt

(t) CPjt

Y+
Pjt

(t)

}]
dt−DSD

j (t) dzj (t) ,

(47)

である．−ψINj
(t)/2cPjt

≤ 0より，この確率微分方程

式は IN∗
j (t)が

µ :=
cPjt

Ḋj

hj
−

2yPjt
(t) CPjt

Y+
Pjt

(t)

=
cPj

Ḋj

hj

{
cPjt

cPj

−
2yPjt

ψINj (r
en
Pjt

)

Y+
Pjt

(t)

(
cPjt

cPj

− 1

)}

−
4yPjt

(t)

Y+
Pjt

(t)

(
cPjt

− cPj

)
Dj(r

en
Pjt

) (∵式 (43))

≤
cPj

Ḋj

hj
−

4yPjt
(t)

Y+
Pjt

(t)
(cPjt

− cPj
)Dj(r

en
Pjt

)

(∵ Ḋj < 0, 2ψINj
(renPjt

)yPjt
(t) ≤ Y+

Pjt
(t) , cPj

< cPjt
)

<
cPj

Ḋj

hj
(56)

に回帰する確率過程であることを表す．従って，t ∈
(rj , r

st
Pj
]において IN∗

j (t)の期待値は µ < cPj
Ḋj/hj に

漸近する．

(1) 在庫管理戦略の解析

はじめに，避難所 j ∈ N3の正味在庫量 IN∗
j (t)の解

析を行い，避難所の在庫管理戦略を明らかにする．式

(47)より，∀t ∈ (rstPj
, T ]における IN∗

j (t)の確率微分方

程式は次となる：

dIN∗
j (t) = vj (t)

{
IN∗

j (t)− µ∞
j

}
dt

−DSD
j (t) dzj (t) ,

(57)

µ∞
j := lim

T→∞
E
[
IN∗

j (T )
]
= cPj

Ḋj/hj ≤ 0, (58)

vj (t) := −
√

hj
cPj

1− y2Pj
(t)

1 + y2Pj
(t)

≤ 0. (59)

ここで vj (t)は長期的な期待値 µ∞
j へ回帰する速度を示

す．vj (t) ≤ 0より，式 (57)の確率微分方程式は µ∞
j =

cPj
Ḋj/hj ≤ 0へ回帰する確率過程であるが，式 (12)に

示す費用係数 hj の定義から分かるように，正味在庫量

INj (t)の符号によって，回帰速度 vj (t)と長期的な期

待値 µ∞
j は変化する．災害時には物資不足による被災

者の深刻度が在庫管理費用より十分大きい（h′m ≪ bm）
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と考えられるため，避難所 jに在庫がある時の vj (t)よ

りも，物資が不足している時のほうが速く µ∞
j に回帰

する．さらに bj が大きいほど，長期的な期待値 µ∞
j は

0に近づき，回帰する速さ |vj (t) |は大きくなる．この
正味在庫量の変化は，避難所 jに在庫を確保することが

望ましい在庫管理戦略であることを意味する．ただし，

需要が完全情報である場合（i.e., DSD
j (t) = 0），補題

1より，IN∗
j (t)は IN∗

j (r
st
Pj
) < µ∞

j から µ∞
j へ漸近す

る動学性を示す．以上の解析結果より，次の命題が得ら

れる：

命題 1必要とする物資需要が不完全情報である避難所
j ∈ N3 では，正の在庫を確保すべきである．

災害時の物資需要は不完全情報である可能性が非常に

高いため，避難所に救援物資の在庫を確保する戦略が

望ましい．また，この命題は避難所により多くの在庫を

抱える戦略が望ましいことを意味するものではない．避

難所 jで在庫管理をすることが困難で費用係数 h′j が大

きいほど，長期的な期待値 µ∞
j へ回帰する速さ |vj (t) |

が大きくなるため避難所 j に積むべき在庫量は小さく

なる．

次に，地域物流拠点 i ∈ N2 の正味在庫量 IN∗
i (t)

の解析を行う．IN∗
i (t)が 0であれば direct logisticsが，

IN∗
i (t)が正であればmultistage logisticsが適した戦略で

あることを表す．式 (35)より，IN∗
i (t)は INi (ri)から 0

に漸近する変化を有することが分かる．INi (ri)は外生

パラメータ INi (0) ,Sli (t) ,Sik (t)で与えられる．目的

関数 V ∗ := V (IN∗ (t) ,S∗ (t))を最小化する IN∗
i (ri)

は，その最適性条件

∂V ∗

∂INi (ri)
= 4hiIN

∗
i (ri)

∫ T

ri

y2i (ri − t+ T )

(1 + y2i (ri))
2

×
(
1 + y4i (t)

)
dt = 0

(60)

より IN∗
i (ri) = 0である．さらに式 (36)より V ∗ を最

小化する備蓄量 IN∗
i (0)は，

IN∗
i (0) =

∫ ri

0

∑
j∈Ci

Sij (t) dt (61)

となる．従って，地域物流拠点 iの正味在庫量 IN∗
i (t)

に関して，次式を得る：

IN∗
i (t) =


∫ ri
t

∑
j∈Ci

Sij (r) dr t ∈ [0, ri]

0 t ∈ (ri, T ] .
(62)

以上の解析結果より，次の命題を得る：

命題 2地域物流拠点 i ∈ N2では，広域物流拠点 o ∈ N1

から物資が届くまでの間に避難所 j ∈ Ciへ配送する分

だけ備蓄すればよい．その後は地域物流拠点 iに在庫

を保持する必要はない．

この命題はプッシュ型戦略において，地域物流拠点を利

用しない direct logisticsを採用するインセンティブを示

 � 1  ��

 �

⋯⋯

Multistage logistics               Direct logistics

図–3 経路選択の分析に用いるロジスティクスネットワーク

す．ロジスティクスネットワークの中間層に位置する

地域物流拠点は，プッシュ型戦略において，救援物資

の流入・流出を調整するハブとしてではなく，救援物資

の備蓄施設としての役割を持つ．

(2) 物資配送戦略の解析

制御変数 S∗ (t)の解析を行う．補題 1を E[SA∗
j (t)]

に代入すると，式 (54)より

E[SA∗
j (t)] = −

√
hj
cPj

1− y2Pj
(t)

1 + y2Pj
(t)

[
UPj (t)

×
{
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]−

cPj
Ḋj

hj

}]
+Dj (t)

≥ Dj (t) ≥ 0 ∀j ∈ NN , (63)

となり，避難所 jを流れるフロー SA∗
j (t)の期待値は非

負であることが分かる．式 (37)(52)(53)より，S∗ (t)は

全て SA∗
j (t)の関数であるため，次の命題を得る：

命題 3ネットワーク上を流れる全てのフローの期待値
は非負である．

本研究で提案するモデルは制御変数が負であることを許

容しているが，期待値の観点で解は非負であり，上流

から下流に流れる順流フローに限られる．

続いて，広域物流拠点から避難所に物資を配送する

際の経路選択を分析する．具体的には，

|N1| = 1, |N2| = N2, |N3| = 1,

A = {(i, j)|i ∈ N+, j ∈ N−, i ̸= j}

を満たす 3 階層のロジスティクスネットワーク（e.g.,
図–3）を対象に，広域物流拠点 oから避難所 j に直接

配送するフロー S+(t) := SD∗
oj (t)と，地域物流拠点 i ∈

N2 に配送するフローの総和 S−(t) :=
∑

i∈N2
SD∗
oi (t)

を比較する．前者は direct logistics，後者は multistage

logisticsを示す．S−(t) > S+(t)である場合，意思決定

者は multistage logisticsを採用すべきである．最適制御

問題では，ハミルトン関数が制御変数に関して線形で

ある場合，最適制御が実行可能領域の境界に位置するバ
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ンバン解になる17)．本研究で提案する最適制御問題は，

式 (8)-(11)および式 (25)から分かるように，制御変数に
関して非線形なハミルトン関数H(t)であるが，α→ 1

とすれば，ハミルトン関数H(t)が制御変数に関して線

形に限りなく近くなる．この場合，S−(t) > S+(t)は，

広域物流拠点から避難所へのフローが S−(t)に偏るこ

とを意味する．

地域物流拠点 i ∈ N2に配送するフローの総和 S−(t)

が広域物流拠点 oから避難所 j に直接配送するフロー

S+(t)より多く流れる条件を示す．式 (53)およびフロー
保存則 (6)より，S+(t)は

S+(t) =
cPj

coj
SA∗
j (t+ roj) (64)

であり，式 (37)に式 (6)(53)(62)を代入すると，

S−(t) =
∑
i∈N2

cPj

cij
SA∗
j

(
t+ r′ij

)
≥
cPj

cj

∑
i∈N2

SA∗
j

(
t+ r′ij

) (65)

cj := max {ci′j |∀i′ ∈ N2} (66)

を得る．multistage logisticsと direct logisticsのリード

時間が等しい場合（i.e.,r′ij = roj ∀i ∈ N2），式 (65)に
式 (64)を代入すると，

S−(t) =
( ∑
i∈N2

coj
cij

)
|N2|S+(t)

≥
coj
cj

|N2|S+(t)
(67)

を得る．式 (67)から分かるように，roj = r′ij ∀i ∈ N2

かつ coj > cj/|N2|である場合，S−(t) > S+(t)の関係

が成り立つ．ここで，式 (54)より

dE[SA∗
j (t)]

dt
=

hj
cPj

1− y2Pj
(t)

1 + y2Pj
(t)

[
UPj

(t)

×
{
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]−

cPj
Ḋj

hj

}]
+ Ḋj

< 0 (∵補題 1) (68)

であるから，式 (64)(65)から分かるように，S+(t), S−(t)

はリード時間が大きいほど減少する．従って，roj >

r′ij ∀i ∈ N2 である場合も，coj ≥ cj/|N2|を満たす限
り，E[S−(t)] > E[S+(t)]の関係が成り立つことが分か

る．以上の解析結果より，次の命題を得る：

命題 4広域物流拠点 oから避難所 j へと流れる直接的

なフロー S+(t)よりも，地域物流拠点 i ∈ N2を経由す

るフローの総和 S−(t)が多く流れるための十分条件は

「roj ≥ r′ij かつ coj > cj/|N2|」もしくは「roj > r′ij か

つ coj ≥ cj/|N2|」である．

この十分条件は，direct logisticsがmultistage logisticsよ

り配送が困難な極めて限られた条件である．実際には，

地域物流拠点 i ∈ N2 での詰替には多くの時間を要す

る（i.e.,roj < r′ij）ことが見込まれるため，命題 4 の
条件が災害時に満たされる可能性は低い．また，地域

物流拠点から避難所までの道路は甚大な被害を受ける

（i.e.,coj < cij）ため，|N2| = 1とすれば，ある地域物流

拠点 i′ ∈ N2を経由する multistage logisticsよりも避難

所に直接配送する direct logisticsを採用すべきである．

従って，災害時のロジスティクスシステムでは，direct

logisticsが優れた性能を発揮する状況が往々にして発生

することが期待できる．

(3) 復旧戦略の解析

3.3節で導出した解に対して配送費用係数の感度分析
を行う．リンク (l, k) ∈ Aの配送費用係数 clkはそのリ

ンク周辺の被害が大きいほど大きくなるため，clk を小

さくすることは，リンク (l, k)もしくはその始終点を復

旧することを表す．multistage logisticsが使用するネッ

トワークを復旧することで避難所の物資不足がより早

く解消するならば，命題 4の条件を満たす状況も考え
られる．式 (55)より避難所 j ∈ N3 の正味在庫量の期

待値 E[IN∗
j (t)]は，cPj

に関して次の変化を示す：

∂E[IN∗
j (t)]

∂cPj

=
∂UPj

(t)

∂cPj

[
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]−

cPj
Ḋj

hj

]
+
Ḋj

hj

[
1− UPj

(t)
]
. (69)

ここで

∂UPj (t)

∂cPj

= −

√
hj/c3Pj

2

yPj
(rstPj

− t+ T )

{1 + y2Pj
(rstPj

)}2

×
[
(rstPj

− t)
{
1− y2Pj

(rstPj
+ t− T )

}
+ (rstPj

+ t− 2T )y2Pj
(t)

×
{
1− y2Pj

(rstPj
− t+ T )

}]
≥ 0 (70)

である．式 (70)および補題1より∂E[IN∗
j (t)]/∂cPj

≤ 0

となる．さらに，cPj
→ ∞とすると，式 (54)より

limcPj
→∞E[SA∗

j (t)] = (−t+ T )Ḋj +Dj (t)

= 0 (∵ dDj (t) /dt = Ḋj , Dj (T ) = 0)
(71)

となることから，cPj
は避難所 j を流れるフローの配

送困難性を示すことが分かる．c−1
Pj

=
∑

l∈Pj
c−1
lj であ

るため，cPj
は避難所 j に接続するリンク (l, j)やその

上流ノード l ∈ Pj の被災状況も捉えている．cPj
は clj

に関して単調増加するため，避難所 j に接続するリン

クを復旧し clj を小さくすることで，避難所 jの物資不

足は解消に向かう．また，cPj
は clj に関して上に凸で

あるため，clj の小さいリンクを復旧することで正味在

庫量が効率的に増加（i.e.,物資不足が解消）することが
分かる．以上の解析結果より，cPj

に対する正味在庫量

E[IN∗
j (t)]の感度について以下の命題を得る：
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命題 5避難所 j ∈ N3に接続するリンク (l, j)の復旧に

より配送費用 clj を小さくすることで，避難所 jの正味

在庫量 E[IN∗
j (t)]が増加する．

命題 6避難所 j ∈ N3 の正味在庫量 E[IN∗
j (t)]をより

多く増やすには，避難所 jに接続するリンク (l, j)のう

ち，clj の小さい，すなわち比較的被害の小さいリンク

を復旧することが適切である．

E[IN∗
j (t)]が clj に関して単調減少であることは，避難

所 j までの経路数を増やすことで避難所 j の物資不足

は解消に向かうことを示す．これはネットワークの冗長

性が大きくすることがロジスティクスシステムの性能

を引き上げることを意味する．ただし，渋滞により輸送

時間が増加するなどの混雑現象を考慮していないこと

には留意する．また，災害時には被災地内の地域物流

拠点や避難所，およびそれら繋ぐ道路は甚大な被害を

受ける可能性が高いため，命題 6より，広域物流拠点と
避難所を結ぶ道路を復旧することを優先するケースが

多い．従って，復旧戦略を考慮しても，direct logistics

がmultistage logisticsよりも優れた性能を発揮すること

が期待される．

次に，避難所 j ∈ N3の正味在庫量の総和を効率的に

増やすための復旧戦略を考える．∂E[IN∗
j (t)]/∂cPj

は

cPj
に対して，次のような感度を示す：

∂2E[IN∗
j (t)]

∂c2Pj

=
∂2UPj (t)

∂c2Pj

[
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]−

cPj Ḋj

hj

]
− 2Ḋj

hj

∂UPj
(t)

∂cPj

. (72)

ここで

∂2UPj
(t)

∂c2Pj

=
hj/c

3
Pj

4

yPj
(rstPj

− t+ T )

{1 + y2Pj
(rstPj

)}4

×
[
(rstPj

− t)2
{
1 + y2Pj

(2rstPj
+ t− 2T )

}
+ (rstPj

+ t− 2T )2y2Pj
(t)

{
1 + y2Pj

(2rstPj
− t)

}
− 2

[√
3rstPj

− t− (
√
3− 1)T

][√
3rstPj

+ t− (
√
3 + 1)T

]
× y2Pj

(rstPj
)
{
1 + y2Pj

(t)
}]

− 3

2cPj

∂UPj
(t)

∂cPj

(73)

である．∂2E[IN∗
j (t)]/∂c2Pj

の変化を解析するため

に，計画終了時刻 T が十分大きい場合を考える．

このとき，式 (72) より [∂2E[IN∗
j (t)]/∂c2Pj

]∞ :=

limT→∞ ∂2E[IN∗
j (t)]/∂c2Pj

は[
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

]
∞

=
hj
4c3Pj

(rstPj
− t)yPj

(rstPj
− t+ T )

×
[{

(rstPj
− t) + 3

√
cPj

hj

}
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]

+
{
−(rstPj

− t)
cPj

hj
+

√
c3Pj

h3j

}
Ḋj

]
(74)

である．式 (74)より，[∂2E[IN∗
j (t)]/∂c2Pj

]∞ = 0とな

る時刻は t = rstPj
と，

t∗ =

√
cPj

hj

3E[IN∗
j (r

st
Pj
)] + cPj

Ḋj/hj

E[IN∗
j (r

st
Pj
)]− cPj

Ḋj/hj
+ rstPj

> rstPj
(∵ 補題 1) (75)

である．t∗ は cPj
/hj に対して

∂t∗

∂cPj
/hj

=

√
hj/cPj (3E[IN∗

j (r
st
Pj
)]− cPj Ḋj/hj)

2(E[IN∗
j (r

st
Pj
)]− cPj Ḋj/hj)2

× (E[IN∗
j (r

st
Pj
)] + cPj

Ḋj/hj) > 0 (76)

であり，cPj
/hj が小さくなるほど，t∗は rstPj

に近づく．

また，式 (72) より limT→∞ ∂2E[IN∗
j (T )]/∂c2Pj

= 0

である．ここで，式 (74) より t = rstPj
+

√
cPj

/hj ∈
(rstPj

, t∗)において，[
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

]
∞

= −exp(−1)

c2Pj

[
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]

+
cPj Ḋj

hj

]
> 0

(77)

であり，また t = t∗ + 1 ∈ (t∗, T )において，[
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

]
∞

= − hj
4c4Pj

(rstPj
− t∗ − 1)

× yPj
(rstPj

− t∗ − 1)

[
E[IN∗

j (r
st
Pj
)]−

cPj
Ḋj

hj

]
< 0 (∵補題 1) (78)

である．従って，計画終了時刻 T が十分大きい場合，

∂2E[INj (t)]/∂c
2
Pj
は次のような動学性を示す：

limT→∞
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

> 0 t ∈ (rstPj
, t∗)

limT→∞
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

< 0 t ∈ (t∗, T )

limT→∞
∂2E[IN∗

j (t)]

∂c2Pj

= 0 t ∈ {t∗, T}.

(79)

式 (79) から分かるように，正味在庫量の期待値
E[IN∗

j (t)] は，rstPj
< t < t∗ において cPj

に関して

下に凸であるため，cPj
の小さい避難所へのリンクを

復旧すれば良いことが分かる．cPj
が小さくなると，式

(76)から分かるように t∗は rstPj
に近づくので，常に cPj

の小さい避難所へのリンクを復旧すれば良いわけでは

ない．t∗ < tである場合，E[IN∗
j (t)]は cPj

に関して

上に凸となるため，cPj
の大きい避難所へのリンクを復

旧することで，効率的に避難所の物資不足を解消する

ことができる．上記の感度分析より次の命題を得る：

命題 7避難所 j ∈ N3 の正味在庫量の総和を効率的に

増やすための，ノード l ∈ Pj を始点とするラストワン

マイルリンク (l, j) ∈ A+ の復旧関数 Rl(t)は次で与え
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られる：

Rl(t) =



cPj
の小さい避難所に

接続するリンクを復旧
t ∈ (rstPj

, t∗)

cPj
の大きい避難所に

接続するリンクを復旧
t ∈ (t∗, T )

∀j ∈ N3, l ∈ Pj .

上記の解析結果は，災害直後の初動期においては高速道

路や国道などの道幅が広く最大積載量の大きい車両が

通行可能な幹線道路を啓開し，その後，道幅の小さい

地方道の啓開にあたることが，避難所の物資不足を解

消する上で望ましいことを示唆する．本モデルはくし

の歯作戦14) のようにネットワークの空間構造を捉えた

ものではないが，道路啓開のステップとして第一に被

災地への幹線道路を啓開し，続いて全ての被災地へア

クセスするための地方道を啓開するという一般的に好

ましいと思われている道路啓開手順が，人道支援ロジ

スティクスに良い影響を与えることを解析的に示す．

5. まとめ

本研究は，階層を超えたリンクを有する多階層ネッ

トワークにおけるプッシュ型の在庫配送戦略を検証し

た．発災から数日間は被災地から得られる情報は限ら

れるため，その中で物資不足による被災者の苦しみを

緩和するには，事前に想定した値を頼りにしたプッシュ

型戦略で，生存のために必要な救援物資を迅速に届け

る必要がある．災害時には，被災地周辺の道路や地域

物流拠点が甚大な被害を受けるため，迅速な救援物資

配送を達成する上での大きな障害となる．本研究の目

的は，意思決定者が，ネットワークの各層に在庫を確

保し地域物流拠点を経由して物資を配送するmultistage

logisticsもしくは避難所にのみ在庫を確保し広域物流拠

点から直接物資を配送する direct logisticsのどちらを採

用すべきか明らかにする．

上記の戦略を検討するために，最適な在庫配送シス

テムに近い状態を解析的に求める確率的在庫配送モデ

ルを構築した．具体的には，システム全体の費用を最

小化する問題を，地域物流拠点を終点とするフローを

変数とする下位問題と，それ以外の変数を求める上位

問題の二つの問題に分解した．この二段階の最適化問

題は，最適な在庫配送システムに近い解を解析的に求

めることができる．

確率的在庫配送モデルより導出した解を分析するこ

とで，direct logisticsもしくは multistage logisticsを採

用すべき条件を明らかにした．主要な分析結果は次の

ように要約される．

• 避難所で発生する物資需要は不完全情報である可能

性が非常に高いため，在庫を積むことで需要の不確

実性に対処するのが望ましい（命題 1）．対象的に，
地域物流拠点は在庫を積む必要はなく，広域物流拠

点から物資が届くまでに避難所に配送する分だけ備

蓄すればよい（命題 2）．
• ロジスティクスネットワークの被災状況が「roj ≥ r′ij
かつ coj > cij/|N2|」もしくは「roj > r′ijかつ coj ≥
cij/|N2|」である場合，multistage logisticsを採用す

べきである（命題 4）．ただし，これらの条件は極め
て限られた状況であり，災害後のプッシュ型戦略で

は direct logisticsを採用すべき状況が発生する可能性

が高い．

• 避難所の正味在庫量及びその総和をより増やす（i.e.,
物資不足を解消する）には，広域物流拠点と避難所

を繋ぐ幹線道路などの比較的被害が小さく容量の大

きい道路の復旧を優先するのが望ましい（命題 6,7）．
従って，direct logisticsが使用する道路が先行して復

旧されるため，multistage logisticsが優れた性能を発

揮する条件（命題 4）は満たされない．
本研究は，人道支援のための一貫した在庫配送戦略

を開発する第一段階である．実際には需要情報の取得

可能性に応じて，適切な戦略を取らなければならない．

プッシュ型戦略は，発災から数日間の情報が限られる状

況でも，事前の想定値を頼りに迅速な救援物資配送が

可能である．被災者のニーズに合った物資配送のため

には，ロジスティクスネットワークに情報ネットワーク

を構築し，プル型へと戦略を移行することが好ましい．

プル型戦略の重要なポイントは，災害時の情報ネット

ワークにおいて継続的な接続が不可能であり鞭効果18)

が生じ得ることである．商業ロジスティクスのコンテ

キストでは，鞭効果による影響は地域物流拠点の在庫

調整により軽減すると考えられている．今後の研究で

は，各地域物流拠点が下流からの要請に応じて在庫配

送戦略を決定する非集中的な制御を定量的に分析する．

最後に，提案した最適化問題より導出した解の質に

ついて言及しなければならない．本研究では，ネット

ワーク上で発生する費用を分解し，二段階の最適化問

題として定式化することで解析的に解を導出した．将

来的には，原問題の最適解と比較することで，提案し

た最適化問題の解の最適性を検証する必要がある．

謝辞： 本研究は，科学研究費補助金（基盤研究 (A)「ポ
スト・ビッグデータ時代に向けた次世代交通システムの

動学的マネジメント手法の構築（課題番号 16H02368）」，
代表：井料隆雅）の一環として実施された．
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付録 I　随伴変数の導出

式 (9)と終点条件より，ノード k ∈ N− に関する随

伴変数 λINk
(t)の関数形は次と推測できる：

λINk
(t) = ψINk

(t) INk (t) + ϕINk
(t) ,

ψINk
(T ) = 0, ϕINk

(T ) = 0 ∀k ∈ N−.
(80)

ここで，ψINk
(t) , ϕINk

(t)は確定変数である．地域物流

拠点 i ∈ M に関する随伴変数 λINi
(t)を解く．式 (80)

の両辺を微分し，式 (2)(30)(80)を代入すると

λ̇INi (t) = ψ̇INi (t) INi (t)−
ψINi

(t)

2ci
[ψINi (t) INi (t)

+ ϕINi (t)] + ϕ̇INi (t) ∀t ∈ [ri, T ] (81)

となる．これと随伴方程式 (24)を比較すると，任意の
INi (t)において

ψ̇INi
(t)−

ψ2
INi

(t)

2ci
= −2hi (82)

ϕ̇INi
(t)− ϕINi (t)ψINi (t)

2ci
= 0 (83)

を満たす必要がある．この連立微分方程式を解く．

INi(t)は非制約であるので，随伴変数 λINi
(t)は連続

である．終点条件 ϕINi (T ) , ψINi (T ) = 0より，

ψINi
(t) = 2

√
cihi

1− y2i (t)

1 + y2i (t)
(84)

ϕINi
(t) = 0 (85)

を得る．

付録 II　随伴変数の導出

避難所 j ∈ NN に関する随伴変数 λINj
(t)を解く．式

(80)の両辺を微分すると，INj (t)の状態方程式 (1)及
び伊藤の公式を用いて，

dλINj
(t) =

[
ψ̇INj

(t) INj (t) + ψINj
(t)

{∑
l∈Pj

SA∗
lj (t)

−Dj (t)
}
+ ϕ̇INj

(t)
]
dt− ψINj

(t)DSD
j (t) dzj (t)

(86)

となる．これに式 (31)(80)を代入すると，t ∈
[
rj , T

]
に

おいて，

dλINj
(t) =

[
ψ̇INj

(t) INj (t) + ψINj
(t)

{
SPjt

(t)

− (ψINj
(t) INj (t) + ϕINj

(t))/2cPjt
−Dj (t)

}
+ ϕ̇INj

(t)
]
dt− ψINj

(t)DSD
j (t) dzj (t) (87)

を得る．これと随伴方程式 (23)を比較すると，任意の
INj (t)において

ψ̇INj (t)− ψ2
INj

(t)/2cPjt
= −2hj (88)

ϕ̇INj
(t)− ψINj

(t)ϕINj
(t)/2cPjt

= {Dj (t)− SPjt
(t)}ψINj

(t)
(89)

を満たす必要がある．この連立方程式を解く．INj(t)

は非制約であるので，随伴変数 λINj (t)は連続である．

終点条件 ϕINj
(T ) , ψINj

(T ) = 0より，

ψINj
(t) = 2

√
cPjt

hj
Y+
Pjt

(t)

Y−
Pjt

(t)
(90)

ϕINj
(t) = −2cPjt

[
{Dj (t)− SPjt

(t)}+
ψINj (t) Ḋj

2hj

]

+
4yPjt

(t) CPjt

√
cPjt

hj

Y−
Pjt

(t)
(91)

を得る．
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OPTIMAL STOCHASTIC INVENTORY DISTRIBUTION STRATEGY in a
DAMAGED MULTI-ECHELON RELIEF LOGISTICS NETWORK

Riki KAWASE and Takamasa IRYO

A push-mode strategy to predict and distribute relief items is important for quick relief distribution in
a chaos situaton where it is hard to obtain relief demand information. Conventionally, a logistics network
with three types of echelons, consisting of regional distribution centers (DCs) outside the affected area, local
DCs and shelters in the affected area, was considered to be an effective way to satisfy the relief demand
as possible as quickly. Unfortunately, in fact it has been reported that there are bottlenecks on distribution
routes due to damaged roads and local DCs, which raises doubts about the effectiveness of the traditional
multi-echelons logistics network. In this paper, we analyze the push-mode inventory distribution strategy
in a multi-echelons logistics network with links across echelons, extending the traditional network. As a
result, we showed the disaster situation and the recovery process in which direct logistics from regional
DCs to shelters is preferable in terms of push-mode strategy.
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