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道路ネットワークの連結性を評価するためには様々な要因を考慮する必要があるものの，最も基本的な

連結性評価は道路どうしのつながりの定量化であろう．本研究では，道路ネットワーク内の道路リンクの

つながり，つまり，狭い意味での道路ネットワークの連結性を定量化するために，まず，道路ネットワー

ク内の各ノードへ物資を均等に輸送するという均等輸送問題を定義し，この問題を基礎として道路ネット

ワークの連結性指標を導出する．そして，道路ネットワーク内の連結性の弱い部分を抽出する方法を提案

するとともに，その部分を補強する最適補強問題を定式化する． 

 

     Key Words: spectral analysis, road network, algebraic connectivity, equqlized transportation problem, 
optimal reinforcement problem 

 

 

1. はじめに 

 

近年，我が国において台風や地震をはじめとした大規

模な災害が多発しており，道路施設の損傷やそれに伴っ

た道路交通の途絶など深刻な影響を与えている．道路は

生活を営む上で最も基本的な活動基盤の 1つであり，道

路の交通機能が麻痺すると社会活動・産業活動に大きな

混乱を起こすことが考えられる．交通機能が麻痺する原

因としては，交通需要の急激な増大に対して，道路網の

整備が追い付かないために，交通渋滞が発生するといっ

た交通システム内部に原因がある場合（平常時）と，地

震，豪雪，水害などシステム外部からの影響によって，

交通機能が低下する場合（非常時）の 2つが存在する．

非常時における交通機能の確保が重要なことは言うまで

もなく，非常時における交通機能をいかにして確保し，

速やかな社会回復を図るかということもまた重要な課題

といえる．そういった意味では，災害時の道路交通は，

人命救助や避難，物資支援などの面から重要視されてい

るといえる．したがって，非常時においても道路交通が

適切に確保されるように事前に道路施設を整備しておく

ことが望ましい． 

平成 7年に発生した兵庫県南部地震では，瓦礫や電柱

の倒壊により多くの場所で道路の閉塞が起こった．この

道路の閉塞は，狭い地域に建物・交通システムが集中し

ているエリアで発生し，代替経路が存在しないエリアで

あった．そのため，交通機能が麻痺してしまい，様々な

緊急活動への影響を及ぼすこととなった． 

この災害時では，地震に対して発災後の回復に向けた

交通機能を確保することができなかった．地震・大雨な

どの災害が発生した際にも，迅速な復旧作業や物資輸送，

救助活動を可能にするためには，被害を受けうる箇所の

想定を踏まえた道路ネットワークの脆弱な部分を見出し，

道路の整備・補修計画に反映させることが重要である．

しかし劣化等によるリスクがある道路施設を全て対策す

るのは財政上困難であるため，ネットワーク全体で脆弱

性を評価し優先的に対策が必要な箇所を選定する必要が

ある． 

地震などの災害が発生したときに道路が果たすべき役

割を考えると，災害が発生した際に到達不可能な箇所を

できるだけ少なくし，道路ネットワーク全体の連結性を

確保することが望ましい． 

そこで，本研究では，道路ネットワーク内の道路リン
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クのつながり，つまり，狭い意味での道路ネットワーク

の連結性を定量化するために，まず，道路ネットワーク

内の各ノードへ物資を均等に輸送するという均等輸送問

題を定義し，この問題を基礎として道路ネットワークの

連結性指標を導出する．そして，道路ネットワーク内の

連結性の弱い部分を抽出する方法を提案するとともに，

その部分を補強する最適補強問題を定式化する． 

 

 

2. 道路ネットワークのラプラシアン行列 

 

本章では，道路ネットワークの連結性を評価する手法

を考える準備として，道路ネットワークのラプラシアン

行列及びその固有値について説明する． 

 

(1) ラプラシアン行列 

本研究では，道路ネットワークの構造をノードとリン

クで構成することとし，リンクを介したノード間の接続

関係を隣接行列 𝐀ᇱ で表現する．この隣接行列の ሺ𝑖, 𝑗ሻ成

分 𝑎௜௝
ᇱ  は 

𝑎௜௝
ᇱ ൌ ൜

 1,    if ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐸
0,    otherwise

ሺ1ሻ 

である．ここで，𝐸 はリンク集合であり，ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐸 は

ノード 𝑖 とノード 𝑗 を結ぶリンクが道路ネットワークに

存在していることを意味する．したがって，隣接行列は

ノード 𝑖 とノード 𝑗 がリンクで結ばれていれば 1 で，結

ばれていなければ 0となる行列である． 

 本研究では，リンク長を考慮した隣接行列，距離重み

付き隣接行列 𝐀 も用いる．距離が長いリンクよりも距

離が短いリンクでノード間が結ばれている方が結び付き

が強いと考えられるため，リンク距離そのものではなく，

距離の逆数を用いる．したがって，距離重み付き隣接行

列 𝐀 の成分は 

𝑎௜௝ ൌ ቐ
 
1
𝑙௜௝

,    if ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐸

0,     otherwise
ሺ2ሻ

 

となる．ここで，𝑙௜௝  はリンク ሺ𝑖, 𝑗ሻ の距離（ノード 𝑖 と

ノード 𝑗 を結ぶリンク距離）である．なお，距離の逆数

だけでなく，距離に対して単調減少するものを用いるこ

とは可能であるが，本研究では逆数としている．その理

由については後で述べる． 

 ノードから出ているリンク数は次数と呼ばれ，各ノー

ドの次数を対角成分に持つ行列を次数行列 𝐃ᇱ とする．

その成分は以下の通りである． 

𝑑௜
ᇱ ൌ෍𝑎௜௝

ᇱ

௡

௝ୀଵ

ሺ3ሻ
 

ここで，𝑛 は対象道路ネットワークのノードの数である．

距離重み付き隣接行列のノード 𝑖 の次数 𝑑௜ は 

𝑑௜ ൌ෍𝑎௜௝

௡

௝ୀଵ

ሺ4ሻ
 

と定義することとする．つまり，ノードから出ているリ

ンクの距離の逆数の和である．この次数 𝑑௜ を対角成分

に持つ行列が次数行列を 𝐃 と書くこととする． 

 隣接行列 𝐀 と次数行列 𝐃を用いて，ラプラシアン行

列 𝐋 は 
𝐋 ൌ 𝐃 െ 𝐀 ሺ5ሻ 

である．これは距離重み付きラプラシアン行列 

 

(2) ラプラシアン行列の固有値 

 ラプラシアン行列 𝐋 の二次形式は，ベクトル 𝐱 を用

いると，                          

𝐱்𝐋𝐱 ൌ෍෍𝑎௜௝൫𝑥௜ െ 𝑥௝൯
ଶ

௡

௝ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൒ 0 ሺ6ሻ 

となる．ここで，𝑥௜ , 𝑥௝  はベクトル 𝐱 の 𝑖, 𝑗 成分であり，

𝑇 は行列もしくはベクトルの転置である．本研究では，

隣接行列の成分 𝑎௜௝  は 0 もしくは正の値であるため，ラ

プラシアン行列の二次形式は非負，つまり，𝐱்𝐋𝐱 ൒ 0

となる．したがって，ラプラシアン行列は半正定値行列

である．さらに，このようにラプラシアン行列が半正定

値となることから，ラプラシアン行列の固有値は必ず非

負の実数となることが分かる． 

 また，ラプラシアン行列の各行・列の和が 0であるこ

とから，ゼロ固有値に対応する固有ベクトルは 1になる，

つまり，成分が全て 1のベクトル 1が固有ベクトルとな

る． 
𝐋𝟏 ൌ 𝟎 ሺ7ሻ 

ここで，𝟏 は成分が全て 1 のベクトルであり，𝟎 は成分

が全て 0のベクトルである． 

 以上より， 
0 ൌ 𝜆ଵ ൑ 𝜆ଶ ൑ 𝜆ଷ ൑ ⋯ ൑ 𝜆௡ ሺ8ሻ 

ここで，𝜆௜ はラプラシアン行列 𝐋 の 𝑖 番目の固有値で

ある．また，ラプラシアン行列の各固有ベクトルは直交

する． 

 ラプラシアン行列の第 2最小固有値は代数的連結度と

も呼ばれ，ネットワークの連結性を示す指標の一つとさ

れている．最小固有値はレイリー商を最小化する問題と

して，以下のように表される． 

min
𝐱

𝐱୘𝐋𝐱
𝐱୘𝐱

ሺ9ሻ 

先ほど述べたように，ラプラシアン行列の最小固有値は

0 であり，対応する固有ベクトルは 𝟏 である．よって，

第 2最小固有値を求める問題は以下のように表される． 

min
𝐱ୄ𝟏

𝐱୘𝐋𝐱
𝐱୘𝐱

ሺ10ሻ 

この式より，第 2最小固有値とラプラシアン行列のレイ
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リー商の関係は，適当なベクトル 𝐱 ⊥ 𝟏 を用いて以下の

ように表される． 

 

 

3. 均等輸送問題と最適補強問題 

 

本研究では，道路ネットワークの連結性の評価方法を

検討するために，均等輸送問題を考える． 

本研究での均等輸送問題は，緊急時等で物資などをネ

ットワーク内で均等に配送するという問題である．この

問題での仮定は以下の通りである． 

A1. 緊急物資は道路ネットワーク内のすべてのノード

に配分する 

A2. 各ノードで必要物資量が決まっている． 

A3. ノードにある物資は隣接するノードで物資が不足

している場合，隣接ノードへ物資を配分する 

ここで，𝑥௜ሺ𝑡ሻ を時刻 𝑡 でのノード 𝑖 にある物資量で，

𝑣௜ はノード 𝑖 で必要な物資量である．また，𝑥௜ሺ𝑡ሻ を 𝑣௜. 
で除した 𝑥௜ሺ𝑡ሻ/ 𝑣௜ を 𝑟௜ሺ𝑡ሻ とおくと，𝑟௜ሺ𝑡ሻ は時刻 𝑡 で
のノード 𝑖 の物資の充足率である． 
 緊急時等では，救援物資を公平に行き渡らせる必要が

ある．たとえ物資が必要量に達していなくとも，隣接す

るノードでの充足率が悪い場合は物資をそのノードへ送

るものとする．また，緊急時では物資量やその充足率の

情報は限定的であり，隣接ノードの状況のみが分かるも

のとする． 

A4. 各ノードから隣接するノードへの物資の輸送は，

隣接するノードとの充足率の差に比例した量の物

資を隣接ノードへ送る 

 上述の仮定に従った輸送を考えるために，以下のよう

な時刻 𝑡 での輸送強度を考える． 
𝜑௜→௝ሺ𝑡ሻ ൌ െ𝑎௜௝ൣ𝑟௜ሺ𝑡ሻ െ 𝑟௝ሺ𝑡ሻ൧ ሺ11ሻ 

ここで，𝜑௜→௝ሺ𝑡ሻ はノード 𝑖 からノード 𝑗 への時刻 𝑡 で
の輸送強度である．輸送強度は時刻 𝑡 という時間幅を持

たない時刻 𝑡 という一瞬のものであり，輸送には有限の

時間が必要であるとし，輸送量とは呼ばず輸送強度とし

た．ノード 𝑖 での物資の充足率の変化は 

𝑟ሶ௜ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑑
𝑑𝑡
𝑟௜ሺ𝑡ሻ ൌ෍𝜑௜→௝ሺ𝑡ሻ

௡

௝ୀଵ

            

ൌ െ෍𝑎௜௝ൣ𝑟௜ሺ𝑡ሻ െ 𝑟௝ሺ𝑡ሻ൧

௡

௝ୀଵ

ሺ12ሻ

 

として与えられる．ここで，充足率ベクトル 𝐫ሺ𝑡ሻ とそ

の時刻変化 𝐫ሶ ሺ𝑡ሻ は 

𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ ൦

𝑟ଵሺ𝑡ሻ
𝑟ଶሺ𝑡ሻ
⋮

𝑟௡ሺ𝑡ሻ

൪ , 𝐫ሶሺ𝑡ሻ ൌ
𝑑
𝑑𝑡
𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ ൦

𝑟ሶଵሺ𝑡ሻ
𝑟ሶଶሺ𝑡ሻ
⋮

𝑟ሶ௡ሺ𝑡ሻ

൪ ሺ13ሻ 

とする．これらを用いると， 

𝐫ሶሺ𝑡ሻ ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡െ෍𝑎ଵ௝ൣ𝑟ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑟௝ሺ𝑡ሻ൧

௡

௝ୀଵ

െ෍𝑎ଶ௝ൣ𝑟ଶሺ𝑡ሻ െ 𝑟௝ሺ𝑡ሻ൧

௡

௝ୀଵ

⋮

െ෍𝑎௡௝ൣ𝑟௡ሺ𝑡ሻ െ 𝑟௝ሺ𝑡ሻ൧

௡

௝ୀଵ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ െ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡෍𝑎ଵ௝

௡

௝ୀଵ

െ𝑎ଵଶ ⋯ െ𝑎ଵ௡

െ𝑎ଵଶ ෍𝑎ଶ௝

௡

௝ୀଵ

⋯ െ𝑎ଶ௡

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

െ𝑎ଵ௡ െ𝑎ଶ௡ ⋯ ෍𝑎௡௝

௡

௝ୀଵ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

൦

𝑟ଵሺ𝑡ሻ
𝑟ଶሺ𝑡ሻ
⋮

𝑟௡ሺ𝑡ሻ

൪

ൌ െ𝐋𝐫ሺ𝑡ሻ                                                                    ሺ14ሻ

 

このように充足率の時刻変化は 
𝑑
𝑑𝑡
𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ െ𝐋 𝐫ሺ𝑡ሻ ሺ15ሻ 

と表すことができる．ラプラシアン行列は対称であり，

対角化可能である (e.g. Strang, 1976)．したがって，上記の

線形常微分方程式は以下のように解くことができる． 
𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି𝐋௧𝐫ሺ0ሻ ሺ16ሻ 

ここで，𝐫ሺ0ሻ は初期充足率ベクトルである．さらに，

上記は以下のように分解することができる． 
𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି𝐋𝐫ሺ௧ሻ𝐫ሺ0ሻ                                                               

  ൌ 𝑐ଵ𝑒ିఒభ௧𝒚ଵ ൅ 𝑐ଶ𝑒ିఒమ௧𝒚ଶ ൅⋯൅ 𝑐௡𝑒ିఒ೙௧𝒚௡ ሺ17ሻ
 

ここで，𝑐௜ は定数で， 𝜆௜  と 𝒚௜ はラプラシアン行列の固

有値と固有ベクトルである．前章の通り，ラプラシアン

行列の最小固有値は0であるため，  
𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑐ଵ𝒚ଵ ൅ 𝑐ଶ𝑒ିఒమ௧𝒚ଶ ൅⋯൅ 𝑐௡𝑒ିఒ೙௧𝒚௡ ሺ18ሻ 

となる． 

 上記の式より，時間が十分に経過すると，𝐫ሺ𝑡ሻ は
 𝑐ଵ𝒚ଵ に収束することが分かる．第二最小固有値 𝜆ଶ が 0

ではなくて正の値の場合，収束速度は第二最小固有値

 𝜆ଶ に依存する．つまり，𝜆ଶ ൐ 0 ならば， 

lim
௧→ஶ

𝐫ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑐ଵ𝒚ଵ ൌ ൦

𝑐ଵ
𝑐ଵ
⋮
𝑐ଵ

൪ . ሺ19ሻ 

である． 

 本研究での最適補強問題とは，予算制約内で道路ネッ

トワークの連結性を高める最適な計画を考える問題とす

る．連結性を高める方法としてはリンクの連結強度を高

めることとし，最適補強問題では，道路ネットワーク全

体の連結性能を上げるために，予算制約下でどのリンク

をどれほど補強するのかを決める最適問題となる．リン

ク ሺ𝑖, 𝑗ሻ の補強は，補強量 𝑤௜௝  を 𝑎௜௝  に加えることとし

て定式化する．すなわち， 

𝑎ො௜௝ ൌ ቐ
1
𝑙௜௝
൅ 𝑤௜௝ ൌ 𝑎௜௝ ൅ 𝑤௜௝ ,      ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐸   

0,                                          otherwise
ሺ20ሻ 

とする．ここで 
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 予算が 𝐵 として与えられると，予算制約等で補強量

がとり得るのは 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0 ൑ 𝑤௜௝ ൑ 1 െ 𝑎௜௝ ,      ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∈ 𝐸
𝑤௜௝ ൌ 0,                         ∀ሺ𝑖, 𝑗ሻ ∉ 𝐸

෍෍𝑤௜௝

௡

௝ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൑ 𝐵                                
ሺ21ሻ 

となり，この集合を 𝕎 と表記することとする．  

上記の通り，道路ネットワーク全体の連結性はそのラ

プラシアン行列の第二最小固有値によって提供化できる

ため，最適補強問題は予算制約下で第二最小固有値を最

大にする問題とすることができる．つまり， 
max.
𝐖

 𝜆ଶሺ𝐋𝐖ሻ      𝑠. 𝑡.  𝐖 ∈𝕎 ሺ22ሻ 
と定式化することができる． 
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