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2次元・多立地点の空間構造における集積経済モデルの分析は，人口集積の空間的パターンの形成メカニズム
を明らかにするうえで重要である．本研究では，2次元・多立地点の空間構造の一例として，周期境界条件を有
する正方形格子を取り上げる．そして，この空間構造を仮定した標準的な集積経済モデルにおいて，分散状態
から創発する空間的パターンの一般的特性を調べる．特に，正方形格子が持つ対称性に着目し，対称性を持つ
系の一般論である群論的分岐理論を援用することにより，空間的パターンの存在とその分岐点近傍における安
定性条件を示す．
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1. はじめに

社会基盤整備をはじめとする地域・都市政策は，地

域間の人口分布に影響を及ぼし，人口集積・分散を加

速させうる．従って，政策の経済効果を適切に捉える

ためには，政策実施に伴って生じる人口集積の程度・空

間的配置を予測する必要がある．

上記の問題意識に対して有用な示唆を与える理論的

枠組みとして，人口の地域間移動と集積の経済を考慮

した，一群の数理モデルが挙げられる．本論文では，こ

れらを集積経済モデルと呼ぶ．代表的な例としては，新

経済地理学 (NEG)分野で構築されてきた，Krugman1)

や Forslid and Ottaviano2)によるモデルが挙げられる．

これらのモデルは，一般均衡理論に基づき，地域間の

輸送費用の減少に伴う経済活動の空間的な集積・分散

現象のメカニズムを記述することができる．ミクロ経

済学的整合性を持つ集積経済モデルを分析し，そこか

ら人口集積の程度・空間的配置に関する洞察を引き出

すことは，重要な基礎的研究課題となる．

従来研究では，解析的な困難を回避できることから，

二つの立地点からなる単純な空間構造におけるモデル

が盛んに分析されてきた．一方で，現実に見られる多様

な人口集積の空間的パターンの創発メカニズムを明ら

かにするためには，多立地点の空間構造におけるモデ

ルの分析が必要となる．近年，その向きの研究が進展

しつつあり，特に Tabuchi and Thisse3) や Akamatsu

et al.4),?), Ikeda et al.6),7)をはじめとして，周期境界を

有する 1次元・多立地点の空間構造（i.e., Krugman8)

の円周経済）におけるモデルの理論的特性が明らかと

なっている．

本研究の目的は，周期境界を有する 2次元・多立地点

の空間構造における集積経済モデルを分析し，創発し

うる人口集積の空間的パターンを明らかにすることで

ある．本研究では，周期境界を有する正方形格子の空間

構造を仮定する．これは n×n箇所の立地点からなる正

方形格子状の空間を単位として，その空間が周期的に繰

り返すような空間構造である．また本研究では，最も単

純かつ標準的な枠組みの集積経済モデルを仮定する．簡

潔に述べると，(i) 単一種類の移動主体が存在し，各々

の主体が唯一の立地点を選択する，(ii)立地点 ij間の空

間的な相互作用の強度が，外生的な定数 dij(ϕ) ∈ (0, 1)

に依存すると仮定する．人口集積の空間パターンの創

発は，n × n箇所の立地点に人口が均等に分布した分

散状態から，モデルの構造パラメタ ϕ ∈ (0, 1)の変化

に伴って生じる分岐現象として記述される．このとき，

正方形格子のもとでは，モデルの支配方程式が同変性

と呼ばれる群論的性質を持つことに着目する．同変性

を持つ系における分岐現象の一般論である群論的分岐

理論9) を援用することにより，分岐パターンの存在と

その分岐点近傍における安定性条件を示す．

2次元・多立地点の空間構造における集積経済モデル

を扱った関連研究はいくつか挙げられる．Ikeda et al.10)

では，本研究と同様，正方形格子における集積経済モ

デルを扱っている．当該研究では空間周期倍化と呼ば
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図–1 正方形格子

れる特徴的な分岐挙動に着目しているのに対し，本研

究では分散状態から創発しうる種々の分岐パターンを

明らかにする．また，群論的分岐理論に基づき，分岐パ

ターンとその安定性を系統的に明らかにしている点に

本研究の特色がある．Ikeda et al.11),12) による一群の

研究では，周期境界を有する正三角形格子における集

積経済モデルを分析している．当該研究では，群論的

分岐理論によって予測される分岐パターンは全て，分

岐点近傍において不安定となることを明らかにしてい

る．これに対し本研究では，正方形格子において予測

される分岐パターンには安定となりえるものがあるこ

とを明らかにし，両格子の性質の違いを示唆する．

本論文の構成は以下である．2.では，周期境界を有

する正方形格子を定式化し，格子上の空間パターンを

分類する．3.では，基本的な集積経済モデルの枠組み

と，その均衡条件を定式化する．4.では，正方形格子

の空間構造を仮定した集積経済モデルにおいて，分散

状態から創発しうる分岐パターンを群論的分岐理論に

基づいて示す．5.では，分岐点近傍において成立する

分岐方程式を用いて，分岐パターンの安定性を調べる．

2. 正方形格子と空間パターン

本章では，2次元・多立地点の空間構造として，周期

境界を有する n×n正方形格子を定式化する．また，格

子上の空間パターンを記述し，それらを空間的な周期

性に基づいて分類する．さらに，格子の対称性を記述

する群を導入し，その部分群によって空間パターンの

対称性を記述する．

(α, β) = (1, 0), Type V (α, β) = (1, 1), Type M

(α, β) = (2, 0), Type V (α, β) = (2, 1), Type T

図–2 正方形格子における空間パターンの例

(1) 正方形格子

正方形格子は，図–1に示す 2 次元離散空間である．

ここで，図中の格子節点が立地点を，実線が立地点間

のリンクを表している．正方形格子における立地点の

集合Hは，以下のように記述できる：

H = {n1ℓ1 + n2ℓ2 | n1, n2 ∈ Z} (1)

ここで，

ℓ1 = d(1, 0)⊤, ℓ2 = d(0, 1)⊤ (2)

は正方形格子の基底ベクトルであり，d > 0は隣接する

立地点間の経路距離を表す．

本研究では，上記の無限平面の正方形格子に対し，周

期境界を有する n× n正方形格子を考える．すなわち，

n × n箇所の立地点からなる正方形の領域を単位とし

て，それが周期的に繰り返すような空間構造を仮定す

る．図–1に示す破線は，n = 2の場合の例を表してい

る．n× n正方形格子における立地点の集合Hnは，H
の部分集合として以下のように記述できる：

Hn = {n1ℓ1 + n2ℓ2 | ni ∈ Z, 0 ≤ ni ≤ n− 1}. (3)

(2) 空間パターン

n×n正方形格子上の適当な人口分布は，周期境界条

件を考慮すると，周期性を持った空間パターンを表す．

すなわち，あるベクトル t1 および t2 が存在し，それ

らに沿った方向への並進変換に対して人口分布が不変

となる．図–2に示す空間パターンは，その一例である．

空間パターンを特徴づける上記のベクトル t1および t2
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図–3 空間パターンの分類

を，以下のように定義する：

t1 = αℓ1 + βℓ2, t2 = −βℓ1 + αℓ2. (4)

ここで，αおよび β は整数であり，

{(α, β) ∈ Z2 | α ≥ β ≥ 0, α ̸= 0} (5)

とする．これにより，ひとつの空間パターンに対し，ひ

とつの (α, β)が定まる．

空間パターンを分類するために，φを以下のように

定義する：

cosφ =
(ℓ1)

⊤t1
∥ℓ1∥ · ∥t1∥

, (6)

これは，ℓ1 と t1 のなす角であり，

φ = arcsin

(
β√

α2 + β2

)
(7)

と書き換えられる．この φにより，空間パターンを以

下のように分類する：
type V if φ = 0,

type M if φ = π/4,

type T otherwise.

(8)

これらは，(α, β)を用いることにより，以下のように書

き換えられる：
type V if (α, β) = (α, 0),

type M if (α, β) = (β, β),

type T otherwise.

(9)

ここで図–3は，3種類の空間パターンについて，原点

を中心とし，t1と t2を頂点とした正方形を表している．

“V”は座標軸が正方形の “vertex”を通ること, “M”は座

標軸が正方形の辺の “midpoint”を通ること,“T”は正方

形が “tilted”であることを意味している．

n×n正方形格子においては，(α, β)として取れる値

は nに依存する．具体的には，nに対して

n =


mα for type V,

2mβ for type M,

m(α2 + β2)/ gcd(α, β) for type T

(10)

を満たすような (α, β) のみが取れる．ここで，m =

1, 2, . . .であり，gcd(α, β)はαとβの最大公約数である．

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

(a) s (b) r

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

(c) p1 (d) p2

図–4 n× n正方形格子に対する Gの作用（n = 3）

(3) 群による対称性の記述

n×n正方形格子の対称性は，以下の変換に対する不

変性によって記述される：

• r：半時計回りの π/2回転変換，

• s：x軸に関する鏡映変換，

• p1：ℓ1 に沿った並進変換，

• p2：ℓ2 に沿った並進変換．

これらの変換は，n× n正方形格子に対し，図–4に示

すような立地点の置換として作用する．ここで，図中

の円は立地点を，数字は立地点の番号を表す．結果とし

て，n×n正方形格子の対称性は，これらの変換によっ

て生成される群

G = D4 ⋉ (Zn × Zn) = ⟨r , s, p1, p2⟩ (11)

に対する不変性よって記述される．D4は 4次二面体群，

Znは n次巡回群と呼ばれる群である．ここで，Gは基

本関係として

r4 = s2 = (rs)2 = p1
n = p2

n = e, p2p1 = p1p2,

rp1 = p2r, rp2 = p−1
1 r, sp1 = p1s, sp2 = p−1

2 s

(12)

を満足し，eは恒等変換である．これにより，Gのそれ

ぞれの要素は

slrmp1
ip2

j , l ∈ {0, 1}, m ∈ {0, 1, 2, 3},

i, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} (13)

の形で一意に表される．

n× n正方形格子における空間パターンの対称性は，

Gの一部の要素に対する不変性によって記述される．す
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なわち，Gの部分群

G′ =


⟨r, s, pα1 , pα2 ⟩ = Σ(α, 0) for type V,

⟨r, s, pβ1p
β
2 , p

−β
1 pβ2 ⟩ = Σ(β, β) for type M,

⟨r, pα1 p
β
2 , p

−β
1 pα2 ⟩ = Σ0(α, β) for type T

(14)

に対する不変性よって記述される．ここで，

Σ(α, β) = ⟨r, s, pα1 p
β
2 , p

−β
1 pα2 ⟩, (15)

Σ0(α, β) = ⟨r, pα1 p
β
2 , p

−β
1 pα2 ⟩ (16)

と定義した．

3. モデル

本章では，集積経済モデルの基本的な枠組みと，そ

の均衡条件を定式化する．また，均衡状態に至るまで

の調整過程として，replicator dynamics を導入する．

なお，本章で述べる枠組みは様々な集積経済モデルに

当てはまるが，その一例として，付録 Iに Forslid and

Ottaviano2)によるモデル（FOモデル）の詳細を示す．

集積経済モデルに関する総説としては，例えば大澤13)

を参照されたい．

(1) 基本的な枠組み

離散的な K 個の立地点からなる空間構造において，

単一種類の移動主体が存在し，各々の主体が唯一の立

地点を選択すると仮定する．主体の人口分布は λ =

(λ1, . . . , λK) ∈ ∆によって表す．ここで，∆ = {λ ∈
RK

+ |
∑K

i=1 λi = 1}はK − 1次元の単体，λi は立地点

iを選択した移動主体の人口，λ = (λ1, . . . , λK)は人口

分布である．

立地点 i, j間の空間的な相互作用の強度は，外生的な

定数dij(ϕ) ∈ (0, 1)に依存すると仮定する．ϕ ∈ (0, 1)は

モデルの構造パラメタであり，経済全体の輸送技術の水

準を表す．ϕが小さいほど輸送技術が低い（輸送費用が

高い）状況を，ϕが大きいほど輸送技術が高い（輸送費用

が低い）状況を表す．さらに，dij(ϕ)をまとめたK×K

行列D(ϕ) = [dij(ϕ)]を空間割引行列と呼ぶ4)．このと

き，主体の利得関数はD(ϕ)をパラメタとして含むこと

となる．以降，主体の利得関数は v(λ, ϕ) : ∆ → RK に

よって表す．

主体は自身が得る利得に応じて立地点を変更できる

と仮定する．このとき，各々の主体が立地点を変更す

る誘因を持たない状態が均衡となる．その均衡条件は，

以下のように定式化される：v∗ − vi(λ) = 0 if λi > 0

v∗ − vi(λ) ≥ 0 if λi = 0
(17)

ここで，λ ∈ ∆であり，v∗は均衡における利得水準で

ある．均衡条件 (17)を満足する人口分布が，モデルの

均衡解となる．

(2) Replicator dynamicsのもとでの支配方程式

移動主体による立地点の変更は，replicator dynamics

と呼ばれる以下の調整動学に従うものと仮定する：

λ̇ = F (λ, ϕ) = {Fi(λ, ϕ) | i = 1, . . . ,K} (18)

Fi(λ, ϕ) = (vi(λ, ϕ)− v̄(λ, ϕ))λi (19)

ここで，v̄ =
∑n

i=1 λivi は平均利得である．

均衡条件 (17) を満足する均衡解を求める問題は，

replicator dynamicsの停留点を求める問題に関連づけ

られる1．具体的に，replicator dynamicsの停留点 λ∗

は，以下の支配方程式によって決定される：

F (λ∗, ϕ) = 0 (20)

支配方程式を満足する停留点が，均衡条件を満足する

均衡解の候補となる．

(3) 停留点の安定性

支配方程式 (20)を満足する停留点 λ∗ について，そ

の局所的な漸近安定性は，Jacobi行列

J(λ∗, ϕ) =
∂F

∂λ
(λ∗, ϕ) (21)

の固有値によって判定できる．具体的には，以下のよ

うに分類される：{
線形安定： J の全ての固有値の実部が負，

線形不安定： J の一つ以上の固有値の実部が正．

停留点が漸近安定・漸近不安定であることと，線形安

定・線形不安定であることとは，それぞれ等価である．

ここで，漸近安定な停留点の集合は，漸近安定な均衡

解の集合に一致する2．

4. 分散状態からの集積パターン

本章では，n×n正方形格子の空間構造を仮定した集

積経済モデルにおいて，分散状態から創発しうる分岐

パターンを示す．支配方程式が同変性と呼ばれる性質

を持つことに着目し，同変性を持つ系における分岐現

象の一般論である群論的分岐理論9)を援用する．なお，

命題の詳細な証明については，著者によるプレプリン

ト16) を参照されたい．

(1) 群論的分岐解析の手順

a) 支配方程式の同変性と分岐

n×n正方形格子においては，格子の対称性を記述す

る群 G = D4 ⋉ (Zn × Zn)に対し，支配方程式 (20)が

同変性

T (g)F (λ, τ) = F (T (g)λ, τ), g ∈ G (22)

1 詳細は，Sandholm17) Chap.4 を参照されたい．
2 詳細は，Sandholm17) Chap.5 を参照されたい．
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を満たす3．ここで T (g)は，g ∈ Gによる置換を記述

する表現行列である．式 (22)は，変数λを T (g)によっ

て座標変換することと F 全体を T (g)によって変換す

ることとが等価であることを意味しており，一般的な

幾何学的対称条件を表している．

いま，分散状態

λc =
1

n2
(1, . . . , 1) (23)

における多重度Mの分岐点 (λc, ϕc)を考える．M (≥ 1)

は，分岐点における Jacobi行列 Jc ≡ J(λc, ϕc)のゼロ

固有値の個数を表す．一般に分岐点の近傍においては，

Liapunov-Schmidt 簡約と呼ばれる数学的手法により，

支配方程式を以下のようなM 次元の分岐方程式

F̃ (w, ϕ̃) = 0 (24)

へと簡約できる4．ここで，F̃ : RM × R → RM であ

り，w ∈ RM および ϕ̃ ∈ Rは分岐点からの増分量を表
す. 分岐方程式の解は，支配方程式の分岐解と 1対 1に

対応する．すなわち，分岐方程式の解を求めることは，

支配方程式の分岐解を求めることと等価である．

分散状態における分岐点は，G = D4 ⋉ (Zn ×Zn)に

対する不変性

T (g)λc = λc, g ∈ G (25)

を満たす．このような不変性を持つ分岐点における分

岐方程式には，支配方程式の同変性が遺伝しており，

Tµ(g)F̃ (w, ϕ̃) = F̃ (Tµ(g)w, ϕ̃), g ∈ G (26)

が成り立つ．Tµ(g)は，M次元零空間Ker(Jc)における，

T (g)の既約表現行列である．µはD4⋉(Zn×Zn)の既約

表現の種類を表すラベルである．ここで，D4⋉(Zn×Zn)

に対応するµの一覧を表–1に示す．また，Tµ(g)の具体

形については付録 IIに示す．既約表現と分岐点とは 1対

1に対応し，既約表現を求めれば分岐点の多重度Mも分

かる．実際，D4⋉ (Zn×Zn)に対してはM = 1, 2, 4, 8，

すなわち，分散状態においては単純分岐点，2 重分岐

点，4重分岐点，8重分岐点の 4種類が存在する．

b) 座標変換行列

支配方程式 (20)が群Gに対する同変性を持つ系にお

いては一般に，その群に対応した座標変換行列Qが存

在する5．Qは Jacobi行列 (21)を常にブロック対角化

する行列であり，

Q = [. . . , Qµ, . . .], µ ∈ R(G) (27)

3 正方形格子の空間構造は，3.(1)で述べた空間割引行列 D(ϕ)を
設定することにより，モデルおよび支配方程式の中に反映され
る．その結果として，同変性 (22)が満たされる．正方形格子に
対応したD(ϕ)の具体形については，Ikeda et al.10) Appendix
D.2 を参照されたい．

4 分岐方程式の誘導に関する詳細は，Ikeda and Murota14)

Sec.8.4 を参照されたい．
5 座標変換行列およびブロック対角化に関する詳細は，Ikeda and
Murota14) Sec.7.4.2 を参照されたい．

表–1 D4 ⋉ (Zn × Zn)に対応する既約表現 µ

n \M 1 2 4 8

2m (1;+,+,+) (2;+,+) (4; k, 0;+) (8; k, ℓ)

(1;+,+,−) (4; k, k; +)

(4;n/2, ℓ,+)

2m− 1 (1;+,+,+) (4; k, 0;+) (8; k, ℓ)

(4; k, k; +)

(4; k, 0;+) with 1 ≤ k ≤ ⌊(n− 1)/2⌋;
(4; k, k; +) with 1 ≤ k ≤ ⌊(n− 1)/2⌋;
(4;n/2, ℓ; +) with 1 ≤ ℓ ≤ n/2− 1;

(8; k, ℓ) with 1 ≤ ℓ ≤ k − 1, 2 ≤ k ≤ ⌊(n− 1)/2⌋

のように，Gの既約表現 µに対応するブロック行列Qµ

からなる．ここで，R(G)は µ全体の集合である．

n × n正方形格子の対称性を記述する群 G = D4 ⋉
(Zn×Zn)の既約表現 µに対応するブロック行列Qµは，

以下のように与えられる：

Q(1;+,+,+) =
1

n
(1, . . . , 1)⊤ = ⟨1⟩

Q(1;+,+,−) =

{
[ ⟨cos(π(n1 − n2))⟩ ] n ∈ 2Z
missing n /∈ 2Z

Q(2;+,+) =

{
[ ⟨cos(πn1)⟩, ⟨cos(πn2)⟩ ] n ∈ 2Z
missing n /∈ 2Z

Q(4;k,0,+) =

[ ⟨cos(2πk n1/n)⟩, ⟨sin(2πk n1/n)⟩,

⟨cos(2πkn2/n)⟩, ⟨sin(2πkn2/n)⟩ ]

1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
Q(4;k,k,+) =

[ ⟨cos(2πk(n1 + n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(n1 + n2)/n)⟩,

⟨cos(2πk(−n1 + n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(−n1 + n2)/n)⟩ ]

1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
Q(4;n/2,ℓ,+) =

[ ⟨cos(πn1 + 2πℓn2/n)⟩, ⟨sin(πn1 + 2πℓn2/n)⟩,
⟨cos(−2πℓn1/n+ πn2)⟩, ⟨sin(−2πℓn1/n+ πn2)⟩ ]

1 ≤ ℓ ≤
⌊
n−1
2

⌋
n ∈ 2Z

missing n /∈ 2Z

Q(8;k,ℓ) =

[ ⟨cos(2π(kn1 + ℓn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(kn1 + ℓn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(−ℓn1 + kn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(−ℓn1 + kn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(kn1 − ℓn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(kn1 − ℓn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(−ℓn1 − kn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(−ℓn1 − kn2)/n)⟩ ]

1 ≤ ℓ ≤ k − 1, 2 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
.
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Qを導出する理由は以下である．Qが Jacobi行列を

ブロック対角化することから，Qµの列ベクトルは，分

岐点における零空間Ker(Jc)の基底ベクトルとなる．こ

れにより，Qµ の列ベクトルは，同変性 (26)を持つ分

岐方程式において，その解 w の基底ベクトルとなる．

すなわち，既約表現 µに対応する多重度M の分岐点

では，w = (w1, . . . , wM )のそれぞれの要素が，Qµ =

[qµ
1 , . . . , q

µ
M ]のそれぞれの列ベクトルに対応する．分岐

点近傍における分散状態からの分岐解は，Qµの列ベク

トルの適当な線形結合として表すことができる．

c) 同変分岐補題

同変性を持つ分岐方程式においては一般に，ある特

定の対称性を持つ分岐解が存在する．同変分岐補題15)

を分岐方程式に適用することにより，その存在を示す

ことができる．同変性を持つ分岐方程式には，式 (26)

のように，群Gのある既約表現 µが対応している．こ

こで，Gのある部分群 Σをとり，Σの Tµ に対する固

定点空間

Fixµ(Σ) = {w ∈ RM | Tµ(g)w = w for all g ∈ Σ}

(28)

を考える．このとき，固定点空間の次元 dim Fixµ(Σ)

を計算し，dim Fixµ(Σ) = 1であれば，Σに対する不

変性を持つ分岐解が存在する．

(2) 分散状態からの分岐パターン

同変分岐補題によって予測される，n×n正方形格子

における分散状態からの分岐パターンを示す．結果の

具体例として，n = 6におけるいくつかの分岐パター

ンを図–5に示す．

a) 単純分岐点

多重度 1の分岐点は 1次既約表現 (1;+,+,−)に対応

し，nが偶数のときにのみ存在する. 既約表現の具体形

は式 (II.1)により，以下のように与えられる：

T (1;+,+,−)(r) = 1, T (1;+,+,−)(s) = 1,

T (1;+,+,−)(p1) = −1, T (1;+,+,−)(p2) = −1. (29)

分岐方程式の変数w = wは，

Q(1;+,+,−) = [q] = [ ⟨cos(π(n1 − n2))⟩ ] (30)

の列ベクトルに対応する．ここで，同変分岐補題によっ

て以下が得られる．

命題 1 nが偶数のとき，既約表現 (1;+,+,−)に対応

する多重度 1の分岐点において分岐解 w = w, w ∈ R
が存在し，それは Σ = ⟨r, s, p1p2, p−1

1 p2⟩に対する不変
性を持つ．

b) 2重分岐点

多重度 2 の分岐点は 2 次既約表現 (2;+,+) に対応

し，nが偶数のときにのみ存在する. 既約表現行列は式

(II.2)により，以下のように与えられる：

T (2;+,+)(r) =

[
1

1

]
, T (2;+,+)(s) =

[
1

1

]
,

T (2;+,+)(p1) =

[
−1

1

]
, T (2;+,+)(p2) =

[
1

−1

]
.

(31)

分岐方程式の変数w = (w1, w2)は，

Q(2;+,+) = [q1, q2] = [ ⟨cos(πn1)⟩, ⟨cos(πn2)⟩ ] (32)

の列ベクトルに対応する．ここで，同変分岐補題によっ

て以下が得られる．

命題 2 nが偶数のとき，既約表現 (2;+,+)に対応する

多重度 2の分岐点において，以下の分岐解が存在する．

(i) wsq = (w,w), w ∈ R
(ii) wstripe = (w, 0), w ∈ R

c) 4重分岐点

多重度 4の分岐点は，以下の 4次既約表現に対応する：

(4; k, 0,+) with 1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
, (33)

(4; k, k,+) with 1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
, (34)

(4;n/2, ℓ,+) with 1 ≤ ℓ ≤
⌊
n− 1

2

⌋
. (35)

ここで，4 次既約表現は n ≥ 3 のときに存在し，

(4;n/2, ℓ,+)は nが偶数のときにのみ存在する．分岐

方程式の変数w = (w1, w2, w3, w4)は，それぞれの 4次

既約表現 µについて，

Qµ = [q1, q2, q3, q4] (36)

の列ベクトルに対応する．ここで，同変分岐補題によっ

て以下が得られる．

命題 3 既約表現 (4; k, 0,+), (4; k, k,+), (4;n/2, ℓ,+)

に対応する多重度 4の分岐点において，以下の分岐解

が存在する：

(i) wsq = (w, 0, w, 0), w ∈ R,
(ii) wstripe = (w, 0, 0, 0), w ∈ R.
ここで，wsqはType VあるいはMの空間パターンを，

wstripe はストライプ状の空間パターンを示す．

d) 8重分岐点

多重度 8の分岐点は，以下の 4次既約表現に対応する：

(8; k, ℓ) with 1 ≤ ℓ ≤ k−1, 2 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
. (37)

ここで，8次既約表現は n ≥ 5のときに存在する．分岐

方程式の変数w = (w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8)は，

Q(8;k,ℓ) = [q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8] (38)

の列ベクトルに対応する．ここで，同変分岐補題によっ

て以下が得られる．

6
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w wstripe wsq

(a) µ = (1;+,+,−) (b) µ = (2;+,+)

wstripe wsq wstripe wsqVM

(c) µ = (4; 1, 0,+) (d) µ = (8; 2, 1,+)

図–5 分散状態からの分岐パターンの例（n = 6）

命題 4 既約表現 (8; k, ℓ)に対応する多重度 8の分岐点

において，以下の分岐解が存在する：

(i) wsqVM = (w, 0, w, 0, w, 0, w, 0), w ∈ R,
(ii) wsqT = (w, 0, w, 0, 0, 0, 0, 0), w ∈ R,
(iii) wstripe = (w, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), w ∈ R.

ここで，wsqVM は Type VあるいはM, wsqT は Type

T, wstripeはストライプ状の空間パターンを示す．また，

wsqT は以下の条件を満たすときにのみ存在する：

GCD-div :

gcd(k̂2 + ℓ̂2, n̂)が 2 gcd(k̂, ℓ̂)を割り切らない．

ここで，

k̂ =
k

gcd(k, ℓ, n)
, ℓ̂ =

ℓ

gcd(k, ℓ, n)
, n̂ =

n

gcd(k, ℓ, n)

である．

5. 分岐点近傍における安定性解析

本章では，4.で示した分岐パターンの安定性を調べ

る．支配方程式における分岐解の安定性は，分岐方程

式の解の安定性に遺伝する14)．そのため，分岐方程式

の Jacobi行列 J̃(w) = ∂F̃ /∂w の固有値の正負を調べ

ることで，分岐解の安定性を調べることができる．な

お，2重分岐点における解析の詳細，および 4, 8重分

岐点における解析の詳細と安定性条件については，著

者によるプレプリント16) を参照されたい．

(1) 単純分岐点

単純分岐点における分岐方程式の変数w ∈ Rに対し，
1次既約表現 (1;+,+,−)の表現行列の作用が以下のよ

うに表される：

r, s : w 7→ w, p1, p2 : w 7→ −w, (39)

このとき，分岐方程式の同変性により，以下を得る：

r, s : F̃ (w, ϕ̃) = F̃ (w, ϕ̃), (40)

p1, p2 : − F̃ (w, ϕ̃) = F̃ (−w, ϕ̃). (41)

いま，F̃ の一般形を級数展開で記述すると以下のよう

になる：

F̃ (w, ϕ̃) =
∑
a=0

Aa(ϕ̃)w
a. (42)

(w, ϕ̃) = (0, 0)が分岐点であることから，以下を得る：

A0(0) = 0, A1(0) = 0. (43)

また，A′
1(0) ̸= 0を仮定し，以下を得る：

A1(ϕ̃) ≈ A′
1(0)ϕ̃. (44)

式 (41)より，以下を得る：∑
a=0

(−Aa(ϕ̃))w
a =

∑
a=0

Aa(ϕ̃)(−w)a. (45)

この条件は

a = 2b+ 1, b = 1, 2, . . . (46)

を意味しており，これにより級数展開 (42)は以下の形

に制限される：

F̃ (w, ϕ̃) = w
∑
b=0

A2b+1(ϕ̃)w
2b. (47)
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ここで，F̃ の漸近形を考え，分岐解の漸近安定性を

調べる. F̃ の漸近形は

F̃ (w, ϕ̃) ≈ w(A′
1(0)ϕ̃+A3(0)w

2) (48)

であり，Jacobi行列の漸近形は

J̃(w, ϕ̃) ≈ A′
1(0)ϕ̃+ 3A3(0)w

2 (49)

となる．F̃ = 0を解くことにより，

ϕ̃ = ϕ̃1 ≈ −w2A3(0)

A′
1(0)

(50)

を得る．ϕ̃1 を (49)に代入することにより，

J̃(w, ϕ̃1) ≈ 2w2A3(0) (51)

を得る．これより，以下の命題が得られる．

命題 5 多重度 1の分岐点近傍において，分岐解wの安

定性は A3(0)の符号に依存する：{
A3(0) < 0 : 安定,

A3(0) > 0 : 不安定.

(2) 2重分岐点

2重分岐点における分岐方程式について，F̃1 の一般

形を級数展開で記述すると以下のようになる：

F̃1(w1, w2, ϕ̃) =
∑
a=0

∑
b=0

Aab(ϕ̃)w1
aw2

b. (52)

単純分岐点と同様の解析により，以下の命題が得られる．

命題 6 多重度 2の分岐点近傍において，分岐解wsqお

よびwstripeの安定性は A30(0)および A12(0)の符号に

依存する：

• A30(0)+A12(0) < 0かつA30(0)−A12(0) < 0なら

ば, 分岐解 wsq は分岐点近傍において安定である．

• A12(0) < A30(0) < 0ならば，分岐解 wstripe は分

岐点近傍において安定である．

6. おわりに

本研究では，周期境界を有する正方形格子を仮定し

た集積経済モデルにおいて，分散状態から創発しうる

集積パターンの分析を行った．本研究ではモデルの具

体形を指定しておらず，従って，得られた分岐パターン

の存在性と安定性条件は一般的に成り立つ結果である．

一方で，政策的な含意を引き出すためには，具体的な

モデルを仮定した分析を行う必要があり，数値解析等

と組み合わせて今後取り組んでいく予定である．

付録 I FOモデル

本章では，集積経済モデルの一例として，Forslid and

Ottaviano2)によるモデル（FOモデル）の詳細を示す．

(1) 基本設定

a) 労働者

労働者は，その技術水準に応じて skilled workerとun-

skilled workerに分類されるものとする．skilled worker

は高度な技術を持ち，自らが居住する立地点を自由に

選択できる移動主体である．skilled workerの総人口は

1とする．従って，立地点 iにおける skilled workerの

人口を λi と置くと，以下の人口保存則が成り立つ：
K∑
i=1

λi = 1 (I.1)

一方，unskilled worker は高度な技術を持たず，自ら

が居住する立地点を選択できない．各立地点における

unskilled workerの人口は 1とし，各立地点に一様に分

布しているものとする．

b) 産業

離散的なK 個の立地点からなる経済を考える．財の

生産部門は，農業部門と工業部門の 2種類とする．農

業部門は，収穫一定の技術により，unskilled workerを

生産要素として 1種類の同質な財を生産する（完全競

争的）．工業部門は，収穫逓増の技術により，skilled

woekerと unskilled workerを生産要素として差別化さ

れた財を生産する（独占競争的）．

c) 輸送費用

ある立地点で生産された財は他の立地点へと輸送す

ることができ，どの立地点においても消費することが

できる．農業財の立地点間輸送には費用がかからない

ものとし，一方で，工業財の立地点間輸送には氷塊型

の輸送費用がかかるものとする．具体的には，1単位の

工業財を立地点 iから j に輸送するとき，1/τij 単位だ

けが到達する．τij は以下のように定義される：

τij = exp (τtij) (I.2)

ここで，τ は輸送費用パラメータ，tij は立地点 ij 間の

最短経路距離である．また，輸送自由度 ϕを以下のよ

うに定義する：

ϕ = exp[−τ(σ − 1)d] (I.3)

ここで，dは隣接する立地点間の経路距離である．これ

により，τ ∈ (0,∞)の範囲を ϕ ∈ (0, 1)として表す．

(2) 消費者行動

立地点 iの労働者の効用関数 U(CM
i , CA

i )は，以下で

与えられるものとする：

U(CM
i , CA

i ) = µ lnCM
i + (1− µ) lnCA

i (I.4)

CM
i ≡

∑
j

(∫ nj

0

qji(k)
(σ−1)/σdk

)σ/(σ−1)

(I.5)

ここで，CA
i は立地点 iにおける農業財の消費量，CM

i

は立地点 iにおける工業財の消費量，k ∈ [0, nj ]は工業
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財の種類を表すインデックス，nj は立地点 j で生産さ

れる工業財の種類の総数，qji(k)は立地点 jで生産され

た工業財 kの立地点 iにおける消費量，µ ∈ (0, 1)は工

業財への支出割合，σ(> 1)は代替の弾力性である．ま

た，予算制約は以下で与えられるものとする：

pAi C
A
i +

K∑
j=1

∫ nj

0

pji(k)qji(k)dk = Yi (I.6)

ここで，pAi は立地点 iにおける農業財の価格，pji(k)

は立地点 jで生産された工業財 kの立地点 iにおける価

格である．また，Yi は立地点 iにおける労働者の賃金

（所得）であり，skilled workerの場合は wi，unslilled

workerの場合は wL
i と置く．

立地点 iの労働者は，予算制約 (I.6)のもとで，効用

関数 (I.4)を最大化する．その結果として，CA
i ，CM

i ，

qji(k)が以下のように決定される：

CA
i = (1− µ)

Yi

pAi
, CM

i = µ
Yi

ρi
, qji(k) = µ

ρσ−1
i Yi

pji(k)σ

(I.7)

ここで，ρiは立地点 iにおける工業財の価格指数であり，

ρi =

 K∑
j=1

∫ nj

0

pji(k)
1−σdk

1/(1−σ)

(I.8)

である．立地点 iにおける総所得は wiλi + wL
i である

ため，立地点 j で生産された工業財 k の立地点 i全体

での消費量 Qji(k)は，以下のように決定される：

Qji(k) = µ
ρσ−1
i

pji(k)σ
(wiλi + wL

i ) (I.9)

(3) 生産者行動

完全競争的な農業部門では，収穫一定の技術によっ

て同一の財を生産するため，一般性を失うことなく，1

単位の unskilled workerによって 1単位の農業財が生

産されると基準化する．このとき，限界費用原理から，

農業財の価格 pAi と unskilled workerの賃金 wL
i は等し

くなる．また，農業財の立地点間輸送には費用がかか

らないため，農業財の価格は全ての立地点において等

しくなる．そこで，農業財をニューメレールとし，以

下の関係を得る：

pAi = wL
i = 1 (I.10)

工業部門では，企業が収穫逓増の技術によって差別

化された財を生産し，Dixit-Stiglitz型の独占的競争を

行う．工業財の生産には，α単位の skilled workerと，

生産量に応じた β 単位の unskilled workerが必要であ

るとする．すなわち，企業の生産関数 c(xi(k))は以下

で与えられるものとする：

c(xi(k)) = αwi + βxi(k) (I.11)

ここで，xi(k)は立地点 iにおける工業財 kの生産量で

ある．これより，立地点 iの企業の利潤は以下で与えら

れるものとする：

Πi(k) =

K∑
j=1

pij(k)Qij(k)− (αwi + βxi(k)) (I.12)

独占的競争のもとでは，規模の経済，消費における

財の多様性の選好，および財の種類に制限がないこと

により，どの企業も必ず他の企業とは異なる種類の財

を生産する．従って，立地点 iで生産される工業財の種

類の総数 niは，生産を行う企業の数に等しくなる．工

業財の生産には α単位の skilled workerが必要であり，

立地点 iにおける skilled workerの人口は λi であるこ

とから，以下の関係を得る：

αni = λi (I.13)

工業財の立地点間輸送には氷塊型の輸送費用がかか

るため，

xi(k) =

K∑
j=1

τijQij(k) (I.14)

となる．式 (I.14)より，企業の利潤 (I.12)は以下のよ

うに書き換えられる：

Πi(k) =

K∑
j=1

pij(k)Qij(k)−

αwi + β

K∑
j=1

τijQij(k)


(I.15)

立地点 iの企業は，独占的競争のもと，利潤 (I.15)を最

大化する．その結果として，pij(k)が以下のように決定

される：

pij(k) =
σβ

σ − 1
τij (I.16)

これより，pij(k)，Qij(k)，xi(k)は kに依存しない．

(4) 短期均衡

skilled workerが立地点間を移動しない程の短期間で

の均衡状態を考え，これを短期均衡状態と呼ぶ．すな

わち，λ = (λ1, . . . , λK)を所与とする．短期均衡状態

においては，工業財の市場清算条件，skilled workerの

市場清算条件，企業の利潤ゼロ条件が満たされる．工

業財の市場清算条件は式 (I.14)，skilled workerの市場

清算条件は式 (I.13)によって表されている．また，企

業の利潤ゼロ条件から，利潤 (I.12)を 0と置くことに

より，以下の関係を得る：

wi =
1

α


K∑
j=1

pijQij − βxi

 (I.17)

式 (I.13)および (I.16)より，価格指数 (I.8)は以下の

ように書き換えられる：

ρi =
σβ

σ − 1

 1

α

K∑
j=1

λjdji(ϕ)

1/(1−σ)

(I.18)

ここで，

dji(ϕ) = τ1−σ
ji = ϕtji/d (I.19)
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は立地点 ji 間の空間的な相互作用の強度を表す．式

(I.9), (I.14), (I.16), (I.18)より，均衡賃金 (I.17)は以下

のように書き換えられる：

wi =
µ

σ

K∑
j=1

dij(ϕ)

∆j
(wjλj + 1) (I.20)

ここで，

∆j =

K∑
k=1

dkj(ϕ)λk (I.21)

である．以上の結果を効用関数 (I.4)に代入することに

より，立地点 iにおける間接効用関数 vi が以下のよう

に決定される：

vi =
µ

σ − 1
ln[∆i] + ln[wi] (I.22)

付録 II 既約表現

D4 ⋉ (Zn × Zn) = ⟨r, s, p1, p2⟩の既約表現 µと，既

約表現行列を以下に示す．

1次既約表現は (1;+,+,+), (1;+,+,−)の 2個であ

り，(1;+,+,−)は nが偶数のときにのみ存在する．既

約表現行列は，以下のように与えられる：

T (1;+,+,+)(r) = 1, T (1;+,+,+)(s) = 1

T (1;+,+,+)(p1) = 1, T (1;+,+,+)(p2) = 1

T (1;+,+,−)(r) = 1, T (1;+,+,−)(s) = 1

T (1;+,+,−)(p1) = −1, T (1;+,+,−)(p2) = −1 (II.1)

2 次既約表現は，n が偶数のときにのみ存在し，

(2;+,+)の 1個である．既約表現行列は，以下のよう

に与えられる：

T (2;+,+)(r) =

[
1

1

]
, T (2;+,+)(s) =

[
1

1

]

T (2;+,+)(p1) =

[
−1

1

]
, T (2;+,+)(p2) =

[
1

−1

]
(II.2)

4次既約表現は n ≥ 3に対して存在し，以下のよう

に与えられる：

(4; k, 0,+) 1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
(4; k, k,+) 1 ≤ k ≤

⌊
n− 1

2

⌋
(4;n/2, ℓ,+) 1 ≤ ℓ ≤

⌊
n− 1

2

⌋
(II.3)

ここで，(4;n/2, ℓ,+)は nが偶数のときにのみ存在す

る．また，⌊x⌋は実数 xを超えない最大の整数を表す．

既約表現行列は，以下のように与えられる：

T (4;k,0,+)(r) =

[
S

I

]
, T (4;k,0,+)(s) =

[
I

S

]

T (4;k,0,+)(p1) =

[
Rk

I

]
, T (4;k,0,+)(p2) =

[
I

Rk

]
(II.4)

T (4;k,k,+)(r) =

[
S

I

]
, T (4;k,k,+)(s) =

[
S

S

]

T (4;k,k,+)(p1) =

[
Rk

R−k

]
, T (4;k,k,+)(p2) =

[
Rk

Rk

]
(II.5)

T (4;n/2,ℓ,+)(r) =

[
S

I

]
, T (4;n/2,ℓ,+)(s) =

[
S

I

]

T (4;n/2,ℓ,+)(p1) =

[
−I

R−ℓ

]
, T (4;n/2,ℓ,+)(p2) =

[
Rℓ

−I

]
(II.6)

ここで，

R =

[
cos(2π/n) − sin(2π/n)

sin(2π/n) cos(2π/n)

]
, S =

[
1

−1

]
と定義した．

8次既約表現は n ≥ 5に対して存在し，以下のよう

に与えられる：

1 ≤ ℓ ≤ k − 1, 2 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
(II.7)

既約表現行列は以下のように与えられる．

T (8;k,ℓ)(r) =


S

I

I

S



T (8;k,ℓ)(s) =


I

I

I

I



T (8;k,ℓ)(p1) =


Rk

R−ℓ

Rk

R−ℓ



T (8;k,ℓ)(p2) =


Rℓ

Rk

R−ℓ

R−k

 (II.8)
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