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高頻度運行鉄道システムにおいては，乗客の乗降時間がシステムの効率に大きな影響を及ぼす．本論文では，
その影響について一般的な知見を得るための理論の解説と分析を行う．まず，著者らの先行研究で提案された
鉄道 Fundamental Diagram（FD）について概説する．鉄道 FDとは，定常的に運行されている鉄道システムにお
ける列車流率（編成/時），列車密度（編成/km），乗客流率（人/時）の間に成り立つ 3次元的関係である．そし
て，単純な鉄道運行モデルと乗客乗降モデルのもとで理論的に導出された鉄道 FDの性質を解説する．さらに，
本研究による新たな結果として，乗降時間が乗降客数に応じて加速度的に増加する場合の鉄道 FDを導出し，そ
の状況では先行研究の単純な場合と異なり旅客流率を最大化する列車運行間隔が存在するという知見を得た．
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1. はじめに

東京都心部のような人口密集地区における通勤では，
高頻度運行鉄道システムが非常に重要な役割を果たし
ている．しかし，そのような鉄道には混雑の影響によ
り頻繁に遅延が発生するという問題がある．高頻度運
行鉄道システムでは列車・旅客・駅の間に複雑な相互作
用があり，遅延の原因の特定と解消や最適な運行形態
の導出が難しい．
そのため，既往研究では，高頻度運行鉄道システム

の分析にあたってはミクロシミュレーションを用いた手
法が広く用いられており1)–4)，特定の状況下での問題解
決に役立てられている．しかし，このようなアプロー
チでは，シミュレーションの再現性を高めるためには
詳細なデータに基づくキャリブレーションが必要であ
るほか，政策変数と結果の間の因果関係が不明瞭なた
め，得られた結論を一般化するのは困難である．
本研究では，上記既往研究とは全く異なる高頻度運

行鉄道システムの分析方法論を提案する．すなわち，鉄
道システムの巨視的な交通状態の間に成り立つ関係，鉄
道 Fundamental Diagram（FD）に基づく分析である．本
方法論では，比較的単純なミクロな鉄道運行モデルと
旅客乗降モデルを仮定したうえで，その条件下で列車
流率，列車密度，旅客流率の間に成り立つ関係を理論
的に導出し，その性質を分析する．長所として，因果関
係が明確である点，計算が容易である点が挙げられる

ため，（モデルの仮定が妥当とみなせれば）高頻度運行
鉄道システムについて一般的な知見が見いだせる可能
性がある．また，鉄道 FDは道路交通における FD5)や
Macroscopic FD（MFD）6)に類似する概念である．その
ため，道路交通における FDの出発時刻選択問題への適
用7) と類似のアプローチを採用すれば，動的な通勤問
題を一般的に扱えると期待される．短所としては，単
純なミクロモデルを仮定しているため，細かい運行形
態の差異の考慮が困難な点や，モデルの現実性に議論
が必要な点が挙げられる．
本論文の目的は，高頻度鉄道運行システムの鉄道 FD
について整理・分析し，高頻度鉄道運行システムにつ
いての理論的知見を得ることである．そのために，第 2
章でモデル全体の枠組みを提示し，第 3章で著者らの
既往研究8), 9) で導出された線形乗降時間モデルに基づ
く FDをレビューし，最後に第 4章で本研究独自の貢
献である非線形乗降時間モデルに基づく FDを導出し，
それらの性質を考察する．

2. 準備

(1) 記法
本論文で通して用いる数学的記法は以下の通り：

q 列車流率（変数）．単位は veh/h
k 列車密度（変数）．単位は veh/km
qp 乗客流率（変数）．単位は pax/h
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図–1: Newellの追従モデル

v 列車走行速度（変数）．単位は km/h
hf 自由流時の余裕車頭時間（変数）．単位は h
v̄ 運行平均速度（変数）．単位は km/h．q ≡ kv̄が成
り立つ．

H 列車車頭時間（変数）．単位は h．H ≡ 1/qが成
り立つ．

np 駅での待ち乗客数（変数）．単位は pax．np ≡ qp/q

が成り立つ．
vf 自由走行速度．単位は km/h
τ Newellモデルの反応時間．単位は h
δ Newellモデルの最小車頭距離．単位は km
Tb(np) 乗客乗車モデル．乗客 np 人が乗車するとき
の乗降時間

µp 乗客の列車への乗車流率容量．単位は pax/h
r 乗客乗車モデルの高次項の係数．単位は pax
gb 列車の駅での余裕停車時間．単位は h
l 駅間距離．単位は km

(2) ミクロな運行モデル
駅間での列車走行挙動が Newellの追従モデル10) に

よって記述されるとする．本モデルは，車両は前車両
との安全時間間隔 τ，安全距離 δをともに満たしつつ，
希望走行速度 vf 以下の最大速度で走行すると仮定した
モデルである（なお，速度変化は一瞬でなされると仮
定している）．そのため，本モデルは移動閉塞を表現し
たものと解釈できる．本モデルを仮定すると，二つの
列車の車頭間隔は下式で記述される：

H = tb + τ +
δ

v
+ hf (1)

ここに，tbは列車の駅での待ち時間，vは列車駅間速度，
hf は余裕車頭時間である．図–1に Newellの追従モデ
ルを図示する．v = vf かつ hf > 0のとき，列車は車頭
時間に余裕を持たせつつ希望走行速度で走行しており，
鉄道システムが自由流状態にあるという．v < vf かつ
hf = 0のとき，列車は車頭時間に余裕がなく減速を強
いられており，鉄道システムが渋滞状態にあるという．
v = vf かつ hf = 0のとき，鉄道システムが臨界状態
にあるという．

図–2: 乗降時間モデル

図–3: 乗降時間モデル

列車の駅での待ち時間は，その列車にその駅で乗降
車する旅客人数 np の関数として

tb = Tb(np) (2)

と記述できると仮定する．関数 Tbは単調増加関数とす
る．図–2に関数の例を図示する．本モデルは，乗車人
数が多ければ多いほど停車時間が大きくなることを意
味しており，現実的といえる．ただし，他の列車の運
行状況に応じた停車時間調整は考慮できず，また，駅
で待っている全ての旅客が列車に乗車するため，若干
現実と異なる．なお，列車の車頭間隔がH，旅客の駅
への到着流率が qp のとき，

np = Hqp = qp/q (3)

が成り立つ．
両モデルを組み合わせると，鉄道運行モデルとなる．
本モデルでは，駅間の列車の挙動は式 (1)で，駅での停
車時間は式 (2)で決定され，これらを合わせると鉄道運
行状況が求められる．図–3に鉄道運行の時空間図を例
示する．

(3) 巨視的な交通状態
鉄道システムの巨視的な交通状態量を

• 列車流率 q：単位時間当たりに通過する列車編成数
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• 列車密度 k：単位距離当たりに存在する列車編成数
• 運行速度 v̄：列車の駅間走行時間と駅停車時間を共
に考慮した平均運行速度

• 旅客流率 qp：駅当たりで単位時間当たりに到着す
る旅客流率

と定義する．なお，qp は鉄道システムが捌ける旅客流
率である．同時に，旅客需要も意味する．これは，乗降
時間モデルにおいて，鉄道システムは旅客需要を全て
捌く（旅客は最初に到着した列車に必ず乗車する）こ
とを仮定しているためである．現実には，駅に到着し
た旅客需要を捌けずに駅で待つ旅客が発生する場合も
あるが，これは本研究では考慮しない．
恒等式 q ≡ kv̄が成り立つため，鉄道システムの独立

な状態量は q，k，qpといえる．ある鉄道システムの状
態は，その kが小さいほど鉄道運行コストが小さく，qp
が大きいほど大量の需要を捌け，v̄が大きいほど旅行時
間が短くなり，交通システムとして良いといえる．

(4) 定常状態
鉄道システムの定常状態を

• モデル変数（Tb, vf , τ, δ）が一定である
• 全ての隣接駅間距離 lが等しい．また，l > δが成
り立つ

• 路線長が十分に長い
• 全ての列車は全ての駅に停車する
• 全ての列車の運行時間間隔H が等しい
• 全ての列車の駅間走行速度 vが等しい
• 全ての駅への乗客到着流率 qp が等しい

が全て満たされる状態と定義する．図–4に定常状態の
例を図示する．
定常状態における列車流率 q，列車密度 k，列車平均

速度 v̄を Edieの定義11) により求めると，

q =
1

H
(4)

k =
Tb(qp/q) + l/v

lH
(5)

v̄ =
l

Tb(qp/q) + l/v
(6)

となる．なお，式 (5)は列車数保存則

H =
Tb(qp/q) + l/v

kl
(7)

と等価である．

(5) 鉄道 FD
定常状態のもとで，鉄道システムの状態（q, k, qp）の

間に成り立つ関係を鉄道 FDと定義する．これは典型的
には

q = Q(k, qp) (8)

Time t

Space x

Train m
Train m− 1

Station i

Station i+ 1

τ

δ

H

qpH/µp + gb

v l

hf

(a)自由流状態：v = vf , hf > 0

Time t

Space x

Train m
Train m− 1

Station i

Station i+ 1

τ

δ

H

qpH/µp + gb

v l

(b)臨界状態：v = vf , hf = 0

Time t

Space x

Train m
Train m− 1

Station i

Station i+ 1

τ

δ

H

qpH/µp + gb

v l

(c)渋滞状態：v < vf , hf = 0

図–4: 定常状態の鉄道システムの時空間図（図中，停車
時間 tb が第 3章の線形時間モデルで表現されて
いる）

と表現できる．その意味は，ある列車編成数（k に比
例）の鉄道システムで駅当たり流率 qpの旅客需要が与
えられたとき，実現する列車流率 q および列車平均速
度 v̄ ≡ q/kを求める関数と解釈できる．列車編成数を
鉄道システムの供給，駅当たり旅客流率をその需要と
捉えれば，鉄道 FDは鉄道システムのマクロな性能を表
す関数と解釈でき，道路交通におけるMFDと同様の役
割を果たすと考えられる．
実は，前節までの条件に適切な乗降時間モデル Tbの
仮定を加えると，鉄道 FDを解析的に導出できる．すな
わち，式 (1)，(5)の 2本の式を連立させた方程式系の解
が FDである．この方程式系の未知変数は q, k, qp, v, hf

の 5個である．よって，一般に以下がいえる：

自由流時 v = vf なので，式 2本の連立 4元方程式
が得られる．よって，解の自由度は 2，すなわち曲
面になる．

臨界時 v = vf , hf = 0なので，式 2本の連立 3元方
程式が得られる．よって，解は曲線になる．
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渋滞時 hf = 0なので，式 2本の連立 4元方程式が
得られる．よって，解は曲面になる．

3. 鉄道 FD：乗降時間が線形の場合

乗降時間モデル Tb を線形と仮定したときの鉄道 FD
を導出し，その性質を考察する．本章は瀬尾ら8), 9) の
結果を要約したものである．なお，結果の導出過程は
煩雑なため省略する．

(1) 仮定
乗降時間モデルについて，関数 Tbをテイラー展開し

二次項以降を無視すると下式を得る．

Tb =
np

µp
+ gb (9)

これは，停車時間は乗車流率容量が一定値 µpの下で旅
客が乗車に要する時間と，安全確認などに要する最低
停車時間 gbの和であることを意味する．通常のボトル
ネック部歩行者交通を考えると妥当なモデルといえる．
ただし，非常に混雑した鉄道では車内混雑による流率
低下現象などが見られるため，そのような状況の再現
性には限界がある．また，列車内の乗客収容人数に制
限がない点も問題といえる．

(2) FD式
式 (9)と式 (5)を連立すると FD式が求まる．結果の

みを述べると，

Q(k, qp) =
lk − qp/µp

gb + l/vf
, if k < k∗(qp)

−
lδ

(l − δ)gb + τl
(k − k∗(qp)) + q∗(qp), if k ≥ k∗(qp)

(10)
ただし，q∗(qp)と k∗(qp)はある qpのもとでの臨界状態
のそれぞれ流率，密度であり，

q∗(qp) =
1− qp/µp

gb + δ/vf + τ
(11)

k∗(qp) = − (l − δ)/vf − τ

(gb + δ/vf + τ)µpl
qp +

gb + l/vf
(gb + δ/vf + τ)l

(12)

となる．

(3) 性質
前述した通り，FDは列車編成数（kに比例）と旅客

流率（qp）が与えられたときに，運行頻度（q）と運行速
度（v̄ = q/k，FD図中の傾き）を決定する関数である．

FD式 (10)は一見複雑に見えるが，数学的には非常に
単純な関係である．すなわち，qpを固定すると，qは k

の区分線形関数（いわゆる三角形状関数）となる．図–5
に，変数値を表–1としたときの数値例を示す．前述の

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

train-density k (veh/km)

0

5

10

15

20

25

30

35

tr
a
in

-f
lo

w
 q

 (
v
e
h
/h

)

1st order FD

(q ¤ ; k ¤ )

0

5400

10800

16200

21600

27000

32400

p
a
x
-f

lo
w

 q
p
 (

p
a
x
/h

)

図–5: FDの数値例：線形乗降時間の場合

表–1: 数値例での FDの変数値

変数名 値
vf 70 km/h
τ 1/70 h
δ 1 km

µp 36000 pax/h
gb 10/3600 h
l 3 km
r 10000 pax

通り，FDは q–k–qpの三次元的関係であるが，図では，
横軸 k，縦軸 q とし，qp が特定の値をとる等高線とし
て FDを表現している．qと kの間の三角形状の関係が
良くわかる．

FDの定性的性質を以下に述べる．これらはいずれも
FD式から数学的に導出されたものであり，また図–5の
数値例でも容易に確認できるだろう．まず，車編成数が
一定のとき，旅客需要が大きくなればなるほど運行頻
度と運行速度が低下し，旅客需要が一定以上（qp ≥ µp）
になると運行が不可能になる．これは，旅客需要の影
響で鉄道システムの速達性が低下する現象に相当する．
以降の議論では，実行不可能な状態は考えないものと
する．
次に，FDの三角形の左側が自由流状態，右側が渋滞
状態，左右の境界線が臨界状態である．そして，ある
旅客流率が与えられたとき，運行速度を最大化する列
車密度が存在し，それは臨界状態の密度である．また，
ある旅客流率をある運行速度で輸送する際，速度が臨
界速度未満であれば，実行可能な列車密度・流率は二
つある．そのうち一つは自由流状態であり，もう一つ
は渋滞状態である．それらの自由流状態と渋滞状態は
ともに同じ量の旅客流率を同じ速度で輸送しているが，
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図–6: 列車内の乗客収容人数：線形乗降時間の場合

渋滞状態の方がより多くの列車を使っているため，非
効率であるといえる．
この FDは運行速度が小さければ小さいほど捌け旅客

流率が常に大きくなるという性質を持つ．具体的には，
v̄ → 0のとき qp は上界値 µp に近づく．これは，ある
程度の旅客流率までは，前述の通り需要増加に伴う効
率性低下と理解できるが，速度がゼロになるまで捌け
旅客流率が増加し続けるのは非現実的であると思われ
る．この原因は，乗降流率 µpが一定である点，および
列車内の乗客収容人数に制限がない点である．
列車内の乗客収容人数は，各乗客のトリップ長が一

定（M 駅とする）のとき，Mqp/qと求められる．実は，
qp/qを固定したときの qと kの関係も求められ，それ
は図–6に示す数値例のような三角形状である1．運行速
度が小さいほど乗客収容人数が大きくなり，最終的に無
限に発散する．また，ある旅客流率が与えられたとき，
乗客収容人数が最小になるのは臨界状態である．なお，
乗客収容人数に制限を設けるには，qp/qが一定以上の
状態は実行不可能であるとすればよい．

4. 鉄道 FD：乗降時間が 2次式の場合

先ほどのモデルは乗降時間が乗車人数に対し線形と
仮定されていた．一方，現実には，乗降時間は非線形，
すなわち待ち乗客数に対して乗降時間が非線形に長く
なると考えられる12)．本章では，この効果を考慮した
FDを導出し，その性質を分析する．．なお，前章と同
様，結果の導出過程は煩雑なため省略する．

1 q が小さい領域では等高線がプロットされていないが，実際には
qp/q の値は q = 0 を除き定義されている．これは技術的問題
（値が無限大に発散してしまうため）のためである．

(1) 仮定
乗降時間モデルについて，関数 Tbをテイラー展開し
三次項以降を無視すると下式を得る．

Tb(np) = gb +
1

µp
np +

1

µpr
n2
p (13)

ここで，rは 2次項の弱さを表す係数（単位：pax）であ
り，npが rを超えると 2次項の影響が支配的になると
解釈できる．大きさは常識的には 1 ≪ rと考えられる．

(2) FD式
式 (1), (5), (6), (13)を連立すると FD式が求められる．
ただし，今回の場合，q = Q(k, qp)を満たす一価関数
Qは一般には存在せず，Qは多価関数となってしまう．
代わりに，FDは qp = Qp(q, k)を満たす一価関数 Qp

として表せる．具体的には，k < k∗(qp)のとき

Qp(q, k) =
1

2

(
−rq +

√
rq

√
rq − 4µp

(
l/vf + gb

)
q + 4µplk

)
(14)

となり，k ≥ k∗(qp)のとき

Qp(q, k) =
1

2

−rq +
√
rq

√
rq − 4µpgbq +

4lµp(1− δk − τq)

l − δ


(15)

となる．式 (14)は式 (5), (13)から，式 (15)は式 (1), (6),
(13)からそれぞれ得られる．

(3) 性質
前述した通り，FDは列車編成数（kに比例）と旅客
流率（qp）が与えられたときに，運行頻度（q）と運行
速度（v̄ = q/k，FD図中の傾き）を決定する関数であ
る．ただし，線形乗降時間モデルに基づく FDとは異な
り，Qは多価関数のため qと v̄を一意には決定できず，
ほとんどの場合には値の候補が二つある．
a) 数値例
まず，分かり易さのため，数値例を示す．FDの全体
図を図–7に示す．用いる変数値は表–1と同じである．
同じ変数値のときの線形乗降時間モデルに基づく FD
（図–5）と比較すると，qが大きいうちは両者の違いは
小さいが，q が小さくなるにつれて違いが大きくなる．
また，列車内の乗客収容人数を図–8に示す．
b) 数理的性質とその含意

FDの定性的性質を以下に述べる．これらの性質は FD
式から数学的に導出でき，また図–7の数値例で容易に
確認できる．
まず，線形乗降時間 FDと同様に，FDの左側が自由
流状態，右側が渋滞状態，境界線が臨界状態である．臨
界状態の q, kには関係

q =
l

(l − δ)/vf − τ
k − 1

(l − δ)/vf − τ
(16)
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図–7: FDの数値例：非線形乗降時間の場合
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図–8: 列車内の乗客収容人数：非線形乗降時間の場合

が成り立ち，これは線形乗降時間 FDのそれと同じ関
係である．一方で，線形乗降時間 FDと大きく異なる点
として，kを固定し qを小さくしたとき，ある値までは
qpが大きくなるものの，ある値を超えると qpが小さく
なる点がある．これは，乗降時間が qpについて非線形
に大きくなるためである．
より具体的に述べると，自由流状態のとき，ある k

において qpを最大化する qは kについての一次式で表
せる．よって，qp を最大化する自由流状態での平均速
度 v̄は一定となる．渋滞状態のときも，ある kにおい
て qp を最大化する q も k についての一次式で表せる．
以上の結果から，ある kにおいて qpを最大化する qお
よび v̄ が存在することがわかる．すなわち，列車数が
一定の場合，特定の運行頻度を採用することで旅客流
率を最大化できる．また，運行頻度を最適値より大き
くすると，平均速度は大きくなる一方で旅客流率が小
さくなる．逆に，運行頻度を最適値より小さくすると，
平均速度も旅客流率も小さくなる．
qp の最大値 q∗p は

q∗p =
1

1 + 2
√

C1/r
µp (17)

図–9: 非線形乗降時間 FDの領域

である．ただし，定数 C1 = (gb + τ + δ/vf )µpであり，
1−4C1/r > 0を仮定した（rは通常非常に大きいので，
現実的と思われる）．この qp は臨界状態において達成
される．本 FDが線形乗降時間 FDと異なる点で最も重
要なのは，旅客流率を最大化する状態が存在すること
といえる．
以上を踏まえると，本 FDは鉄道システムの状態が定
性的に異なる 4つの領域からなると解釈できる．図–9
にその領域を示す．FDの左側は列車自由流状態の領域
であり，列車流率を固定したとき列車密度が大きいほ
ど旅客流率が大きくなる．FDの右側は列車渋滞状態の
領域であり，列車流率を固定したとき列車密度が大き
いほど旅客流率が小さくなる．列車自由流・渋滞状態と
は独立に，FDの上側は旅客自由流状態の領域であり，
列車密度を固定したとき列車流率が小さいほど旅客流
率が大きくなる．FDの上側は旅客渋滞状態の領域であ
り，列車密度を固定したとき列車流率が小さいほど旅
客流率が小さくなる．また，それぞれの自由流・渋滞状
態の境界線は臨界状態である．そして，列車・旅客両方
の臨界状態上に，旅客流率を最大化する点が存在する．
列車自由流状態では，線形乗降時間 FDと同様に，列
車密度が一定のとき旅客流率を大きくすると列車流率
が小さくなる．これは旅客需要の増加に伴う速達性の
低下現象と解釈できる．一方，旅客渋滞状態では，列
車密度が一定のとき旅客流率を小さくすると列車流率
が小さくなる．これは，列車流率の減少に伴う捌け旅
客流率の低下現象と解釈できる（旅客需要の増加に伴
う速達性の上昇ではない）．第 2.(3)節で述べたように，
本モデルでは捌け旅客流率と旅客需要は等価な概念だ
が，現実ではそれらは異なる概念なので，モデルの意
味解釈に際しては注意が必要である．
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5. おわりに

本論文では，高頻度運行鉄道システムにおける巨視
的な交通状態量（列車流率，列車密度，旅客流率）の
間に成り立つ関係，鉄道 FDについて分析した．著者ら
の既往研究8), 9) で導出された線形乗降時間モデルに基
づく FDをレビューしたのち，本研究独自の貢献である
非線形乗降時間モデルに基づく FDを導出し，それらの
性質を考察した．その結果，モデルの仮定のもとでは，
ある旅客流率を運ぶのに最適な列車台数・運行頻度が
存在すること，乗降時間が非線形の場合には運べる旅
客流率を最大化する運行状態が存在すること等が理論
的に明らかになった．
今後の課題には以下が考えられる．まず，モデルを

より現実的にするため，異質性（例：駅ごとに旅客需要
が異なる場合）を考慮する必要がある．また，モデル
の活用として動的な出発時刻選択問題への適用および
その最適化も有望である．モデルの動的なシミュレー
ションへの応用はすでになされているため8), 9)，その拡
張が可能と考えられる．最後に，モデルの実データに
基づく検証も重要である．田園都市線やボストンメト
ロのデータを用いた検証の予備的な結果が報告されて
おり13), 14)，今後の展開が期待される．
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