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本研究では，多起点・一終点ネットワークを対象とし，各リンクにおける渋滞待ち行列が point-queue型モデル
で表現される時，動的システム最適 (DSO：dynamic system optimal)配分と動的利用者最適 (DUO：dynamic user
optimal)配分との間の隠れた関係を明らかにする．具体的には，vehicle holdingが生じない DSO配分で満たさ
れるべき最適性条件が， “準反射的”な DUO配分における最適性条件と共通の数学的構造を持つことを明らか
にする．
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1. はじめに

本研究では，動的交通配分において幅広く用いられる
2つの配分原則—–システム最適 (DSO: dynamic system
optimal)配分と利用者最適 (DUO: dynamic user optimla)
配分—-の数理的特性を明らかにする．

DSO配分モデルについては，多くの既存研究が存在
するが，その数理的特性が十分に明らかにされていると
は言い難い．Ziliaskopoulos1) は，交通フローの進展を
セル伝搬モデル (CTM: cell transmission model)2),3),4) と
して記述する枠組の下で，DSO配分問題を線形計画問
題として定式化した．しかし，このモデルでは，前方が
空いているにも関わらず車両が停止する, vehicle holding
と呼ばれる不自然な配分が得られることが知られてい
る．Nie5)は，CTMを用いた枠組の下で，多起点・一終
点ネットワークを対象として，ネットワーク全体の総
所要時間を変えないまま, vechicle holdingが存在しない
(holidng-freeな)配分を求めるアルゴリズムを開発した．
6)は，多起点・一終点ネットワークを対象として，渋滞
現象の記述に point-queue, spatial queueおよび CTMの
いずれかを用いる一般的な枠組の下で DSO配分問題を
定式化し，以下の 2点を明らかにした：(i) DSO配分に
おいて，vehicle holdingが存在するいかなる配分も，所
要時間を増加させることなく，holding-freeな配分に変
換できる; (ii) holding-free条件を緩和した DSO配分問
題は，上記 3つの渋滞モデルのいずれを用いるかによ
らず等しい最適解を持ち，その解とは「どのリンクに
も渋滞が生じないように起点で holdingした配分」に他

ならない．これらの研究により，多起点・一終点ネット
ワークについて holding-freeな DSO配分を求めること
が可能にはなったが，その数理的特性，特に，利用者
の自由意志によって実現する配分との対応関係につい
ては，十分に明らかにされているとは言い難い．
一方，DUO配分モデルについては，Friesz et al. 7)お

よび8)以来，その殆どのモデルが経路変数ベースで定式
化されており，それ故，リンク変数ベースで定式化され
るDSO配分問題との対応関係を見通しよく分析し得る
ものではなかった．唯一の例外である9)は，交通フロー
を一般的な kinematic wave 10),11)で表現する枠組の下で，
リンク変数ベースの DUO配分モデルとして，以下の 2
つを定式化した:(i)あるノードを時刻 τに出発した利用
者の終点までの最小交通費用を当該時刻 τにおけるリン
ク所要時間のみを用いて評価する反射的 (reactive)DUO;
(ii)最小交通費用を，実際に利用者が経験する費用を先
読みして評価する予測的 (predictive)DUO. しかし，こ
の研究では反射的DUO配分に対する解法の開発に主眼
がおかれ，他の配分モデルとの関係については，明確
には議論されていない．
これに対し，本研究では，まず，多起点・一終点ネッ

トワークにおいて，渋滞現象を point-queueで表す枠組
において，DSO配分および DUO配分問題を，それぞ
れ，リンク変数ベースの相補性問題として定式化する．
次に，holding-free な DSO配分で満たされるべき条件
が，“準反射的”DUO配分が満たすべき条件と，共通の
(ほぼ等価な)数学的構造を持つことを明らかにする．
本稿は以下のように構成される．まず，続く §2. で
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は，本稿で用いる動的交通配分モデルの枠組を示す．こ
の共通の枠組の下で，§3.および §4.において, DUO配
分および DSO配分を，それぞれ定式化する．§5.では，
holding-freeなDSO配分と準反射的DUO配分がそれぞ
れ満たすべき条件が，全く同じ数学的構造を持つこと
を明らかにする．最後に, §6.では，まとめと今後の課
題を述べる．

2. 動的交通配分モデル

(1) モデルの枠組
ノード集合 N̂ およびリンク集合 A からなる有向グ

ラフ G(N̂,A)を考える．唯一の終点を s ∈ N̂ とし，終
点以外のノード集合をN B N̂ \ {s}で表す．起点 i ∈ N
から終点までの経路集合を K i で表す．
適当な正の定数 Tを用いて分析時間帯を T B [0,T]
とする．時刻 τi ∈ T までに起点ノード i ∈ N から
発生する累積交通需要を所与の関数 Qi(τi)で表し，時
刻 τ ∈ T におけるノード i からの交通需要フローを
qi(τ) = dQi

dτi (τ)で表す．

(2) リンク交通量および待ち行列進展条件
任意のリンク (i, j) ∈ A について，時刻 τi ∈ T まで

の上流端 i への累積流入交通量を Ai j(τi) で表し, 時刻
τj ∈ T までの下流端 j からの累積流出交通量を Li j(τj)
で表す．各リンクは，いずれも，上流端に自由走行区
間をもち，下流端の直前に point-queue型のボトルネッ
クを持つと仮定する．リンク (i, j) ∈ Aの自由旅行時間
および容量を,それぞれ, ci j および µi j で表す．ただし，
リンク (i, j)がボトルネックを持たない場合は µi j = ∞
とする．
任意のリンク (i, j) ∈ A について，初期時刻 τ = 0に

おける渋滞待ち行列を所与の定数 X0
i j ≥ 0で表す．時刻

τ ∈ T におけるリンク (i, j)の渋滞待ち行列長は，(i)時
刻 τまでにボトルネックに到達した (i.e. 時刻 τ − ci j ま
でに上流端に流入した)累積交通量 Ai j(τ−ci j)と，(ii)時
刻 τまでに下流端から流出した累積交通量 Di j(τ)の差:

xi j(τ) = Ai j

(
τ − ci j

)
− Li j(τ) (1)

で表される．ただし，初期時刻 τ = 0以前にボトルネッ
クに到達した (i.e. 時刻 [−ci j,0)における上流端への累
積交通量)を

Ai j(τ) = X0
i j ∀t ∈ [−ci j,0) (2)

とし，初期時点 τ = 0における累積流出量を Li j(0) = 0
とする.

時刻 τ ∈ [−ci j,T]におけるリンク (i, j) ∈ A の流入フ

ローおよび流出フローを，それぞれ,

λi j(t) =
dAi j

dτi
(t), µi j(t) =

dLi j

dτj
(t)

で表す (定義より,時刻 τ < ci j においては λi j(τ − ci j) =
0)．
式 (1)より，時刻 [0,T]におけるボトルネック待ち行

列のダイナミクスは以下の式で表される:
dxi j(τ)

dτ
= λi j

(
τ − ci j

)
− µi j(τ), xi j(0) = X0

i j (3)

(3) フロー保存則，非負制約およびボトルネック容量
制約

流入フロー λi j(τ),流出フロー µi j(τ)および待ち行列
長 xi j(τ) は，ごく自然な 3つの物理的制約—–保存則，
非負制約およびボトルネック容量制約—–を満たす必要
がある．まず，任意の時刻 τ ∈ T において，終点以外
のノード i ∈ N では，以下の累積交通量保存則が成立
する1: ∑

(n,i)∈A
Lni(τ) +Qi(τ) =

∑
(i,m)∈A

Aim(τ) (4)

両辺をノード i の出発/到着時刻 τ で微分すれば，以下
のフロー保存則を得る:∑
(n,i)∈A

µni(τ) + qi(τ) =
∑
(i,m)∈A

λim(τ), ∀τ ∈ T ,∀i ∈ N

(5)
次に，各リンクにおける流入/流出フローおよび待ち行
列は，以下の非負制約を満足する必要がある：

λi j
(
τ − ci j

)
≥ 0 ∀(τ − ci j) ∈ T ,∀(i, j) ∈ A, (6a)

µi j(τ) ≥ 0 ∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A, (6b)

xi j(τ) ≥ 0 ∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A (6c)

最後に，各リンクからの流出フローは当該リンクのボ
トルネック容量 µ̄i j を超えてはならない:

µi j(τ) ≤ µ̄i j, ∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A (7)

以下では，流入フロー，流出フローおよび待ち行列
長を以下のようにベクトル表記する:

λ(t) = {λi j(t)}, µ(t) = {µi j(t)}, x(t) = {xi j(t)}. (8)

(4) Nonvehicle holding(NVH)条件
一般に，上記の物理的制約 (5), (7)および (6)だけで
は，vehicle holdingと呼ばれる非現実的な配分—–任意
のノードで任意の車両を「前方が空いているにも関わ
らず停止さている」状態—–をもたらし得ることが知ら
れている1),5),6). Shen and Zhang6) は，vehicle holdingが
生じない (NVH: nonvehcile holding)条件を，以下の相

1 終点 s に到達した利用者はただちにトリップを終えるため，フ
ロー保存則は必要ない．
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補性条件として導入している:
xi j(τ) > 0 → µi j(τ) = µ̄i j
xi j(τ) = 0 ← µi j(τ) < µ̄i j

∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A.

(9)
NVH条件はボトルネック容量制約 (7)の必要条件となっ
ている (i.e. NVH条件 (9)が満たされるならば，ボトル
ネック制約条件 (7)は必ず満たされる)ことに注意され
たい．

3. 動的利用者最適配分モデル

(1) NVH条件と待ち行列待ち時間の進展条件
NVH条件 (9)を待ち行列進展条件 (3)に代入すれば，

以下を得る:
xi j(τ) > 0 → λi j

(
τ − ci j

)
− dxi j (τ)

dτ − µ̄i j = 0

xi j(τ) = 0 ← λi j
(
τ − ci j

)
− dxi j (τ)

dτ − µ̄i j < 0

∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A. (10)

リンク (i, j)のボトルネックに時刻 τ ∈ T に到着した
利用者の待ち行列待ち時間を

wi j(τ) =
xi j(τ)
µ̄i j

(11)

で表せば，待ち行列進展条件 (10)は，以下の wi j(τ)の
進展条件に帰着させられる:

wi j(τ) > 0 → λi j
(
τ − ci j

)
−
(

dwi j (τ)
dτ + 1

)
µ̄i j = 0

wi j(τ) = 0 ← λi j
(
τ − ci j

)
−
(

dwi j (τ)
dτ + 1

)
µ̄i j < 0

∀τ ∈ T ,∀(i, j) ∈ A. (12)

(2) 最適経路選択条件
§2.で述べた枠組の下で，動的利用者最適 (DUO: dy-

namic user optimal)配分は，以下のように定義される:

時刻 τ̂ ∈ T に起点 i ∈ N を出発する各利用者
が，いずれも，時点 τ̂ で評価される終点まで
の経路費用が最小となる経路 k ∈ K iを選択し
ている状態 (Ran et al.12)).

Kuwahara and Akamatsu13) は，この最小所要時間の
評価方法および配分原則として，反射的 (reactive)と予
測的 (predictive)の 2つを提案している．これを説明す
るために，以下の変数を導入しよう：時刻 τ̂ ∈ T に
ノード i を出発してリンク (i, j) を利用する短時間あ
たりの車両台数 (流入交通量) を λi j(τ̂) = dAi j (τ̂)

dτ̂ で表
し，それらの利用者の (ノード j までの) 所要時間を
Ti j(τ̂) = ci j + wi j(τ̂ + ci j) = ci j +

xi j (τ̂+ci j )
µi j

で表す．時刻
τ̂ ∈ T に起点 i ∈ N を出発する利用者の終点までの最
小所要時間を πi(τ̂)とする．

このとき, Kuwahara and Akamatsu13) の配分原則は，
以下のように書き下せる：

• 反射的 DUO (RDUO: reactive DUO):
λi j(τ̂) > 0 → πi(τ̂) = πj(τ̂) + Ti j(τ̂)
λi j(τ̂) = 0 ← πi(τ̂) < πj(τ̂) + Ti j(τ̂)

(13)

この配分原則では，ノード iを時刻 τ̂に出発する利
用者の終点までの最小所要時間 πi(τ̂)を，当該時刻
τ̂における各リンクの所要時間のみから評価する．
そのため，利用者が　

・
経
・
験
・
す
・
る　旅行時間と πi(τ̂)が一

致する保証はないことには，注意が必要である．例
えば，時刻 τ̂にリンク (i, j)に流入した利用者はノー
ド jに時刻Ti j(τ̂)に到着するが，その時点でのノー
ド jから終点までの最小所要時間 πj

(
τ̂ + Ti j(τ̂)

)
は，

ノード iを出発した時点で評価した πj(τ̂)とは必ず
しも一致しない．

• 予測的 DUO (PDUO: predictive DUO):
λi j(τ − ci j) > 0 → πi(τ̂) = πj

(
τ̂ + Ti j(τ̂)

)
+ Ti j(τ̂)

λi j(τ − ci j) = 0 ← πi(τ̂) < πj
(
τ̂ + Ti j(τ̂)

)
+ Ti j(τ̂)

(14)
この配分原則では，ノード iを時刻 τ̂に出発する利
用者の終点までの最小所要時間 πi(τ̂)として，当該
利用者が実際に　

・
経
・
験
・
す
・
る　所要時間を完全に先読み

して評価する．そのため，上述のような評価時点で
の最小所要時間と実際に経験する最小所要時間の間
に乖離は生じない．このことから，予測的DUOは,
動的利用者均衡 (DUE: dynamic user equilibrium)配
分と等価である．

本研究では，これら 2つの中間的な配分原則として，
下記の配分原則を導入する．

• 準反射的 DUO (SRDUO: semi-reactive DUO):
λi j(τ) > 0 → πi(τ̂) = πj(τ̂ + ci j) + Ti j(τ̂)
λi j(τ) = 0 ← πi(τ̂) < πj(τ̂ + ci j) + Ti j(τ̂)

(15)

この配分原則では，ノード i を時刻 τ̂ に出発する
利用者の終点までの最小所要時間 πi(τ)について，
自由走行時間分だけ先読みして評価する．

上述の配分原則は，いずれも，基準とする時刻を，リ
ンク (i, j) の　

・
上
・
流
・
端
・
に
・
流
・
入
・
す
・
る
・
時
・
刻　 τ̂ ではなく, リンク

(i, j)の　
・
ボ
・
ト
・
ル
・
ネ
・
ッ
・
ク
・
に
・
到
・
着
・
す
・
る
・
時
・
刻　 τ = τ̂ + ci j に置き

換えても等価である．このとき,準反射的 DUOの最短
経路選択条件は，
λi j(τ − ci j) > 0 → πi(τ − ci j) − πj(τ) − ci j − wi j(τ) = 0

λi j(τ − ci j) = 0 ← πi(τ − ci j) − πj(τ) − ci j − wi j(τ) < 0
(16)

と書き下せる．
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(3) 準反射的 DUO配分モデル
従って，準反射的DUO配分モデルは，以下の混合相

補性問題として定式化できる:

[SR-DUO]

最適経路選択条件：

λi j(τ − ci j) > 0 →
πi(τ − ci j) − πj(τ) − ci j − wi j(τ) = 0

λi j(τ − ci j) = 0 ←

πi(τ − ci j) − πj(τ) − ci j − wi j(τ) < 0

(17a)

待ち行列待ち時間進展条件：
wi j(τ) > 0 → λi j

(
τ − ci j

)
−
(

dwi j (τ)
dτ + 1

)
µ̄i j = 0

wi j(τ) = 0 ← λi j
(
τ − ci j

)
−
(

dwi j (τ)
dτ + 1

)
µ̄i j < 0

(17b)
フロー保存則：∑
(n,i)∈A

{
λni

(
τ − ci j

)
+

dwi j(τ)
dτ

µ̄i j

}
+ qi(τ) =

∑
(i,m)∈A

λim(τ) (17c)

4. 動的システム最適配分モデル

(1) 定式化
動的システム最適 (DSO: dynamic system optimal)配

分モデルは，§2.で述べた枠組の下で，利用者の総旅行
時間 (i.e. 自由走行時間および渋滞待ち時間の和)を最
小化するようなフローパターン (λ, µ, x) を求める問題
として定式化される:

[DSO]

min
λ,µ,x

Z(λ, x) B
∑
(i, j)∈A

∫ T

0

{
λi j

(
τ − ci j

)
ci j + xi j(τ)

}
dτ

(18)

s.t. (3), (5), (6), (7) and (9).

以下では，この DSO配分問題が [SR-DUO]と等価と
なることを示す．そのために，まず，(2)で [DSO]から
NVH条件 (9)を取り除いた (i.e. vehicle-holdingを許容
した) DSOモデル (以下では，VH許容 DSO配分問題
[VH-DSO]と呼ぶ)が線形計画問題となることを利用し，
その最適性条件を混合相補性問題として記述する．次
に，こうして得られた混合相補性条件が, NVH条件が
満足される下では，[SR-DUO]と等価となることを明ら
かにする．

(2) VH許容 DSO配分問題の最適性条件
VH許容 DSO配分問題 [VH-DSO]は,明らかに,線形
計画問題1)である．いま，待ち行列進展条件 (3),フロー
保存則 (5)およびボトルネック容量制約 (7)についての
双対変数を，それぞれ, {ϕi j(τ)}, {ψi(τ)}および {ηi j(τ)}
とすれば，[VH-DSO]の最適性条件は，以下のように書
き下せる:

[VH-DSO-Opt]

待ち行列進展条件:

µi j(τ) = λi j
(
τ − ci j

)
−

dxi j(τ)
dτ

(19a)

フロー保存条件:∑
n∈Ii

µni(τ) + qi(τ) =
∑
m∈Oi

λim(τ) (19b)

ボトルネック容量清算条件:
ηi j(τ) > 0 → µi j(τ) = µ̄i j
ηi j(τ) = 0 ← µi j(τ) < µ̄i j

(19c)

最適流入フロー条件:
λi j(τ − ci j) > 0 → −ϕi j(τ) + ψi(τ − ci j) − ci j = 0

λi j(τ − ci j) = 0 ← −ϕi j(τ) + ψi(τ − ci j) − ci j < 0

(19d)
最適流出フロー条件:

µi j(τ) > 0 → ϕi j(τ) − ψj(τ) − ηi j(τ) = 0

µi j(τ) = 0 ← ϕi j(τ) − ψj(τ) − ηi j(τ) < 0
(19e)

最適待ち行列条件:
xi j(τ) > 0 → − dϕi j

dτ (τ) − 1 = 0

xi j(τ) = 0 ← − dϕi j

dτ (τ) − 1 < 0
(19f)

5. システム配分と利用者最適配分の等価性

本節では，NVH-DSOにおける双対変数 ηi j(τ) およ
び ψi(τ)がDUOにおける待ち行列待ち時間 wi j(τ)およ
び最小所要時間 πi(τ)に一致するならば，両者が等価と
なることを示す．

(1) NVH条件の下での DSO最適性条件
VH許容 DSO配分問題の最適性条件 (19)は，NVH
条件 (9)が満たされる下では，[SR-DUO]と等価となる
ことを示そう．
a) 最適流入/流出フロー条件

VH 許容 DSO 配分問題の最適流入/流出フロー条件
(19d)および (19e)が，NVH条件 (9)が満たされる時に
DUO配分問題の最適経路選択条件 (17a)と共通の数学
的構造を持つことを示す．
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まず，ψi(τ − ci j), ψj(τ)および ηi j(τ)の間で下記の不
等式が成り立つ:

ψi(τ − ci j) − ci j ≤ ϕi j(τ) (20a)

ϕi j(τ) ≤ ψj(τ) + ηi j(τ) (20b)

ここで，式 (20a)および (20b)で等号が成立するための
十分条件は,それぞれ, λi j(τ − ci j) > 0および µi j(τ) > 0
であることに注意されたい．
次に，λi j(τ − ci j) と µi j(τ) の間に以下の命題が成立

する:

命題 5..1. 時刻 τにリンク (i, j)のボトルネックに到着す
るような正の流入フローが存在する (i.e. λi j(τ−ci j) > 0)
とき，NVH条件 (9)が満たされるならば，時刻 τにお
ける当該ボトルネックからの流出フローは必ず正である
(µi j(τ) > 0)．同様に，µi j(τ) = 0ならば, λi j(τ − ci j) = 0
である．

Proof. λi j(τ − ci j) > 0 である時に, µi j(τ) = 0 となる
ケースがあると仮定して矛盾を導く．時刻 τ にリンク
(i, j)上に正の待ち行列 xi j(τ) > 0が存在する時，NVH
条件 (9)より µi j(τ) = µ̄i j > 0 となるため矛盾．一方，
xi j(τ) = 0 の時, 待ち行列進展条件 (3)より, µi j(τ) = 0
を満たすためには dxi j (τ)

dτ = −λi j(τ − ci j) < 0 となる必
要があり，待ち行列長の非負制約 (6c)と矛盾. 従って，
λi j(τ − ci j) > 0 → µi j(τ) > 0 および，その対偶である
µi j(τ) = 0→ λi j(τ − ci j) = 0はいずれも真である． □

命題 5..1より, λi j(τ − ci j) > 0ならば式 (20a)および
(20b)のいずれも等号が成立することから，

λi j(τ − ci j) > 0→ ψi(τ − ci j) = ψj(τ)+ ηi j(τ)+ ci j (21)

が満たされる．一方，式 (20a)もしくは (20b)のいずれ
か一方でも不等号が成立するならば, λi j(τ − ci j) = 0と
なるから，

λi j(τ − ci j) = 0← ψi(τ − ci j) < ψj(τ)+ ηi j(τ)+ ci j (22)

である．結局，NVH 条件の下では，最適流入/流出フ
ロー条件は，以下の λi j(τ − ci j)のみに関する相補性条
件に帰着する:
λi j(τ − ci j) > 0 → ψi(τ − ci j) − ψj(τ) − ci j − ηi j(τ) = 0

λi j(τ − ci j) = 0 ← ψi(τ − ci j) − ψj(τ) − ci j − ηi j(τ) < 0
(23)

式 (23)は，DUOの最適経路選択条件 (17a)と全く同
じ構造を持つことに注意されたい．
b) 待ち行列進展条件+ボトルネック容量清算条件

VH許容 DSO配分問題の待ち行列進展条件 (19a)を
ボトルネック容量清算条件 (19c)に代入すれば，以下を
得る:

ηi j(τ) > 0 → λi j(τ − ci j) − dxi j (τ)
dτ − µ̄i j = 0

ηi j(τ) = 0 ← λi j(τ − ci j) − dxi j (τ)
dτ − µ̄i j < 0

(24)

ここで，ηi j(τ) = xi j(τ)/µ̄i j が成り立つならば，(24)は
DUOの待ち行列待ち時間進展条件 (17b)と全く同じ構
造を持つ．

6. おわりに

本研究では，多起点一終点ネットワークにおいて,渋
滞現象を point-queueモデルで表現する動的交通配分に
ついて，vehicle-holdingが存在しない DSO配分と準反
射的DUO配分とが数学的に共通の構造を持つことを明
らかにした．特に，準反射的DUO配分における待ち行
列待ち時間 wi j(τ)および終点までの最小所要時間 τi(τ)
が，それぞれ，NVH-DSO配分の双対変数 ηi j(τ)および
ψi(τ)に一致する時には，両者が完全に等価となること
を明らかにした．このことは，例えば，津波や洪水な
どからの避難の際，避難主体に対して，各リンクの自
由走行時間分だけ先読みした所要時間の情報を与える
ことにより，効率的な避難が可能となり得ることを示
唆している．
今後の課題としては，数値計算による検証，一起点・
多終点や多起点・多終点ネットワークへの拡張が挙げ
られる．また，本研究では取り扱っていないが，動的
交通配分の極めて重要なクラスである動的利用者均衡
(DUE: dynamic user equilibrium)配分14),8),7),15),16)への応
用もまた，挑戦的な課題である．
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