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商業集積立地モデルには複数の均衡解が存在するため，解の安定性を吟味し均衡選択を行う必要がある．既
往研究は一次元空間における局所安定性解析にとどまり，1)空間が極度に理想化されている，2)局所安定解は
同時に複数存在しうる，という課題がある．本研究では，ポテンシャル・ゲームと確率安定性概念を用いて，二
次元空間の商業集積立地モデルの大域的安定解を明らかにする．具体的には，輸送費用の低下に伴い，商業立
地都市数が単調減少し集積が進展することが示される．
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1. はじめに

商業立地は都市構造に重大な影響を及ぼすため，商

業集積の空間的変化を正確に把握し予測することは土

木計画学の重要な課題である．商業集積が生じるメカニ

ズムは，商業活動に “集積の経済”が存在するからであ

る．集積の経済を考慮した商業立地モデルとしてHarris

and Wilson1)のモデル（以下，HWモデル）が知られ

ている．HWモデルは，消費者から店舗への地域間の

需要が，店舗数に関する集積の経済を考慮した重力モデ

ルによって表現され，企業利潤に関する均衡条件によっ

て空間的な商業立地パターンが内生的に決定される．

HWモデルの立地パターンの性質は現在でも十分に

明らかにされていない．その理由は，集積の経済と集積

の不経済による相互作用によって，多数の安定・不安定

な均衡解が存在するとともに，モデルの構造パラメー

タ (e.g., 交通費用)の変化に応じて均衡解の分岐現象が

生ずることにある．例えば，Osawa et al.2)は一次元円

周空間で均衡解の局所安定性を初めて評価した．しか

し，局所安定な均衡解が複数同時に存在することが示

されており，どの解が最も実現しやすいのかを議論す

るには至っていない．また，一次元空間で得られた集

積・分散現象の特性が，二次元空間に拡張しても成立

するかは自明ではない．

本研究の目的は，二次元空間における HWモデルで

均衡解の安定性とその特性を明らかにすることである．

具体的には，線形安定性解析に基づく局所安定性と，確

率安定性解析に基づく大域安定性という，異なる 2つ

の安定判別方法により均衡解の安定性を評価する．線

形安定性解析は，均衡点への調整動学を定義し，その

Jacobi行列の固有値を求めることで解の安定性を判定

可能である．一方で，確率安定性解析は一般には実行

困難だが，以下の事実から本研究のモデルに適用可能

である：

1) HWモデルはポテンシャル・ゲームに帰着する，

2) ポテンシャル・ゲームでは，ポテンシャル関数を大域

的に最大化する解と確率安定解は一致する (Sand-

holm3))．

すなわち，均衡解におけるポテンシャル関数値の大小

を評価することで，唯一の1大域安定解を特定すること

ができる．

これら二通りの安定性解析によって，以下の事実が

明らかにされる．第 1に，ある構造パラメータの下で

は，局所安定な均衡解が多数存在することが示される．

第 2に，交通費用パラメータの値を下げていくと，大

域安定な均衡立地パターンの商業集積地点数が単調減

少する．つまり，大域安定解は “均等分散パターン”→“

多極パターン”→“一極集中パターン”と推移する．

本研究では，以下の二つの条件を仮定して，安定性

解析を行った :

1 ポテンシャル関数値を最大化する均衡解が複数存在する場合を
除く．
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1) 空間設定は二次元周期境界とする，

2) 均衡解の候補を自明解のみとする．

周期境界の仮定は空間の異質性が取り除かれ，各立地

点が地理的に対称であるという理想化された空間構造

であり，モデル内の純粋に経済学的な空間的相互作用

のみがもたらす結果を調べられるため採用した．また，

自明解とはモデルの構造パラメータに依存することな

く空間分布パターンを保持する均衡解である．Ikeda et

al.4) は，二次元周期境界条件下において自明解に着目

した分岐解析を行い，集積経済モデルの挙動が自明解

によって把握できることを示している．そこで，本研

究では安定解の候補集合を自明解のみとした．2

本稿の構成は以下のとおりである．第 2章では，HW

モデルの定式化をする．第 3章では，線形安定性の概

念と局所安定性の判定方法を示す．第 4章では，確率

安定性の概念と大域安定性の判定方法を示す．第 5章

では，均衡解の候補とする自明解を列挙し，数値計算

によって均衡解の局所安定性と大域安定性を評価する．

最後に，第 6章で結論と今後の展望を述べる．

2. Harris＆ Wilson モデル

本稿では，Harris ＆ Wilson によって提案されてい

る複数のモデルのうち，最も単純なタイプのモデルを

HW モデルと呼ぶ．本章では，Osawa et.al2)に基づい

た HW モデルの定式化を簡潔にまとめる．なお，本稿

で採用する定式化とオリジナルの HWモデルとで，均

衡解の性質は変わらない．

(1) 状況設定

離散的な立地点がK 箇所存在する空間を考える．全

立地点の集合を K ≡ {0, ...,K − 1}とし，二つの立地
点 i, j ∈ Kの間の物理的距離を cij とする．隣接してい

ない立地点間の距離は最短距離で定義され，各ゾーン

には固定的にm人の消費者が存在すると仮定する．

本モデルの立地主体は小売企業である．各立地点 i ∈
Kの小売企業の数を niで表現し，そのベクトルを n =

[n0, ..., nK−1]
Tとする．また，この経済に存在する総企

業数はN であるとする．これらの企業は，各々，一つ

の商業店舗を操業する．企業の操業に関する費用は，固

定費用 κのみであるとし，単純のため商業店舗の床面

積およびそれに伴う可変費用は無視し，土地市場を捨

象する．

2 本研究は，モデル内生的に生じる現象の一般的性質を把握する
ことに主眼を置いている．非自明解を含めて安定な均衡解を網
羅することは事実上困難である上に，得られる知見は必ずしも
多くない．

(2) 消費者の行動

消費者が買い物をする地点を選択する行動はランダ

ム効用理論に基づくものとする．ランダム効用理論で

は，各選択肢に対する観測可能な効用と誤差項の分布

によって選択確率が決定する．

本モデルでは，地点 iの消費者が地点 jで買い物をし

た場合に得られる観測可能な効用を以下のように表す :

Vij(n) = α log nj − τcij (1)

式 (1)の第 1項は，消費者がより多数の商業店舗が集

積した地点を好む性質を表し，第 2項は，居住してい

る地点から近い地点を好む性質を表している．α, τ > 0

は外生的なパラメータである．αは消費者の効用評価

における目的地 jの商業店舗数 nj に関する重みづけを

表現し，τ は消費者の交通費用パラメータである．

誤差項 ϵij の分布は各立地点で独立かつ同一であると

し，平均 0，分散 1のGumbel 分布に従うものとする．

消費者の効用最大化と ϵij の仮定から，地点 iの消費

者が地点 jを買い物の目的地として選択する確率Pij(n)

は以下の Logit 型で表現できる :

Pij(n) =
nα
i exp[−τcij ]∑

j∈K nα
k exp[−τcij ]

(2)

Pij(n)を用いれば，立地点 iの消費者から立地点 j の

商業店舗への総需要額 Qij(n)は，Pij(n) × mで与え

られるので，

Qij(n) =
nα
i exp[−τcij ]∑

j∈K nα
k exp[−τcij ]

m (3)

となる．

(3) 企業の利潤

地点 i における総需要額を Si(n) とする．Si(n) =∑
j∈K Qji であるから，式 (3)の消費者需要の下では，

以下のように表される :

Si(n) =
∑
k∈K

nα
i exp[−τcki]∑

j∈K nα
j exp[−τckj ]

m (4)

地点 iにおける総需要額 Si(n)は，ni 数の商業店舗に

均等に分配される．よって，地点 iに立地する個々の商

業店舗における需要額は Si/ni である．以上から，立

地点 iにおける企業の利潤関数 Πi(n)は，以下のよう

に与えられる :

Πi(n) =
Si(n)

ni
− κ (5)

= m
∑
k∈K

nα−1
i exp[−τcki]∑

j∈K nα
j exp[−τckj ]

− κ (6)

以降の解析のため，空間の物理的構造を表現する空

間割引行列D = [dij ] = exp[−τcij ]を定義する．この

行列を用いると，利潤関数 (6)は，以下のようにベクト

ルと行列で表現できる :

Π(n) = mMT1− κ1 (7)
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ここに，1はK 個の 1が並んだ列ベクトルである．M

は，n,Dを用いて以下のように定義する :

M ≡ diag[∆]−1D diag[n]α−1 (8)

where ∆ ≡ D diag[n]α1 (9)

(4) 企業の参入・撤退の均衡状態

この経済に存在する小売企業は，ある立地点におけ

る利潤が非負であれば立地点に参入し，負であれば撤

退する．このような，参入・撤退行動を仮定するとき，

小売企業の空間立地パターンに関する均衡条件は，利

潤関数を用いて以下のように表現することができる :Πi(n) = 0 if ni > 0

Πi(n) < 0 if ni = 0
∀i ∈ K (10)

条件式 (10)を満足する小売企業の立地パターン nを均

衡状態と定義する．均衡状態においては，niΠi = 0 ∀i ∈
Kが成り立つため，均衡状態において存在する企業数
について，以下のような保存則が成立する :∑

i∈K
Si(n) = κ

∑
i∈K

ni = mK (11)

3. 均衡状態の局所安定性

均衡条件 (10)を満たす解 n∗ は多数存在する．本章

では，多くの既往研究で採用されてきた局所安定性に

基づく均衡解の選択方法を述べる．5章の数値計算例で

わかるように，局所安定性を満たす均衡解は多数存在

する．

均衡状態の局所安定性を考えるために，小売企業の

立地パターンの調整ダイナミクスを以下のように表す :

ṅ = F (n) = diag[n]Π(n) (12)

このダイナミクスの停留点 (i.e.,F (n∗) = 0)は，必ず

均衡条件式 (10)を満足する．また，均衡条件を満足す

る点は必ずダイナミクスの停留点となる．したがって，

ダイナミクスの停留点と均衡解とは一対一対応する．

動的システム理論でよく知られているように，均衡

状態 n∗ の局所安定性は調整ダイナミクス (12)の右辺

の Jacobi 行列∇F (n∗)の固有値に依存する．具体的に

は，∇F (n∗)における固有値の実部がすべて負であれ

ばこの均衡状態は局所安定的である．

本稿で対象とする HW モデルでは，以下のように

∇F (n)を表現できる :

∇F (n) = diag[Π(n)] + diag[n∗]∇Π(n) (13)

∇Π(n)は，利潤関数の Jacobi 行列であり，次のよう

に求められる :

∇Π(n) = mdiag[M̃T]− αMTmEM (14)

where M̃ ≡ (α− 1) diag[∆]−1D diag[n]α−2

(15)

ただし，E は単位行列である．

4. 均衡状態の大域安定性

3章で示した局所安定性に基づく均衡解の選択では，

安定解が多数存在しうる．本章では，ポテンシャル・

ゲームと確率安定性に基づく均衡選択によって，確率

的に最も生起しやすい唯一の解を選択する方法を示す．

なお，集団ゲームやポテンシャル・ゲームの詳細は，付

録 Iに示した．

(1) ポテンシャル・ゲーム

本節では，確率安定性解析に有用なポテンシャル・

ゲームの定義を示し，HWモデルがポテンシャル・ゲー

ムとして解釈できることを示す．

ポテンシャル・ゲームは，利得関数のベクトル場に

ポテンシャルが存在するクラスの集団ゲームである．

集団ゲームとは，有限かつ多数のエージェントと有

限の戦略集合で定義され，エージェントの純粋戦略集

合 S = {1, ..., n}，起こりうる状態集合 P ≡ {p ∈
Rn

+|
∑

i∈S pi = 1}，エージェントの利得関数ベクトル
F の 3つの要素で特徴づけられるゲーム G である．
Sandholm3) によると，ポテンシャル・ゲームは以下

の性質をもつ:

定理 1. (ポテンシャル・ゲームとナッシュ均衡) ポテ

ンシャル Z をもつ，集団ゲーム G の Nash 均衡の集合

は，最大化問題maxp∈P Z(p)のKarush-Kuhn-Tucker

条件を満たす状態の集合と一致する．

HWモデルでは，利潤関数 (7)のベクトル場の Jacobi

行列が対称であるため，以下の命題が得られる．

命題 1. HWモデルは以下のポテンシャル関数Z(n)を

もつポテンシャル・ゲームである :

Z(n) =
m

α

∑
i∈K

log[
∑
e∈K

nα
e die]− κ

∑
i∈K

ni (16)

これは，最適化問題 :

max
n≥0

Z(n) s.t. κ
∑
i∈K

ni = Km (17)

の KKT条件が，HW モデルの均衡条件と一致するた

めである．具体的には，

∂Z(n)

∂ni
= Πi(n) (18)
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が成り立つことから容易に確認できる．すなわち，最

適化問題の目的関数 Z(n)は利潤関数 Π(n)のポテン

シャルである．

(2) ポテンシャル関数と確率安定性

本節では，確率安定性の概念を用いて大域安定な均衡

解を選択する方法を示す．まず a)において，確率安定

性の定義を示す．次に b)で，確率安定性とポテンシャ

ル関数の関係を示す．最後に c)で，ポテンシャル関数

を用いて大域安定な均衡解を選択する方法を具体的に

示す．

a) 確率安定性の定義

確率安定性を定義するために，確率的進化ダイナミ

クスを考える．このダイナミクスは状態空間PN，状態

推移確率を [P (x,y)]とするマルコフ連鎖を用いて表現

される．状態空間 PN は，集団ゲームの状態集合 P を
離散化したしたものであり，

PN ≡ {p ∈ (1/N)Zn
+|

∑
i∈S

pi = 1} (19)

と定義される．P (x,y)は，離散時間ごとに戦略 (立地

点)変更の機会を与えられたエージェントが戦略 iから

戦略 j に変更する確率 ρij を用いて表すことができる．

ρijは，利得関数F (x)とノイズパラメータ ηを用いて，

以下の Logit 型の関数で与えられるとする :

ρij =
exp[η−1Fj(x)]∑

k∈S exp[η−1Fk(x)]
∀i, j ∈ S (20)

ρij を用いると，状態の推移確率 P (x,y)は，

px,y =


xi · ρij if y = x− ei + ej

1−
∑
i∈S

∑
i ̸=j

xi · ρij if y = x

0 otherwise

∀i, j ∈ S, i ̸= j (21)

となる．ここで，eiは，i番目の要素だけが 1，他は 0

となるような n次元標準基底ベクトルである．この遷

移確率によって定義されるマルコフ連鎖はエルゴード

的であり，定常分布が一意に存在する．

確率的進化ダイナミクスを用いた離散エージェント

の集団ゲームを有限集団ゲームと呼ぶ．有限集団ゲー

ムは，ノイズパラメータ ηとエージェント数N という

２つのパラメータによって特徴づけられる．ノイズパ

ラメータ η が小さいほどエージェントが誤った戦略を

とる確率は低く，η → 0ならば，最適な戦略をとる．マ

ルコフ連鎖の定常分布 πη,N は，パラメータ η,N に依

存する PN の要素数次元の確率ベクトルである．

確率安定状態はエージェントが連続的かつエージェン

トの行動が確定論的とした極限における定常分布 πη,N

の挙動によって定義される．

定義 1. パラメータ η,N を持つ，有限集団ゲームの状

態空間 PN における定常分布を πη,N とする．このと

き，状態 pが，以下の式 (22)を満たすとき確率安定状

態であると定義する．

lim
η→0

lim
N→∞

πη,N > 0 (22)

式 (22)には，2つの極限が含まれている．η → 0は，

エージェントの戦略の選択の誤る確率を限りなく 0に

近づける意味の極限であり，N → ∞は，エージェント
の数を無限に近づけることを意味しており，離散化さ

れた集団状態 PN が連続的な状態空間として表される．

b) 確率安定状態とポテンシャル関数

一般的な集団ゲームでは，起こりうるすべての状態

を列挙し，その定常確率を評価せねばならないため，確

率安定状態を特定することは困難である．しかし，ポテ

ンシャル・ゲームであれば，Sandholm3),Wallace and

Young6) に示されている次の定理を利用した解析が可

能である．

定理 2. (確率安定状態とポテンシャル関数) 集団ゲー

ム G をポテンシャル関数 Z をもつポテンシャル・ゲー

ムとする．状態 x ∈ X がポテンシャル関数を大域的に
最大化するならば，状態 xは確率安定である．

式 (21) の推移確率で定義されたマルコフ連鎖では，

状態 xの定常確率は以下のようにBoltzmann 分布で表

すことができる．

πη,N
x =

exp[η−1Z(x)]∑
y∈XN exp[η−1Z(y)]

(23)

η → 0とすると，ポテンシャル関数を大域的に最大化

する状態の確率が 1に近づく．定常分布における 2つ

の状態の確率比は，ポテンシャル関数 Zの差を用いて，

πη,N
x

πη,N
y

= exp[η−1(Z(x)− Z(y)] (24)

と表される．ここで，η → 0とすると，Z(x) < Z(y)

ならば，πη,N
x < πη,N

y である．特に，状態 y を y ∈
arg max
z∈XN

Z(z) とすると，x ∈ XN |x /∈ arg max
z∈XN

Z(z)

なる状態 xに対して η → 0ならば，πη,N
x → 0である．

したがって，定常確率が正となる状態はポテンシャル

関数を最大化する状態でなければならない．

c) 確率安定解の特定方法

前節で示したようにHWモデルはポテンシャル・ゲー

ムであるため，均衡解の候補を列挙できれば，それぞ

れのポテンシャル関数値を比較し，最大となる解を選

択すれば，確率安定性概念を用いて大域安定な解を特

定することが可能となる．以下に手順をまとめる．
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Step 1: モデルのパラメータ α, τ を設定

Step 2: 均衡解の候補 np(p ∈ P)を列挙．

(P は均衡解の全体を表す集合．)

Step 3: 各均衡解におけるポテンシャル関数値

Z(np, α, τ)を計算

Step 4: ポテンシャルが最大となる均衡解 n∗ を

記憶し，終了．

均衡解の列挙方法は，次章で述べる．

5. 数値計算による安定均衡解の評価

本章では，数値計算によって 3,4章の安定性解析を実

行する．(1)で，数値計算で用いる空間の条件設定を行

う．(2)で，安定性を評価する均衡解の候補を列挙する

方法を述べる．(3)で，均衡解の候補から，局所安定性

に基づく均衡選択を行った結果を示す．(4)で，均衡解

の候補から，確率安定性に基づく均衡選択を行った結

果を示す．(5)で，局所安定性と確率安定性の関係につ

いて述べる．

(1) 空間の条件設定

本研究では，図–1-aや図–1-bに示すような二次間

空間上に k × k(= K)箇所の立地点をもつ格子状の空

間が周期的につながった都市構造を用いる．本稿では，

6×6立地点の正方形格子における安定性解析を行った．

なお，正三角形格子の安定性解析の結果は付録 IIIに

示す．

(2) 均衡解の候補の列挙

均衡条件 (10)を満たす解 n∗ には，構造パラメータ

(αや τ)に依存しない解 (=自明解)と依存する解 (=非

自明解) が存在する．自明解は企業が存在する立地点

に関して，企業分布が均等分散となっている均衡解で

ある．

本研究では，均衡解の候補を自明解のみとする．な

ぜなら，集積経済モデルの局所安定解の多くは自明解

であることが知られており4)，二次元周期境界を仮定す

ると，比較的容易に自明解を列挙することができるた

めである3．

本研究の空間設定では，木暮ら5) によって k = 6ま

で自明解が列挙されており，この結果を均衡状態の安

定性解析に用いる均衡解の候補とする．6× 6立地点の

正方形格子では 83個の自明解が存在する．これら自明

解の全パターンを 5,6に示す．以降の数値計算では，総

3 非自明解を列挙することは事実上困難である．

企業数を N = 36とし，保存則の式 (11)を満たすよう

にm,κを設定した．

(3) 局所安定解の特定

第 3章に示したように∇F (n∗)の固有値を評価によっ

て，局所安定性解析を実行した結果を図–2に示す．こ

こでは，集積パラメータ α = 1.25，α = 2.5の結果を

示す．図–2-a，図–2-bは，横軸に消費者の交通費用パ

ラメータ τ，縦軸に立地パターンのインデックスをと

り，局所安定となる立地パターンを示したものである．

図–2の黒色の部分は，各立地パターンで局所安定となっ

ている領域であり，白色の部分は不安定となっている

領域である．(黄色の部分は確率安定な領域を表してい

る．その詳細は，(5)で述べる．)

図–2からわかるように，τ によらず 1極集中パター

ンは常に局所安定である．他のパターンもある交通費

用パラメータ τ 以上で局所安定となる．パラメータ τ

に対して，多数の立地パターンが局所安定となってい

ることが確認できる．そのためある交通費用パラメー

タに対し，どの立地パターンがより尤もらしいかに関

しては議論することはできない．

(4) 確率安定解の特定

第 4章で示した手順で確率安定性解析を実行した結

果を図–3に示す．図–3は，HWモデルの構造パラメー

タ α, τ を網羅的に変化させ，大域安定となる均衡立地

パターンを表したものである．図中の数字は企業が立

地する都市数 (極数)である．例えば，α = 1.5では，τ

の減少によって 36 → 18 → 12 → 8 → 6 → 4 → 2 → 1

極パターンと推移することがわかる．また大域安定と

なる立地パターンの形状は図–4にまとめて示す．

図–3から，α < 1 のとき，どのような交通費用パ

ラメータでも分散パターンが大域安定である．これは，

α < 1の条件では需要量が立地点 iの店舗数 ni に関し

て収穫逓減となり，集積が起こりえないためである．次

に，α ≥ 1ならば，交通費用パラメータを下げていく

と企業が立地する地点数 (極数)が単調に減少し集積が

進展していくことが分かる．極数減少の過程について，

一次元/立地点数 16の円周都市における既存研究2) で

極数が半分ずつ減少しながら集積する空間周期倍分岐

カスケードの特性がHW モデルの集積挙動として報告

されている．本稿における実験は空間設定として 6× 6

立地点数の都市構造を用いたため，極数に 2や 3の倍

数を組み合せた数を伴いながら集積が進展している．

また，αを増加させていくと，大域安定な立地パター

ンに “スキップ現象”が起こる．具体的には，α = 1.25

では大域安定である 12や 18極は，α > 2では大域安定

にならない．このような αの増加による極数のスキッ
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35 36 

35 36 35 36 

35 36 

2 

図–1-a 正方形格子 図–1-b 正三角形格子

図–1 周期境界を有する k × k 格子 (k = 6の場合)

1極 

8極 

36極 

6極 

4極 

2極 

18極 
12極 

図–2-a α = 1.25

1極 

8極 

36極 

6極 

4極 

2極 

18極 
12極 

図–2-b α = 2.5

図–2 6× 6立地点/正方形格子におけるパラメータ αを固定したときの局所安定な均衡立地パターン

プ現象は，一次元空間における知見と整合的であり，二

次元空間においても起こることが明らかになった．

(5) 局所安定性と確率安定性の対応

本節では，局所安定性と確率安定性の関係を示す．図–

2における黄色の領域は，パラメータ (τ, α)においてポ

テンシャル関数値が最大 (=確率安定解)であり，かつ

局所安定性を満たした立地パターンであることを示し

ている．図–2から，大域安定解は局所安定解の中から

選ばれることが読み取れる．さらに，スキップ現象の

生じる α = 2.5では，18極，12極パターンは局所安定

解になっていないことが確認できる．

また，大域安定解となる自明解は回転対称性の高い

集積パターンであるといえる．これは，空間的にある

程度分散し，企業が存在する立地点間の距離が長い集

積パターンである．逆に，大域安定解とならない自明

解は，空間的に密集した集積パターンや，幾つかの密

集したブロックからなる集積パターンである．このよ

うなパターンは，企業が近接して立地し，空間競争効

果が強く働くため，大域安定解として選択されないと

考えられる．
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1極 2極 4 6 8 

12 18 

36 

4 

図–3 6× 6立地点/正方形格子における
(τ, α)平面上の大域安定な集積パターン

6. おわりに

本研究では，代表的な商業集積立地モデルであるHar-

ris ＆ Wilson1) モデルを二次元空間に拡張し，均衡解

の安定性とその性質を明らかにした．具体的には自明

解に着目し，線形安定性解析に基づく局所安定性と，確

率安定性解析に基づく大域安定性という，二つの安定判

別方法により均衡解の安定性を確認した．そして，局所

安定な均衡立地パターンは多数存在すること，大域安

定な均衡立地パターンは輸送技術の向上とともに，極

数が単調に減少しながら集積が進展していくことを明

らかにした．

本研究で得られた結果は，空間として 6× 6立地点の

都市構造を用いて得られたものである．より現実に近

づけるためには立地点数を増やした空間でモデルの集

積挙動を解析する必要があり，これは，今後の重要な

研究課題である．

付録 I 集団ゲーム/ポテンシャル・ゲームの
定義と性質

(1) 集団ゲームの定義と性質

集団ゲームとは，有限かつ非常に多数のエージェン

トの集合と有限の戦略集合で構成されるゲームである．

各エージェントは共通の戦略集合と利得関数をもち，自

らの利得を最大化するように行動する．エージェント

の戦略集合を S = {1, 2, ..., n}とする．また，起こりう
る集団状態の集合は，P ≡ {p ∈ R|

∑
i∈S pi = 1}であ

る．ここで，pi は戦略 iをとるエージェントの割合で

あり，集団状態 pは，pi を i番目の要素に持つベクト

ルである．さらに，集団状態 pのときに戦略 iをとる

エージェントの利得関数を Fi(p)とする．各戦略の利

得関数を要素に持つベクトル値関数を F : P → Rと定
義する．戦略集合，集団状態，利得関数の３つの要素

で集団ゲームは定義され，G ≡ (S,P,F )と表す．

集団ゲーム G ≡ (S,P,F )の状態 pが Nash 均衡と

なるのは，以下の変分不等式を満たすときである．

(y − x) · F (x) ≤ 0 ∀y ∈ P (I.1)

(2) ポテンシャル・ゲームの定義と性質

ポテンシャル・ゲームは，以下の性質 (I.2)を持つポ

テンシャル関数 Z : →R が存在する集団ゲーム G ≡
(S,P,F )である．

∂Z(p)

∂pj
− ∂Z(p)

∂pi
= Fj − Fi ∀i, j ∈ S (I.2)

Sandholm3) によると，ポテンシャル Z をもつ，

集団ゲーム G の Nash 均衡の集合は，最大化問題

maxp∈P Z(p)のKarush-Kuhn-Tucker条件を満たす状

態の集合と一致する．

付録 II 6 × 6立地点/正方形格子の自明解
一覧

6 × 6立地点/正方形格子の周期境界条件下における

すべての自明解を図–5 ,図–6示す．

付録 III 6 × 6立地点/正三角形格子におけ
る均衡解の評価

正三角形格子でも空間に対称性があるため，自明解

を列挙することが可能である．6× 6立地点では，65個

の自明解が存在する．正方形格子と比較すると，格子

の幾何特性によって安定となる立地パターンの極数は

異なるが，定性的なモデルの集積挙動は同じである．

(1) 局所安定解の特定

3章の方法を均衡解の候補である自明解に対して実行

した結果を示す．HW モデルでは，集積が進展する条

件としてα ≥ 1が必要である．ここでは，集積パラメー

タ α = 1.25，α = 2.5の結果を示す．総企業数N = 36

とした．

図–7-a –図–7-bは，横軸に消費者の交通費用パラ

メータ τ，縦軸に立地パターンのインデックスをとり，

局所安定となる立地パターンを示したものである．

図–7からわかるように，どの αでも 1極集中パター

ンは常に局所安定であり，他のパターンもある交通費用

パラメータ τ 以上で局所安定となっている．パラメー

タ τ に対して，多数の立地パターンが安定となってお
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図–4-a 1極パターン 図–4-b 2極パターン 図–4-c 4極パターン

図–4-d 6極パターン 図–4-e 8極パターン 図–4-f 12極パターン

図–4-g 18極パターン 図–4-h 分散パターン

図–4 大域安定となる立地パターン

り，ある交通費用パラメータに対し，どの立地パター

ンがより尤もらしいかに関しては議論することはでき

ない．

(2) 確率安定解の特定

均衡解の候補を自明解とし，4章で示した手順で確率

安定性解析を実行した結果を示す．図–8は，HW モデ

ルの構造パラメータである αと τ を網羅的に変化させ，

数値計算によって大域安定となる均衡立地パターンを

表したものである．図中の数字は極数であり，具体的

な立地パターンの形状は図–9にまとめて示す．

図–8から，α < 1 のとき，どのような交通費用パ

ラメータでも分散パターンが大域安定である．これは，

α < 1の条件では需要量が立地点 iの店舗数 ni に関し

て収穫逓減となり，集積が起こりえないためである．次

に，α ≥ 1ならば，交通費用パラメータを下げていく

と企業が立地する地点数 (極数)が単調に減少し集積が

進展していくことが分かる．確率安定解は，局所安定

性を満たす立地パターンから選択される．また，確率

安定解として選択された立地パターンは企業が立地し

た地点を中心として均等な広がりをもった立地パター

ンとなっている．
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図–5 6× 6立地点正方形格子の全自明解-1 (木暮ら5) より)
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図–6 6× 6立地点正方形格子の全自明解-2 (木暮ら5) より)
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図–7-a α = 1.25

1極 

36極 

6極 

4極 

3極 

12極 

図–7-b α = 2.5

図–7 6× 6立地点/正三角形格子におけるパラメータ αを固定したときの局所安定な均衡立地パターン

1極 3極 4 6 

12 

36 

図–8 6× 6立地点/正三角形格子における (τ, α)平面上の大域安定な集積パターン
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図–9-a 1極パターン 図–9-b 3極パターン 図–9-c 4極パターン

図–9-d 6極パターン 図–9-e 12極パターン 図–9-f 分散パターン

図–9 大域安定となる立地パターン
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