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集積経済モデルの分析においては，輸送費用などの構造パラメータの変化に伴い，均衡解の複雑な分岐現象
が発生する．そのため，安定な均衡解を網羅することは事実上困難である．そこで本研究では，安定な均衡解
を合理的・体系的に把握するために，自明解に着目した方法論を提案する．ここで自明解とは，構造パラメー
タの値の如何に依存することなく空間分布パターンを保持する解である．自明解は，支配方程式の対称性を記
述する群の分析により，理論的に特定・分類可能である．本研究では具体的に，境界を与えた有限格子による正
方形格子状経済において発現しうる自明解の一般的特性を解明する．また，Forslid and Ottaviano1) の集積経
済モデルを用いて，安定な自明解を特定するとともに，集積形態と安定性の関係を議論する．

Key Words: square lattice, economic agglomeration, replicator dynamics, group-theoretic method

1. はじめに

(1) 背景

大規模交通インフラ整備等，経済効果が空間的に偏

在する計画案の便益評価を合理的に行うことを目的と

して，空間応用一般均衡 (SCGE)モデルが構築されて

きた．それらの多くは，人口の都市間移動を捨象する

など，短中期的な予測を前提としたものである．一方

で，より長期的な予測を考えるとき，人口の都市間移

動と集積形成を組み込んだ理論的枠組みとモデルの体

系化が望まれる．

上記の要請に答えうる理論的枠組みとして，新経済地

理学 (NEG)分野において，Dixit and Stiglitz型の独占

的競争による一般均衡に基づく人口の都市間移動と集積

形成を記述可能な一連の数理モデルが構築されている．

本論文では，それらを集積経済モデルと呼ぶ．集積経済

モデルは，都市間の輸送費用の減少に伴う人口集積のメ

カニズムを説明することができる．その知見は，Fujita

et al.2)，Baldwin et al.3)，Combes et al.4)，Fujita and

Thisse5)，佐藤他6)，曽・高塚7)等により，専門書とし

てまとめられるに至っている．特にKrugman8)は，二

次元経済空間を仮定した集積経済モデルを用いれば，中

心地理論9),10)で予測された規則的な空間分布パターン

を示すことも可能だと推論している．経済学的根拠に

立脚した集積経済モデルの分析を通して，二次元・多

都市の枠組みにおける人口集積の空間分布パターンの

形成メカニズムを統一的に解明することは，重要な基

礎的研究課題である 1．

(2) 本研究の目的

集積経済モデルの分析においては，一般に，均衡解

の分岐が発生する．分岐とは，モデルの構造パラメー

タの変化に伴い，解の安定性と個数が不連続的に変化

する現象である．特に，多くの都市数を扱った多都市モ

デルの支配方程式は，分岐が次々に発生する複雑系と

なり，均衡解の解析的な分析は事実上困難となる．この

ことから，多都市モデルの分析は必然的に数値計算に

頼ることになるが，膨大な試行錯誤を要するうえ，得

られる情報量は必ずしも多くない．

Ikeda et al.17)は，周期的な空間を仮定した多都市モ

デルの集積挙動が，自明解に着目することで統一的に

理解できることを示した．自明解とは，モデルの構造

パラメータの値に依存することなく空間分布パターン

1 近年，久武・山崎11)，佐藤他12)，石倉13)，高山他14),15),16)

等により，NEGの知見を応用した SCGEモデルも開発されつ
つある．これらのモデルによる評価を適切に実施するための前
提としても，人口集積に関する一般的特性の解明は重要となる．
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図–1 正方形格子状経済 (都市数 K = 92 = 81)

図中の点は都市を，実線は交通リンクを表す．

を保持し，常に支配方程式を満たす解である．自明解

は，分岐現象の詳細に左右されず，対象とする系の対

称性に基づいて特定することが可能なため，均衡解を

合理的・体系的に発見する上でも有用である．

本研究の目的は，多都市モデルの分析における自明

解という視点の重要性を，境界を与えた非周期的な空

間において確認することである．そのために，自明解

の体系的な発見法として，群論的概念である軌道分解

を利用した方法論を提案する．提案する方法論自体は，

群同変な系であれば一般に適用可能であるが，本研究

では例として，境界を与えた有限格子による正方形格

子状経済を仮定する．これは，図–1に示すような二次

元都市経済システムである．

本研究では，上記の正方形格子状経済を仮定した多

都市モデルの自明解を特定し，多様な空間分布パターン

が発現することを示す．さらに，自明解の安定性解析を

通して，安定な空間分布パターンを特定するとともに，

それらがモデルの集積挙動を理解する上で重要となる

ことを示す．なお，解の安定性はモデルの具体形に依

存する．本研究では例として，Forslid and Ottaviano

モデルを利用する．

本論文の構成は以下のとおりである．次節では，集

積経済モデルの挙動を分析した関連研究を紹介する．2.

では，本研究で分析するモデルを定式化する．3.では，

正方形格子状経済を定式化する．また，支配方程式が

持つ群同変性に基づき，自明解を特定する．4.では，計

算分岐理論に基づく安定性解析手法によって自明解を

分析し，安定な空間分布パターンを特定する．5.は結

びである．

(3) 関連研究と本研究の位置づけ

集積経済モデルには様々なバリエーションが存在す

る．大澤他18)，大澤・赤松19)，Akamatsu et al.20)は，

競技場経済を仮定したモデルの分岐特性を分析し，発

現しうる空間分布パターンがモデルの数理的構造に依

存することを示すとともに，数理的構造に応じたモデ

ル分類の重要性を論じている．その上で，本研究で着

目する自明解は，経済空間の対称性に起因した空間分

布パターンであり，モデルの数理的構造の子細に依ら

ず存在するという特徴を持つため，モデル依存性を検

討するための基礎となりえる．

Ikeda et al.21),22),23)は，正三角格子状経済空間を仮

定したモデルの分析を試みており，正六角形状の規則

性を持つ空間分布パターンの発現など，人口集積のメ

カニズムを解明する上で示唆に富んだ結果を示してい

る．しかし，複雑な分岐現象が妨げとなり，多くの試行

錯誤的な数値計算によってモデルの均衡解を断片的に

示すに留まっている．モデルの集積挙動の全貌を把握

するためには，従来行われてきた均衡解を数値的・局

所的に発見するアプローチではなく，均衡解を体系的

に発見するアプローチが必要となる．その上で，本研

究で着目する自明解は，支配方程式が持つ群同変性の

観点から合理的・体系的に特定することが可能である．

また，Ikeda et al.21),22),23)で発見された安定な均衡解

に関して，実はその大半が自明解であることは注目す

べき事実である．

集積経済モデルにおいてどのような空間分布パター

ンが発現するかに関する研究が蓄積され，その結果と

して，空間周期倍化分岐と呼ばれる特徴的な分岐現象

の存在が指摘されてきている．これは，人口集積の起

こる都市と人口分散の起こる都市が互い違いとなった

空間分布パターンを形成する分岐現象である．Ikeda et

al.24)，Akamatsu et al.25)，Osawa et al.26)，Tabuchi

and Thisse27)は，競技場経済において，空間周期倍化分

岐が繰り返し発生することを示している．また，Ikeda

et al.17)は，正方形格子状経済空間においても，競技場

経済と類似した空間周期倍化分岐が生じることを確認

している．その上で，空間周期倍化分岐によって形成

される空間分布パターンは，本研究で着目する自明解

にあたる．

2. モデル

本章では，本研究で分析する集積経済モデルの均衡

条件を定式化する．ただし，モデルの具体形について

は，付録 Iに詳細を示す．また，均衡状態に至るまでの

調整過程を記述する replicator dynamicsを導入する．

(1) 均衡条件の定式化

K 個の都市が存在する都市経済システムを考え，利

得関数 v : ∆ → RK を定義する．ここで，∆ = {λ ∈
RK

+ |
∑K

i=1 λi = 1} は K − 1次元の単体，λi は都市 i

の人口，λ = (λ1, . . . , λK)は人口分布である．立地主

体は，自身が得る利得を最大化するように都市間を移
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動する．このとき，均衡条件は以下のように定式化さ

れる： v∗ − vi(λ) = 0 if λi > 0

v∗ − vi(λ) ≥ 0 if λi = 0
(1)

ただし，λ ∈ ∆．ここで，v∗ は均衡状態における利得

水準である．

(2) Replicator dynamicsの下での支配方程式

人口分布 λは，replicator dynamicsと呼ばれる以下

の微分方程式に従って変化するものと仮定する：

λ̇ = F (λ, τ) = {Fi(λ, τ) | i = 1, . . . ,K} (2)

Fi(λ, τ) = (vi(λ, τ)− v̄(λ, τ))λi (3)

ここで，v̄ =
∑n

i=1 λivi は平均利得である．また，式

中において，パラメータ τ ∈ (0,∞)を明示的に記して

いる．

均衡条件 (1)を満たす安定な均衡解を決定する問題

は，replicator dynamicsの安定な停留点を決定する問

題に変換できる 2．停留点 (λ∗, τ)は，以下の支配方程

式により決定される：

F (λ∗, τ) = 0 (4)

(3) 停留点の分類

支配方程式 (4)を満足する停留点を，その性質に応じ

て，以下に述べるように分類する．

a) 安定解と不安定解

Jacobi行列

J(λ∗, τ) =
∂F

∂λ
(λ∗, τ) (5)

の固有値を調べることにより，停留点 (λ∗, τ)の安定性

を以下のように分類できる：{
安定解： J の全ての固有値の実部が負

不安定解： J の 1つ以上の固有値の実部が正

b) 内点解と端点解

停留点 (λ∗, τ)は，λ∗ の成分を並べ替えることによ

り，一般性を失うことなく，

λ̂ =

[
λ+

λ0

]
(6)

と書き換えられる．ここで，

λ+ = {λi | λi > 0, i = 1, . . . ,m}, λ0 = 0 (7)

である．このとき，停留点を以下のように分類できる：{
内点解： m = K

端点解： m < K

ここで，内点解は全ての都市の人口が正であり，端点

解は一部の（具体的にはK −m個の）都市の人口が 0

である 3．

2 Sandholm28) Chap.4 を参照されたい．
3 端点解の安定性に関して，付録 II に詳細を示す．

c) 自明解と非自明解

支配方程式 (4) を満足する解曲線として，停留点

(λ∗, τ)を以下のように分類できる：{
自明解： λ∗ = λ̄

非自明解： λ∗ = λ∗(τ)

ここで，λ̄は一定の人口分布パターンであり，τ の値に

よらず常に支配方程式の解となる．一方，λ∗(τ)は τ の

値により変化する解である．

1.で述べたように，本研究では自明解の存在に着目

し，モデルが示す多様な空間分布パターンを明らかに

する．特に，安定となる自明解に主眼を置く．

定義 1 (幾何学的安定パターン) 安定となる自明解を，

幾何学的安定パターンと定義する．

3. 正方形格子状経済における自明解

本章では，境界を与えた有限格子による正方形格子

状経済を定式化する．また，正方形格子状経済におい

て，支配方程式が群に関する同変性を持つことに着目

し，群論的概念である軌道分解を導入することにより，

自明解を体系的に特定する．

(1) 正方形格子状経済の定式化

都市数 K = n2 の正方形格子状経済における各都市

の位置座標の集合Hn を

Hn = {xℓ1+yℓ2 | x, y ∈ Z, −n−1
2 ≤ x, y ≤ n−1

2 } (8)

によって与える．ただし，本研究では nが奇数である

場合のみを考える 4．ここで，

ℓ1 = d(1, 0)⊤, ℓ2 = d(0, 1)⊤ (9)

であり，d > 0は隣接する都市間の経路距離である．ま

た，Zは整数の集合である．正方形格子状経済は，dを

用いて，都市 ij 間の最短経路距離 tij を具体的に与え

ることにより，支配方程式 (4)の中に組み込まれる（付

録 I，式 (I.1)参照）．

(2) 支配方程式の同変性

正方形格子状経済の対称性は，4 次二面体群 D4 に

よって記述される：

D4 = {e, r, r2, r3, s, sr, sr2, sr3} (10)

ここで，rは時計回りの π/2回転変換，sは x軸に関す

る鏡映変換である．

正方形格子状経済のもとでは，支配方程式 (4)が D4

に関する同変性

T (g)F (λ, τ) = F (T (g)λ, τ), g ∈ D4 (11)

4 n が偶数の場合，後述の軌道分解が簡素化されるため，より容
易に分析できる．
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を持つ．ここで，T (g) (g ∈ D4)は D4の変換作用を記

述する表現行列である 5．

(3) 同変性に基づく分析

本研究で取り上げる正方形格子状経済をはじめ，支

配方程式がある群Gに関する同変性を持つ都市経済シ

ステム（以下，G-同変な系と呼ぶ）に対しては，以下

に述べる一般論が適用できる．なお，次節において，正

方形格子状経済への適用を具体的に示す．

a) 支配方程式の自明解

G-同変な支配方程式には，τ の値によらず常に支配

方程式の解となる自明解が存在する．自明解の候補と

なるのは，m個の都市に均等に人口が分布する端点解

λ̂ =

[
λ+

λ0

]
=

[
1
m1

0

]
(12)

である．ここで，以下の命題が成り立つ 6．なお，証明

は付録 IVに示す．

命題 1 ある端点解 (12)に関して，λ+ が Gの部分群

G′ に関する不変性

T+(g)λ+ = λ+, g ∈ G′ (13)

を満たし，かつ，T+(g) (g ∈ G′)によって λ+ の任意

の 2成分を互いに置換可能であるとする．このとき，そ

の端点解はG-同変な支配方程式の自明解となる．ここ

で，T+(g) (g ∈ G′)は G′ の表現行列である．

b) 都市経済システムの軌道分解

命題 1を援用して自明解を特定する上で，格子節点

に位置する都市群の軌道分解が重要な役割を果たす．軌

道分解とは，G-同変な支配方程式に対し，Gの部分群

G′によって定義される群論的概念であり，直観的には，

幾何学的条件によって都市を分類するものである．以

下に，軌道および軌道分解の定義を示す．

定義 2 (軌道) 都市を P = {1, . . . ,K}という集合で表
し，ある部分集合 Pl ⊂ P を考える．Pl に含まれる都

市に関して，部分群G′の変換作用によって任意の 2都

市を互いに置換可能であるとき，Pl を G′ に関する軌

道と呼ぶ．

一般に P ̸= Pl であり，P は G′によって複数の軌道

に分割される．これを軌道分解と呼ぶ：

定義 3 (軌道分解) 集合 P を

P =
∪
l∈L

Pl (14)

という直和で表すことを，G′に関する軌道分解と呼ぶ．

ここで，Pl (l ∈ L)は G′ に関する軌道である．また，
5 表現行列および同変性に関して，付録 III に補足を示す．
6 Ikeda et al.17) p.16 を参照されたい．

L = {1, . . . , L′}であり，L′ は G′ に関する軌道の総数

である．

ここで，軌道分解の定義および命題 1より，以下の

命題が成り立つ．なお，証明は付録 Vに示す．

命題 2 ある端点解 (12)に関して，λ+に対応するm個

の都市が，G′ に関する同一の軌道 Pl に含まれており，

かつ，m = |Pl|を満たすとする．このとき，その端点
解は自明解となる．ここで，|Pl|は Plの要素数（Plに

含まれる都市の総数）である．

任意の 2都市を互いに置換可能であるということは，

直観的には，地理的条件が全ての都市で等しいという

ことであり，そうした人口分布が停留点となることは

明らかである．上記の命題 2は，この直観を群論のこ

とばで定式化したものである．

(4) 正方形格子状経済の軌道分解

正方形格子状経済の対称性を記述する 4次二面体群

D4 に対して命題 2を適用するために，D4 およびその

部分群に関する軌道分解を求める．なお，軌道分解を

具体的に求めるに当たり，都市数K を指定する必要が

ある．本研究では具体的に，都市数 K = 81（図–1参

照）を取り上げる．

D4に関する軌道分解を図–2に示す．D4に関する軌

道はP1, . . . , P15の 15種類であり，それらは図中に示す

Type 0，Type 1M，Type 1V，Type 2に分類される．

ここで，各タイプの図は，同心の正方形により正方形格

子状経済を簡易的に表しており，正方形上のマーカー

が都市を表している．また，同一の正方形上の都市のう

ち，同一のマーカーで表されている都市が，同一の軌道

に含まれる．これを踏まえ，D4に関する軌道は，原点

に位置する都市のみを含むType 0 (P1)，正方形の頂点

に位置する都市を含むType 1V (P2, . . . , P5)，正方形の

辺の中点に位置する都市を含むType 1M (P6, . . . , P9)，

上記タイプ以外で原点からの距離が等しい都市を含む

Type 2 (P10, . . . , P15)の 4タイプに分類される．

D4の部分群に関する軌道分解の結果については，付

録 VIに示す．なお，D4 の部分群は以下のように与え

られる 7：

Dl
m = {r4i/m, srl−1+4i/m | i = 0, 1, . . . ,m− 1}(15)

Cm = {r4i/m | i = 0, 1, . . . ,m− 1} (16)

ここで，Dl
m (m = 1, 2, l = 1, 2, . . . , 4/m)はm次二面

体群であり，lは鏡映変換における軸の方向を表す．ま

た，Cm (m = 1, 2, 4)はm次巡回群である．

7 Ikeda and Murota30) p.210 を参照されたい．
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a) Type 0 b) Type 1V c) Type 1M d) Type 2

図–2 D4 に関する軌道分解

P1

a) Type 0

P2 P3 P4 P5

b) Type 1V

P6 P7 P8 P9

c) Type 1M

P10 P11 P12 P13 P14 P15

d) Type 2

図–3 D4 に関する軌道に対応した自明解

(5) 正方形格子状経済における自明解

前節および付録 VIにおいて，D4 およびその部分群

に関する軌道分解を示した．本節ではそれらの結果を

もとに，都市数 K = 81の正方形格子状経済における

自明解を特定する．

D4に関する軌道分解の結果および命題 2より，軌道

に対応した，即ち，軌道に含まれる都市に均等に人口

が分布した，図–3に示す 15種類の自明解が特定され

る．ここで，図中の円の大きさはその都市における人

口の大きさを表す．

D4の部分群に関する軌道分解においても同様に，軌

道に対応した自明解が特定される．例えば，C1に関す

る軌道分解（付録 VI，図–15参照）においては，全て

の都市が異なる軌道に分解されることから，任意の都

市における人口の一極集中は自明解となる．

4. 正方形格子状経済における幾何学的安定
パターン

本章では，具体的な集積経済モデルとして，Forslid

and Ottavianoモデルを取り上げ，正方形格子状経済に

おける幾何学的安定パターンを特定する．また，数値

計算によってモデルの均衡経路を大域的に解析し，集

積挙動を理解する上で幾何学的安定パターンの重要性
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図–4 幾何学的安定パターンおよび安定なパラメータ τ の区間 (σ = 5.0, µ = 0.4)

が高いことを示す．

数値計算を行うに当たり，モデルの初期条件として

は，代替の弾力性 σ = 5.0，工業財への出資割合µ = 0.4

を与えた．また，簡単のために，工業財の生産関数の

パラメータは α = β = 1とし，隣接する都市間の経路

距離は d = 1/9とした．

(1) 幾何学的安定パターンの特定

計算分岐理論に基づく局所安定性解析手法29)を用い

て，3.で特定した自明解の安定性を解析した．得られた

幾何学的安定パターンと，それらが安定となる構造パ

ラメータ τ の区間を図–4にまとめる．なお，グラフの

縦軸に記した呼称について，例えば「D4-Type 1M-P8」

の場合は，「D4に関する軌道分解における Type 1Mの

軌道 P8」に対応していることを意味する．

図–4より，τ が高い区間では，D4に関する軌道に対

応した 4極パターンが安定化している．τ が低下する

につれて，より対称性の低い部分群であるD1
2・D2

2・C2

に関する軌道に対応した 2極パターンが安定化するよ

うになる．更に τ が低下した区間では，特定の都市へ

の完全な集積を意味する一極集中パターンのみが安定

化しており，特に，中央の都市への一極集中パターン

(D4-Type 0-P1)は，安定化傾向が顕著となっている．

上記の解析結果に基づけば，τ が高い区間では空間的

にある程度分散したパターンの安定化傾向が高く，τ が

低い区間では空間的に密集したパターンの安定化傾向

が高いと結論できる．なお，図–4に示す以外の自明解

は，τ の値によらず不安定となった．但し，安定区間は

モデルの初期条件（σおよび µ）に依存して決まること

には注意を要する．

(2) 分散状態からの均衡経路追跡

本節では，本研究で着目する自明解と，既存研究で

利用されてきた数値計算によって得られる均衡経路と
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c) 均衡解の変遷

図–5 分散状態からの均衡経路

の関係を検討する．

数値計算によって得られた均衡経路を図–5 a)および

b)に示す．なお，これらは同一の解析結果を示したもの

であり，グラフの縦軸として a)では中央の都市人口を，

b)では座標 (0, 2)の都市人口をとっている．また，安

定解は実線で，不安定解は破線で示している．図–5 a)

および b)からは，{
経路 1： a → b → c → d → e

経路 2： f → g → h → i → j → k

という均衡経路が安定となっていることを確認できる．

まず，経路 1は，一極集中へとつながる均衡経路で

ある．τ が高い区間では安定解が見られず，τ の低下に

伴い，核都市および衛星都市の形成を意味する空間分

布（状態 a）が安定化する．更に τ が低下することによ

り，一極集中パターン（状態 e）に至る．

次に，経路 2は，既存研究においてもよく見られる，

一様分散状態に近い空間分布を初期状態とした均衡経

路である．τ が高い区間では一様分散状態に近い空間分

布（状態 f）が安定化する．τ の低下に伴い，特定の都

市への集積が進展し，4極パターン（状態 k）に至る．

更に τ が低下することにより，2極パターン（状態 l），

もしくは，中央の都市への集積過程（状態 m）を経て

一極集中パターン（状態 e）に至る．

均衡経路における均衡解の変遷の様子を図–5 c)に示

す．これより，τの変化による人口移動は，同一の軌道に

含まれる都市ごとに進展することが分かる．例えば，経

路 1に関して，状態 aは図–6 a)に示す 3つの軌道に対

応した成分の合成と捉えられる．状態 aから τ が低下す

ることにより，D4-Type 1M-P8の人口が分散し，状態

cに至る．そして，状態 cから τ が低下することにより，

D4-Type 2-P13の人口が分散し，幾何学的安定パターン

である状態 eに至る．ただし，D4-Type 2-P13の人口は
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= + +

状態 a D4-Type 0-P1 D4-Type 1M-P8 D4-Type 2-P13

a) 状態 aの考察

= +

D4-Type 2-P13 C4-Type 2-P13 C4-Type 2-P13’

b) D4-Type 2-P13 の考察

図–6 軌道に着目した考察

一挙に分散せず，C4-Type 2-P13 の人口のみが分散し，

状態 dを経て状態 eに至っている．D4-Type 2-P13に対

応した成分は，図–6 b)に示すように，2つの軌道に対

応した成分の合成と捉えられる．状態 dを経ているの

は，状態 cから τ が低下した瞬間に，C4-Type 2-P13の

人口が分散する方向への分岐を生じるためである．な

お，状態 dにおいては，状態 a～cにおいて保持されて

きた D4 に関する不変性を失い，その部分群である C4

に関する不変性を持つことになる．

経路 2に関しても同様に，人口移動は同一の軌道に

含まれる都市ごとに進展している．集積・分散の結果

としてたどり着く状態 kは幾何学的安定パターンであ

り，状態 kから変遷しうる状態 eおよび lも幾何学的安

定パターンである．

軌道に沿って人口集積・分散が進展したのち幾何学

的安定パターンに至るという上記の性質は，正方形格

子状経済の対称性に起因するものと考えられ，τ の変化

に伴う人口集積・分散のメカニズムに関する一般的な

知見だといえる．ただし，どの軌道に沿って集積・分散

が進展していくかは，τ が高い区間においてどのような

空間分布であったかに依存している．

以上の解析結果・考察に基づけば，正方形格子状経

済における集積・分散の進展は，軌道に着目すること

によって把握可能である．そして，集積・分散の結果と

してたどり着く空間分布は，幾何学的安定パターンに

よって把握可能である．

ここで，図–5に示した均衡経路においては，非自明

解が卓越している部分もある．しかし，非自明解に関

しても，τ が高い区間では空間的にある程度分散したパ

ターンが安定化し，τ が低い区間では空間的に集中した

パターンが安定化するという，幾何学的安定パターン

と同様の傾向が見られる．即ち，幾何学的安定パター

ンにより，均衡経路の概況は把握できている．また，τ

の値に応じて複雑に変化する非自明解を詳細に追跡し

て安定性を調べるよりも，網羅的に自明解の安定性を

調べる方が効率的であり，かつ得られる情報量も多い

といえる．

なお，図–6に示した具体例のように，非自明解は軌

道に対応した成分の合成として表せる．これは，非自

明解が，自明解の線形和として表せることを意味する．

また，τ の変化に伴う非自明解の変化は，自明解の線形

和の重みの変化によって表すことができる．即ち，自

明解は非自明解の基底を与えるものと捉えられる．

5. おわりに

本研究では，集積経済モデルを用いた人口集積分析

における，自明解という新しい視点を提案した．そし

て，試行錯誤的な数値計算を用いて均衡解を発見して

いく従来のアプローチに比べ，合理的・体系的にモデ

ルの挙動が把握できるようになることを示した．本研

究で行ったこれらの議論は，モデルの子細に依存して

いないため，汎用性のある一般論となる．即ち，群に

よって記述される対称性を持つ経済空間でさえあれば，

本研究と同様の理論展開により，自明解および幾何学

的安定パターンを特定可能である．

今後の課題として，周期境界を与えた無限格子によ

る格子状経済において，自明解および幾何学的安定パ

ターンを特定する必要がある．また，均衡解の安定性

はモデルのバリエーションや初期条件の値に依存する

ため，それらが変化したとき，幾何学的安定パターン

にどのように影響するかについても分析する必要があ

る．これらは正方形格子のみならず，正三角形格子に

関しても未解決であるため，重要な研究課題である．
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付録 I モデルの詳細

本研究で取り上げる Forslid and Ottavianoモデルの

詳細を示す．なお，短期均衡における諸々の関係式の

導出については，Ikeda et al.17) を参照されたい．

(1) 基本設定

a) 労働者

労働者は，skilled workerと unskilled workerに分類

される．skilled workerは，居住する都市を自由に選択す

る移動主体であり，skilled workerの総人口は 1とする．

なお，本文中で単に「人口」と述べた場合には，「skilled

workerの人口」を指している．unskilled workerは，自

らが居住する都市を選択できず，各都市に一様に分布

しており，各都市における unskilled workerの人口は 1

とする．

b) 都市経済システム

離散的なK 個の都市からなる都市経済システムを考

える．財の生産部門には，農業部門と工業部門が存在

する．農業部門は，収穫一定の技術により，unskilled

workerの労働を生産要素として 1種類の同質な財を生

産する，完全競争的な部門である．工業部門は，収穫逓

増の技術により，skilled workerと unskilled workerの

労働を生産要素として差別化された財を生産する，独

占競争的な部門である．

c) 輸送費用

ある都市で生産された財は他の都市へと輸送でき，ど

の都市においても消費できる．農業財には輸送費用が

かからない．一方，工業財には氷塊型の輸送費用がか

かり，1単位の工業財を都市 iから j に輸送するとき，

1/τij 単位だけが到達する．τij は以下のように定義さ

れる：

τij = exp (τtij) (I.1)

ここで，τ は輸送費用パラメータ（モデルの構造パラ

メータ），tij は都市 ij 間の最短経路距離である．

(2) 短期均衡

skilled workerが都市間を移動しない短期間での均衡

状態を考え，これを短期均衡と呼ぶ．短期均衡におけ

る都市 iの価格指数 ρi は，以下のよう与えられる：

ρi =
σβ

σ − 1

 1

α

K∑
j=1

λjdji

1/(1−σ)

(I.2)

ここで，σ (> 1)は代替の弾力性であり，αおよび βは

工業財の生産関数のパラメータである．また，dij は都

市 ij 間の交易条件を表す指標であり，

dji = τ1−σ
ji (I.3)

である．

都市 iの均衡賃金 wiは，以下の関係式によって与え

られる：

wi =
µ

σ

K∑
j=1

dij
∆j

(wjλj + 1) (I.4)

ここで，µは消費者の工業財への出資割合である．ま

た，∆iは都市 iの工業財市場の規模を表す指標であり，

∆i =

K∑
k=1

dkiλk (I.5)

である．

都市 iの間接効用関数 viは，以下のように与えられる：

vi =
µ

σ − 1
ln[∆i] + ln[wi] (I.6)

この間接効用関数 (I.6) を用いることにより，skilled

workerの都市間移動を考慮した均衡条件 (1)が定式化

される．ただし，ここでは分析に影響を及ぼさない定

数項を省略した．

付録 II 端点解の安定性

支配方程式 (4)および Jacobi行列 (5)は，一般性を

失うことなく，

F̂ =

[
F+(λ+,λ0, τ)

F0(λ+,λ0, τ)

]
, Ĵ =

[
J+ J+0

O J0

]
(II.1)

のように書き換えられる．ここで，

J+ = diag(λ1, . . . , λm){∂(vi−v̄)
∂λj

| i, j = 1, . . . ,m}
(II.2)

J+0 = diag(λ1, . . . , λm)

×{∂(vi−v̄)
∂λj

| i = 1, . . . ,m; j = m+ 1, . . . ,K}
(II.3)

J0 = diag(vm+1 − v̄, . . . , vK − v̄) (II.4)

である．このとき，端点解が安定となるための条件は，

Ĵ の全ての固有値が負となることであり，それは以下

に示す 2つの条件を満たすことと同値である：{
λ+ の安定性条件： J+ の全ての固有値が負

λ0 の存続性条件： J0 の全ての対角成分が負

端点解の安定性は，Ĵ の特異点において変化する．特

異点は，J+が特異行列となる break pointと，J0が特

異行列となる non-break pointに分類できる 8．break

pointにおいて，λ+ の安定性条件が満たされなくなる

ことにより，対称性を喪失した分岐解が発生する．

8 別種の特異点として，τ の極大・極小点も存在するが，本論文
の議論においては重要とならない．
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付録 III 表現行列および同変性に関する補足

(1) D4 の表現行列

Ikeda et al.17) により，周期的な正方形格子状経済

の対称性を記述する群の表現行列が具体的に示されて

いる．本研究で取り上げる非周期的な正方形格子状経

済においても，同様の理論展開により，D4 の表現行

列 T (r)および T (s)の具体形を記述可能である．また，

T (g) (g ∈ D4)は，

T (rj) = {T (r)}j , T (srj) = T (s){T (r)}j (III.1)

によって与えられる．ここで，j = 0, 1, . . . , 3である．

(2) 同変性 (11)の証明

都市をP = {1, . . . ,K}という集合で表す．このとき，
D4 の変換作用は，P = {1, . . . ,K}の置換に対応する．
いま，ある変換作用 g ∈ D4 により，i ∈ P と j ∈ P が

置換されるとする．このとき，間接効用関数 (I.6)の形

状から，

vi(T (g)λ, τ) = vj(λ, τ) (III.2)

v̄(T (g)λ, τ)) = v̄(λ, τ)) (III.3)

を得る．これより，

Fi(T (g)λ, τ) = (vj(λ, τ)− v̄(λ, τ))λj = Fj(λ, τ)

(III.4)

が得られ，この関係式は同変性 (11)を示している．

付録 IV 命題 1の証明

λ+ の成分は，

λ1 = · · · = λm = 1/m (IV.1)

である．表現行列 T+(g) (g ∈ G′)によって，λ+ の任

意の成分どうしが置換できることから，

v1 = · · · = vm (IV.2)

を得る．これより，

v̄ =

m∑
i=1

λivi = vi (IV.3)

が得られ，

vi − v̄ = 0 (i = 1, . . . ,m) (IV.4)

を得る．従って，

F+(
1

m
1,0, τ) = 0 (IV.5)

を得る．また，λ0 の成分は

λj = 0 (i = m+ 1, . . . , n) (IV.6)

である．従って，

F0(
1

m
1,0, τ) = 0 (IV.7)

Type 1M Type 2

図–7 D1
2 に関する軌道分解

を得る．(IV.5)および (IV.7)より，

F̂ (
1

m
1,0, τ) = 0 (IV.8)

を得る．従って，(λ+,λ0, τ) = ( 1
m1,0, τ) は支配方程

式 (4)を満足する自明解である．

付録 V 命題 2の証明

軌道分解の定義から，軌道 Plに関して，「G′の変換作

用により，Plに含まれる任意の 2都市を互いに置換可能

である」という条件が満たされる．これは，命題 2で想

定した端点解に関して，「G′の表現行列 T+(g) (g ∈ G′)

により，Pl に含まれる任意の 2都市に対応した λ+ の

2成分を互いに置換可能である」という条件が満たされ

ることと同値である．また，人口がm個の都市に均等

に分布していることから，G′ に関する不変性

T+(g)λ+ = λ+, g ∈ G′ (V.1)

が満たされる．従って，命題 1における 2つの条件が

満たされることから，命題 2で想定した端点解は自明

解となる．

付録 VI D4の部分群に関する軌道分解

D4 の部分群は，具体的には以下の 9種類である：

D1
2 = {e, r2, s, sr2} (VI.1)

D2
2 = {e, r2, sr, sr3} (VI.2)

D1
1 = {e, s} (VI.3)

D2
1 = {e, sr} (VI.4)

D3
1 = {e, sr2} (VI.5)

D4
1 = {e, sr3} (VI.6)

C4 = {e, r, r2, r3} (VI.7)

C2 = {e, r2} (VI.8)

C1 = {e} (VI.9)

これらの部分群に関する軌道分解を図–7～図–15に示

す．ここで，図中における各タイプの正方形は，D4に

関する軌道分解（図–2参照）における各タイプの正方

形に対応している．D4に関する軌道分解において同一

の軌道に属していた都市が，各タイプの正方形におい
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Type 1V Type 2

図–8 D2
2 に関する軌道分解

Type 1V Type 1M Type 2

図–9 D1
1 に関する軌道分解

Type 1V Type 1M Type 2

図–10 D2
1 に関する軌道分解

Type 1V Type 1M Type 2

図–11 D3
1 に関する軌道分解

て同一のマーカーで表されている都市ごとに，別の軌

道へと分解される．

例えば D1
2 に関する軌道分解（図–7参照）では，

Type 1Vの軌道は変化せず，Type 1Mおよび Type 2

の軌道が 2つに増加し，軌道の総数は 25となる．また，

例えばC1に関する軌道分解（図–15参照）では，全て

の都市が異なる軌道に分解され，軌道の総数は 81とな

る．なお，変化しなかったタイプについては，図を省略

している．また，Type 0の軌道 (P1)については，何れ

の部分群に関する軌道分解においても変化していない．
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