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本研究では，Fujita and Ogawa(1982)モデルをより一般化した集積経済モデルがポテンシャル・ゲームの形
式に帰着できることを明らかにする．集積経済モデルを分析した既往研究によって，安定的に創発する均衡立地
パターンの規則性が明らかにされている．しかし，市場均衡条件を特殊化したケースでの解析であるため，得
られた知見が一般性をもつことは保証できない．既往研究で示された都心形成メカニズムが頑健性を有するこ
とを明らかにするためには，より一般化された市場均衡条件をもつモデルにおいて均衡解の安定性解析が必要
であり，モデルがポテンシャル・ゲームであれば，確率安定性解析が実行可能である．
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1. はじめに

人口や経済活動の空間的分布は社会基盤の経済効果

に多大な影響を与えるため，長期的な政策評価のため

には，経済集積がどこに・どの程度生じるかを予測する

ことが重要である．そのためには，経済活動の集積・分

散現象を説明する理論的基盤の蓄積が必要であり，経

済学的な論理と整合的に都心形成メカニズムを解明す

ることは重要な課題である．

都心形成メカニズムを示した理論として，都市経済学

分野の Fujita and Ogawa1) モデル (以下，FOモデル)

を代表とした一連の研究 (e.g., Ogawa and Fujita2), Fu-

jita3), Lucas and Rossi-Hansberg4), Berliant et al.5),

Berliant and Wang6))が挙げられる．これらのモデル

では，企業と家計という 2種類の立地主体の相互作用

によって，都心が形成されると説明している．しかし，

いずれの研究でも均衡解の安定性については議論され

ていなかった．

近年，Osawa and Akamatsu7)，山口・赤松8)が FO

モデルの安定均衡解として創発する都心形成パターン

には交通費用に依存した規則性が存在することを明ら

かにした．しかし，FOモデルで示された都心形成メカ

ニズムは必ずしも一般性のあるものであるとは保証で

きない．なぜなら，FOモデルは都市の土地供給量や立

地主体の土地需要，労働需要・供給が固定されている

という特殊なモデルであるためである．

集積経済モデルは一般に複数均衡を持つため，均衡

選択を行う必要がある．既往研究7),8) では大域的安定

解を選択するため確率安定性概念を採用している．確

率安定性解析は一般には適用困難であるが，ポテンシャ

ル・ゲームであれば「ポテンシャル最大点と確率安定

解は一致する」(Sandholm9))という定理を利用した解

析が可能である．しかし，FOモデルをより一般化した

集積経済モデルがポテンシャル・ゲームとなるか否か

は明らかにされていない．既往研究で示された都心形

成メカニズムが頑健性を有することを明らかにするた

めには，より一般化したモデルがポテンシャル・ゲー

ムであることを示し，均衡解の安定性解析を通して安

定均衡立地パターンの性質を明らかにすることが必要

である．

本研究では，FOモデルをより一般化した集積経済モ

デルがポテンシャル・ゲームの形式に帰着できること

を明らかにする．具体的には，FOモデルの土地需要・

供給，労働需要・供給を内生変数とした立地均衡モデ

ルを定式化する．そこで，モデルが立地主体の立地が

均衡する長期均衡と，財の需要と供給が均衡する短期

均衡に分解可能であることを示す．そして，短期均衡

には等価最適化問題が存在することを示し，その最適

値関数がモデル全体のポテンシャル関数となることを

明らかにする．

本稿の構成は以下のとおりである．まず，第 2章で

モデルを構築し均衡条件を示す．第 3章ではポテンシャ

ル・ゲームの定義とその性質について述べる．第 4章

ではモデルが短期・長期の問題へと分解可能であるこ
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図–1 経済主体間の関係

とを示した上で，長期均衡がポテンシャル・ゲームで

あることを示す．第 5章では，応用例として，既によ

く知られた立地均衡モデルがポテンシャル・ゲームで

あることを示す．最後に，第 6章で結論と今後の展望

を述べる．

2. モデル

(1) 基本設定

離散的なK 箇所の立地点が存在する空間を考え，立

地点の集合を K ≡ {1, · · · ,K}とする．立地主体は総
数 N の家計と総数M の企業である．企業と家計の間

には雇用関係が存在する．また，各立地点で家計と企

業に対して floor spaceを供給するデベロッパーが存在

する．地点数が 2であるとき (K = 2)，これらの経済

主体間の関係の概略を図–1に示す．本研究では，立地

主体の異質性は考慮せず，それぞれ同質的な行動をと

るものとする．

(2) 経済主体の行動モデル

a) 家計

地点 iに居住し，地点 jで勤務する家計数を nij，家

計分布 n ∈ RK2

+ を nij に対応した列ベクトルとする．

家計は地点 jの企業から賃金Wj を得て，地点 i, j間の

通勤費用 Tij と地点 iの floor地代 Ri を支払う．また，

家計は合成財消費量 zij，floor space消費量 SH
ij，余暇

時間 LH
ij に応じた効用を得る．本研究では，合成財価

格を 1に基準化し，家計の直接効用関数は以下に示す

準線形効用関数で表されるとする：

u(SH
ij , L

H
ij , zij) = zij + f(SH

ij , L
H
ij ) (1)

家計の財消費に関する効用最大化行動は次のように

表される：

vij(Ri,Wj) ≡ max
SH
ij ,L

H
ij ,zij

u(SH
ij , L

H
ij , z) (2)

s.t. Wj(E − LH
ij ) = zij +RiS

H
ij + Tij (3)

予算制約式 (3)の左辺は家計の収入を表しており，余暇

の初期保有量 E から余暇 LH
ij を引いた時間を労働に充

てているものとする．この問題の解は価格変数 Ri,Wj

の関数であり，居住地 i，勤務地 jの家計 1単位あたり

の floor space需要関数及び労働供給関数となる．また，

vij(Ri,Wj)は家計の間接効用関数である．間接効用関

数と需要関数の関係は Royの恒等式より，以下のよう

に表される (導出を付録 Iに示す)：

−SH(Ri,Wj) =
∂v(Ri,Wj)

∂Ri
∀i, j (4)

E − LH(Ri,Wj) =
∂v(Ri,Wj)

∂Wj
∀i, j (5)

さらに家計が居住地 iと勤務地 j を選択する行動は

次の最適化問題と等価である：

max
i,j

vij(Ri,Wj) (6)

家計の行動は以上のような 2段階最適化問題となって

いる．すなわち，家計はまず各居住地・勤務地のペア

で最適な財の消費量を決定し，その結果決まる効用が

最大となる居住地・勤務地のペアを選択する．

b) 企業

企業は floor spaceと労働を生産要素として価格一定

の財を生産する．さらに，企業には正の立地外部性が

あり，空間上の他企業とのコミュニケーション (交流)

によって便益Ai(m)を得る．ここで，m ∈ RK
+ は地点

iに立地する企業数mi を i番目要素にもつ列ベクトル

である．

企業の生産要素の投入量に関する利潤最大化行動は

以下の問題によって表現される：

πi = max
SF
i ,LF

i

{Ai(m) + g(SF
i , LF

i )−RiS
F
i −WiL

F
i }

(7)

ただし，SF
i は立地点 iの企業の土地投入量，LF

i は立

地点 iの企業の労働投入量，g(SF
i , LF

i )は企業の生産関

数であり，産出物の価格は 1に固定している．また，Ai

は企業同士のコミュニケーションによって得られる便

益であり，以下のように定義される：

Ai(m) =
∑
j

Dij ·mj ∀i (8)

ここで，Dij は地点 i, j 間の距離減衰効果1である．

以降の解析で用いるため，企業間交流便益の逆関数

を定義しておこう．式 (8)より Ai はmと 1対 1対応

の定義がなされている．A ∈ RK
+ をAiに対応する列ベ

1 例えば，指数型の距離減衰効果を仮定すると，i, j 間の距離 dij
と企業間交通費用パラメータ τ > 0 を用いて次のように表さ
れる：

Dij = exp(−τdij) (9)

すなわち，多数の企業が近接して立地するほど，企業はより大
きな便益を得ることができる．
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クトル，Dij を (i, j)成分にもつ行列をD ∈ RK×K
+ と

すると，企業間交流便益A(m) = Dmの逆関数は，

m = D−1A ⇔ mi =
∑
j

D−1
ij Aj ∀i (10)

と表される．ただし，D−1
ij は行列Dの逆行列D−1の

(i, j)成分である．

式 (7)の問題の解は価格変数 Ri,Wi と企業間交流便

益 Ai(m)の関数である．いまmを与件とすると，地

点 iの 1企業当たりの floor space・労働の需要関数は

Hotellingの補題より，以下のように与えられる：

SF (Ri,Wi) =− ∂π(Ri,Wi)

∂Ri
(11)

LF (Ri,Wi) =− ∂π(Ri,Wi)

∂Wi
(12)

さらに，企業は以下の利潤最大化行動により立地点 i

を選択する：

max
i

πi(Ri,Wi, Ai(m)) (13)

企業の行動も家計の行動と同様に 2段階最適化問題と

なっている．すなわち，企業はまず各立地点で最適な

財の投入量を決定し，その結果決まる利潤が最大とな

る立地点を選択する．

c) デベロッパー

デベロッパーは各立地点で不在地主から借りた単位

面積の土地を開発し，完全競争のもとで floor spaceを

家計と企業に供給する．デベロッパーは利潤 πdを最大

化するように立地点 iの floor space供給量 Siを決定す

る．Hotellingの補題より，floor space供給関数：

Si = Q(Ri) =
∂πd(Ri)

∂Ri
∀i (14)

を得る．逆需要関数を

Ri = Q−1(Si) ∀i (15)

と定義する．

(3) 均衡条件

本モデルの均衡状態は，以下の条件が同時に満たさ

れた状態である．

a) 空間均衡条件

企業が立地選択に関して均衡状態であるならば，ど

の企業も立地点を変更する動機を持たない：{
π∗ − πi = 0 if mi > 0

π∗ − πi ≥ 0 if mi = 0
∀i, j ∈ K (16)

消費者が立地選択に関して均衡状態であるならば，ど

の消費者も居住地・勤務地を変更する動機を持たない：{
v∗ − vij = 0 if nij > 0

v∗ − vij ≥ 0 if nij = 0
∀i, j ∈ K (17)

ただし，π∗, v∗は内生的に決定する均衡利潤，均衡効用

である．

b) 市場均衡条件

Floor space市場は，正の地代がついていれば，需要

と供給が一致する．

Q(Ri) =
∑
j∈K

SH(Ri,Wj) · nij + SF (Ri,Wi) ·mi

if Ri > 0

Q(Ri) ≥
∑
j∈K

SH(Ri,Wj) · nij + SF (Ri,Wi) ·mi

if Ri = 0

∀i ∈ K (18)

労働市場は，正の賃金がついていれば，需要と供給が

一致する．

∑
i∈K

(E − LH(Ri,Wj)) · nij = LF (Rj ,Wj) ·mj

if Wj > 0∑
i∈K

(E − LH(Ri,Wj)) · nij ≥ LF (Rj ,Wj) ·mj

if Wj = 0

∀j ∈ K (19)

Floor space・労働市場の需給均衡条件から均衡地代Ri，

均衡賃金Wj が内生的に決定する．

c) 立地主体の保存則

本モデルでは閉じた都市を想定する．つまり，他都

市からの企業・家計の流入・流出はないものとする．各

経済主体数について以下の保存条件が成り立つ：∑
i∈K

mi = M (20)∑
i∈K

∑
j∈K

nij = N (21)

3. ポテンシャル・ゲーム

ポテンシャル・ゲームとは利得関数のベクトル場にポ

テンシャルが存在する集団ゲームであり，非常に有用

な性質を持つ．本研究で扱うような立地均衡モデルは

一般に集団ゲームとして解釈可能である．具体的には，

立地主体である企業や家計は集団ゲームのエージェン

ト，利潤関数や効用関数が利得関数に対応する．さら

に，ポテンシャル・ゲームであれば，Sandholm9)に示

されている確率安定性の理論に基づいて，均衡解の安

定性解析を行うことができる．

(1) 集団ゲームの定義

集団ゲームとは，有限かつ非常に多数のエージェン

ト集団の集合と有限の戦略集合で構成されるゲームで

ある．各エージェントは集団ごとに共通の戦略集合と利

得関数をもち，自らの利得を最大化するように行動す

る．集団の集合を P = {1, 2, ..., p}，集団 pのエージェ

ントの純粋戦略集合を Sp = {1, 2, ..., np} とする．全

第 58 回土木計画学研究発表会・講演集

 3



集団の純戦略の総数を
∑

p∈P np = n とする．各エー

ジェントは純粋戦略をとるとし，起こりうる集団状態

の集合は X ≡ {x ∈ Rn
+|

∑
i∈Sp x

p
i = xp} である．こ

こに，xp
i ∈ R+ は集団 pで戦略 i ∈ Sp をとるエージェ

ント数であり，集団状態 x は xp
i に対応する列ベクト

ル，xp ∈ R+ は集団 pのエージェント数である．さら

に，集団状態 xのときに戦略 i ∈ Sp をとる集団 pの

エージェントの利得関数を F p
i (x)とする．各戦略の利

得関数を要素に持つベクトル値関数を F : X → Rnと

定義する．集団の集合，戦略集合，実行可能な集団状

態，利得関数の 4つの要素で集団ゲーム Gは定義され，
G ≡ (P,S,X ,F )と表す．

集団ゲームのナッシュ均衡は以下のように定義される．

定義 1 集団ゲーム G = (P,S,X ,F )の状態 x ∈ X が
ナッシュ均衡となるのは，以下の変分不等式を満たす

ときである：

(y − x) · F (x) ≤ 0 ∀y ∈ X (22)

(2) ポテンシャル・ゲームの定義と性質

ポテンシャル・ゲームとは，ポテンシャル関数を持つ

集団ゲームである．

定義 2 ポテンシャル・ゲームとは，以下の等式を満た

すポテンシャル関数 Z : X → Rが存在する集団ゲー
ム G である：

∂Z(x)

∂xp
i

= F p
i (x) ∀i ∈ Sp, p ∈ P (23)

すなわち，ポテンシャル・ゲームとは利得関数のベク

トル場 F のスカラーポテンシャル Zが存在するゲーム

である．Sandholm10)によると，ポテンシャル・ゲーム

は以下の性質を持つ：

定理 1 集団ゲーム G をポテンシャル関数 Z を持つポ

テンシャル・ゲームとする．ナッシュ均衡の集合は，最

大化問題 max
x∈X

Z(x)の Karush-Kuhu-Tucker条件を満

たす状態の集合と一致する．

4. ポテンシャル・ゲームとしての表現

本モデルの均衡問題は短期・長期の問題から構成さ

れていると考えることができる．短期では企業・家計の

立地パターンを与件として，財価格および財の需要量・

供給量が決定する．長期では，各財の価格・数量を与件

として，企業と家計が立地を選択する．本章では，(1)

で短期均衡の等価最適化問題が構築可能であることを

示す．さらに短期均衡の最適値関数を用いて，(2)で長

期均衡がポテンシャル・ゲームとして解釈可能である

ことを示す．

(1) 短期均衡

短期では企業分布m，家計分布 nを与件として，市

場均衡条件から財価格R,W および財の需要量・供給量

X が決定する．ここにX ≡ [S,SF ,LF ,SH ,LH ]T ∈
R3K+2K2

であり，S,SF ,LF ∈ RK は各々Si, S
F
i , LF

に対応した列ベクトル，SH ,LH ∈ RK2

は各々SH
ij , L

H
ij

に対応した列ベクトルである．また，R,W ∈ RK は

各々Ri,Wi に対応した列ベクトルである．ここで，短

期均衡を次のように定義しよう．

定義 3 短期均衡とは (m,n)を与件として式 (18),(19)

を満たす (X,R,W )である．

本モデルでは短期均衡の等価最適化問題を構築可能

である．まず，数量変数X を未知変数とした問題を以

下の補題に示す．

補題 1 短期均衡ではX は以下の最適化問題の解とし

て与えられる：

[ME-P] max
X≥0

ZP (X|m,n)

s.t. Si −
∑
j

SH
ij nij − SF

i ·mi ≥ 0 ∀i ∈ K (24)

∑
i

(E − LH
ij )nij − LF

j ·mj ≥ 0 ∀j ∈ K (25)

where

ZP (X|m,n)

=
∑
i

g(SF
i , LF

i ) ·mi +
∑
j

∑
i

miDijmj

+
∑
i

∑
j

f(SH
ij , L

H
ij ) · nij −

∑
i

∑
j

Tij · nij

−
∑
i

∫ Si

0

Q−1(ω)dω (26)

目的関数の第 1,3,5項によって社会的余剰の総和が表現

され，[ME-P]はその最大化問題となっている．なお，

第 2,4項はX とは無関係の定数項であり，それぞれ企

業間交流便益の総和，家計の通勤費用の総和を表して

いる．短期均衡のみを考えるのであれば冗長な表現で

あるが，これは長期均衡の問題と対応付ける際に役立

つ．そして，この問題のラグランジュ乗数として各立地

点の地代 R，賃金W が決定する．また，[ME-P]は

線形の制約条件のみであり，実行可能領域は凸集合で

ある．

次に，価格変数R,W を未知変数とした [ME-P]の

双対問題を考える．

補題 2 短期均衡ではR,W は以下の最適化問題の解と
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して与えられる：

[ME-D] min
R,W≥0

ZD(R,W |m,n)

=
∑
i

∫ Ri

Ri

Q(ω)dω +
∑
i

πi(Ri,Wi, Ai) ·mi

+
∑
i

∑
j

vij(Ri,Wj) · nij (27)

ここに，Ri は floor供給がゼロとなるような最低地代

を表している．目的関数の第 1項はデベロッパーの生

産者余剰，第 2,3項は企業・家計の利潤・効用の総和を

表している．均衡がこれらを最小化するということは，

一見不自然に思われる．しかし，均衡価格以外のすべて

の (R,W )の下では需要と供給が等しくないので，均

衡以外の状態で (実行可能性を無視した場合に)得るこ

とができる効用・利潤は，均衡時に得られる効用・利潤

よりも大きくなるはずである．

[ME-P]と [ME-D]は双対の関係にあるので，強双

対定理より，両者の最適値は一致する：

Z∗(m,n) ≡ ZD(R∗,W ∗|m,n) = ZP (X∗|m,n)

(28)

ここで，上付き記号*はその変数が最適値を与える最適

解であることを表している．[ME-P]と [ME-D]の解

X∗,R∗,W ∗はm,nの関数として与えられる．よって，

短期均衡の最適値関数Z∗(m,n)はm,nの関数である．

ただし，最適値関数は一般には closed formで求めるこ

とはできない．

(2) 長期均衡

長期均衡では，短期均衡で決定した (X∗,R∗,W ∗)

を与件として，企業と家計が立地選択を行う．

(X∗,R∗,W ∗) は m,n の関数として与えられる

ため，利潤関数及び効用関数は以下のようにm,n の

関数として表現できる：

πi(m,n) =πi(R
∗
i (m,n),W ∗

i (m,n), Ai(m)) (29)

vij(m,n) =vij(R
∗
i (m,n),W ∗

j (m,n)) (30)

長期均衡を以下のように定義する．

定義 4 長期均衡とは式 (16),(17),(20),(21),(29),(30)を

満たす (m,n)である．

長期均衡の問題を考えるうえで，前節で示した最適

値関数を有効に利用することができる．なぜなら，包

絡線定理より，最適値関数は以下の補題に示す性質を

有するためである．

補題 3 短期均衡の最適値関数 Z∗(m,n)は利潤関数の

ベクトル場 π，効用関数のベクトル場 v のポテンシャ

ルである：

∂Z∗(m,n)

∂mi
=πi(R

∗
i ,W

∗
i , Ai(m)) ∀i ∈ K (31)

∂Z∗(m,n)

∂nij
=vij(R

∗
i ,W

∗
j ) ∀i, j ∈ K (32)

Z∗(m,n)が立地主体の利得関数 (i.e.,利潤関数，効用

関数)のポテンシャル関数であることから，以下の命題

を得る．

命題 1 本モデルはポテンシャル関数 Z∗(m,n)を持つ

ポテンシャル・ゲームである．モデルの空間均衡状態

はポテンシャル最大化問題の解と一致する：

[SE-P] max
m,n≥0

Z∗(m,n) (33)

s.t. 式 (20),(21)

この問題は [ME-P]，[ME-D]の目的関数を明示的に

用いて，以下のように表すことも可能である：

max
m,n≥0

{max
X≥0

ZP (X|m,n)} (34)

= max
m,n≥0

{ min
R,W≥0

ZD(R,W |m,n)} (35)

s.t. 式 (20),(21)

[SE-P]の目的関数は一般に closed formで得られると

は限らない．しかし，次章で示すように，より特殊な

ケースのモデルでは関数形を特定可能である．

さらに，[SE-P]の双対問題は次のように得られる．

系 1 空間均衡条件は価格変数を未知変数とした，以下

の最適化問題と等価である：

[SE-D] min
sπ∗,v∗,R,W ,A≥0

Z(π∗, v∗,R,W ,A)

=Mπ∗ +Nv∗ +
∑
i

∫ Ri

Ri

S(ω)dω

− 1

2

∑
j∈K

∑
i∈K

AiD
−1
ij Aj (36)

s.t. π∗ − πi(Ri,Wj , Ai) ≥ 0 ∀i ∈ K (37)

v∗ − vij(Ri,Wj) ≥ 0 ∀i, j ∈ K (38)

目的関数の第 1,2項は家計・企業の効用・利潤の総和を

表し，第 3項はデベロッパーの floor地代総収入を表し

ている．双対問題ではAiを明示的な未知変数として扱

う．第 4項は主問題の企業間交流便益の総和の項と双

対関係にある項である．

[SE-D]では均衡立地パターンm,nが明示的に現れ

ていないが，制約式 (66),(67)のラグランジュ乗数とし

てmi, nij が決定する．
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5. 簡単なモデルでの応用例

第 4章までで示したモデルは，経済主体の行動を限

定したり，生産関数・効用関数等を特定化したりすれ

ば，短期均衡の問題を解いた結果，1 段階の最適化問

題へ帰着させることが可能である．本章では，そのよ

うな具体例として，既によく知られた立地均衡モデル

での応用例を示す．(1)では家計のみが立地選択を行う

Alonso11)モデル，(2)では企業と家計が立地選択を行

う Fujita and Ogawa1)モデルがポテンシャル・ゲーム

であることを示す．

(1) Alonsoモデル

唯一の都心 (CBD)と K 個の離散的な立地点からな

る都市を考える．企業は立地選択を行わず，全企業が

CBDに立地するものとする．家計は立地点と floor消

費量を選択できるものとし，労働供給は一定とする．ま

た，各立地点の floor供給面積 Si は地代によらず一定

であるとする．

a) 家計の行動

地点 iに居住する家計数を ni，家計分布 n ∈ RK
+ を

ni に対応した列ベクトルとする．家計は企業から賃金

W (定数)を得て，CBDまでの通勤費用 Ti と地点 iの

地代Riを支払う．また，家計は合成財消費量 zi，floor

消費量 SH
i に応じた効用を得る．

家計の直接効用関数は以下に示す準線形効用関数

u(SH
i , zi) = zi + f(SH

i ) (39)

で表されるとする．家計の財消費に関する効用最大化

行動は次のように表される：

vi(Ri,W ) ≡ max
SH
ij ,zij

u(SH
i , zi) (40)

s.t. W = zi +RiS
H
i + Ti (41)

Royの恒等式より，floor需要関数は以下の式で与えら

れる：

SH(Ri,W ) =− ∂v(Ri,W )

∂Ri
∀i (42)

また，逆需要関数は効用最大化の一階条件より，

Ri(S
H
i ) =

df(SH
i )

dSH
i

∀i (43)

と与えられる．家計は効用最大化行動により，居住す

る立地点 iを選択する：

max
i

vi(Ri,W ) (44)

b) 均衡条件

均衡条件は家計の立地選択が均衡する空間均衡条件，

floorの需給が均衡する市場均衡条件，そして立地主体

数の保存則から構成される：{
v∗ − vi = 0 if ni > 0

v∗ − vi ≥ 0 if ni = 0
∀i ∈ K (45)


Si =

∑
j∈K

SH(Ri,W ) · nij if Ri > 0

Si ≥
∑
j∈K

SH(Ri,W ) · nij if Ri = 0
∀i ∈ K

(46)∑
i∈K

ni = N (47)

ただし，v∗ は内生的に決定する均衡効用である．

c) 短期均衡

このモデルでは市場均衡条件 (46)を直接的に解くこ

とによって，間接効用関数 vi が n の関数として表さ

れ，さらに v のポテンシャル関数が存在することを示

せる．まず，逆需要関数 (式 (43))が連続であることを

用いると，{
SH
i = Si/ni if ni > ni

SH
i = SH

i (0,W ) if ni ≤ ni

∀i ∈ K (48)

と書き直せる．ここで，SH
i (0,W )は需要関数にRi = 0

を代入したものである．また，nij は Ri = 0となる限

界立地者数である．

この関係式 (48)は，floor需要 SH
i が立地者数 ni の

関数として表されることを意味している．これを逆需

要関数 Ri(S
H
i )に代入すると，地代 Ri も ni の関数と

して表現することができる．したがって，間接効用関

数も ni のみの関数 v̂i(ni)として表現できる．

d) 長期均衡

前節で得た間接効用関数 v̂i(ni)は niのみの関数だか

ら，効用関数のベクトル場のヤコビ行列∇v̂(n)の非対

角要素はすべてゼロとなる．したがって，このモデルは

1段階のポテンシャル・ゲームとして解釈可能である：

[RLE-P] max
n≥0

ZP
1 (n) =

∑
i

∫ ni

0

v̂i(ω)dω (49)

s.t. 式 (47)

実は，本モデルでは前節に示したように viを niの関数

として表す過程で市場均衡条件を解いている．つまり，

式 (34)の内側の問題 (短期均衡)を解いているため，ポ

テンシャル関数は効用関数 viを niについて積分するこ

とで得られる．

また，[RLE-P] の双対問題は以下のように与えら

れる．

[RLE-D] min
v∗,R≥0

ZD
1 (v∗,R) = Nv∗ +

∑
i

Sini (50)

s.t. v∗ − vi(Ri) ≥ 0 ∀i ∈ K (51)

[RLE-D]は [SE-D]の特殊ケースであることが分かる．

つまり，[SE-D]から企業行動に関する項を取り除いた
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ものである．なお，土地供給が一定なので総地代は ZD
1

の第 2項のように置き換えられる．

本節の議論から，市場均衡を解いた結果，利潤関数・

効用関数をm,nの関数として表すことができ，かつそ

のベクトル場のヤコビ行列が対称 (i.e.,利潤関数・効用

関数が積分可能)であるモデルでは，ポテンシャル関数

が存在し，1段階の最適化問題に帰着すると考えられる．

(2) Fujita and Ogawaモデル

Fujita and Ogawaモデル (以下，FOモデル)は企業

と家計が立地選択を行うモデルである．各立地点のfloor

供給 S̄ は固定されているほか，企業 1単位の floor需

要・労働需要，家計 1単位の floor需要，労働供給は一

定である．

a) 立地主体の行動

家計の効用は，floor需要，労働供給が固定されてい

るので，合成財消費量に依存する．予算制約から，家

計の間接効用最大化による立地選択行動は以下のよう

に表される：

max
i,j

vij = max
i,j

{Wj − Tij − SH ·Ri} (52)

ただし，SH は家計 1単位の floor消費量である．

また，企業は利潤を最大化するように立地点 iを選

択する：

max
i

πi = max
i

{Ai(m)− SF ·Ri − L ·Wi} (53)

ただし，SF , Lは企業 1単位の土地需要量および労働需

要量である．

b) 均衡条件

• 空間均衡条件{
v∗ = Wj − Tij − SHRi if nij > 0

v∗ ≥ Wj − Tij − SHRi if nij = 0
∀i, j ∈ K

(54)

{
π∗ = Ai − SFRi − LWi if mi > 0

π∗ ≥ Ai − SFRi − LWi if mi = 0
∀i ∈ K

(55)

• 市場均衡条件
S̄ = SH

∑
j∈K

nij + SFmi if Ri > 0

S̄ ≥ SH
∑
j∈K

nij + SFmi if Ri = 0
∀i ∈ K

(56)
∑
i∈K

nij = Lmj if Wj > 0∑
i∈K

nij ≥ Lmj if Wj = 0
∀j ∈ K (57)

• 立地主体数の保存則∑
i∈K

mi = M (58)∑
i∈K

∑
j∈K

nij = N (59)

c) 均衡問題の等価最適化問題

FOモデルでは市場均衡条件を直接的に解くことはで

きない．そこで，補題 1に示した市場均衡の等価最適

化問題を利用することを考えよう．いま，[ME-P]の未

知変数X はすべて定数である．つまり，FOモデルで

は [ME-P]は未知変数を持たない問題となるので，短

期均衡の問題を明示的に解く必要がない．したがって，

式 (34)より 1段階の最適化問題に帰着させることがで

きる．

[FO-P] max
m≥0,n≥0

ZP
2 (m,n)

=
∑
j

∑
i

miDijmj −
∑
i

∑
j

Tij · nij (60)

s.t.
∑
j∈K

nijS
H +miS

F ≤ S̄ ∀ i ∈ K (61)

Lmj ≤
∑
i∈K

nij ∀ j ∈ K (62)∑
i∈K

∑
j∈K

nij = N (63)

∑
i∈K

mi = M (64)

FOモデルでは [ME-P]の目的関数 ZP (式 (26))のう

ち，第 1項から第 3項までがm,nによらない定数項と

なる2．したがって，[FO-P]の目的関数は企業間交流

便益の総和と家計の通勤費用の総和のみによって与え

られる．制約条件は [ME-P]の制約条件によって与え

られる．

また，FO モデルの双対問題は以下のように与えら

れる．

[FO-D] min
π∗,v∗,R,W ,A≥0

ZD
2 (π∗, v∗,R,W ,A)

=Mπ∗ +Nv∗ + S̄
∑
i

Ri

− 1

2

∑
j∈K

∑
i∈K

AiD
−1
ij Aj (65)

s.t. π∗ − πi(Ri,Wj , Ai) ≥ 0 ∀i ∈ K (66)

v∗ − vij(Ri,Wj) ≥ 0 ∀i, j ∈ K (67)

[FO-D]は [SE-D]の特殊ケースであり，土地供給が一

定なので [SE-D]の目的関数の総地代の項を書き換え

ることで [FO-D]が得られる．

2 第 1 項は土地供給が一定のため，第 2,3 項は生産関数と効用関
数の f, g が定数となるため．
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6. おわりに

本研究では 2種類の立地主体が存在し，土地と労働

の需給が内生的に決定する立地均衡モデルを定式化し

た．さらに，立地主体の立地選択行動はポテンシャル・

ゲームとして表現可能であることを明らかにした．具

体的には，短期均衡の最適化問題の最適値関数が長期

均衡の問題のポテンシャル関数となっていることを示

した．さらに，生産関数や効用関数を特定化した特殊

ケースでは，ポテンシャル関数を closed formで得られ

ることを示した．

均衡解の安定性を議論するためには，ポテンシャル関

数が closed formで得られることが望ましい．生産関数

や効用関数に対してどのような仮定をおけば，短期・長

期の問題を合わせた 1段階の最適化問題として表現可

能であるかを明らかにすることは，今後の課題である．

付録 I 式 (4),(5)の導出:Royの恒等式

家計の直接効用最大化問題は以下のように表現される．

max
SH
ij ,L

H
ij ,zij

u(SH
ij , L

H
ij , zij) = zij + f(SH

ij , L
H
ij ) (I.1)

s.t. Wj(E − LH
ij ) = zij +RiS

H
ij + Tij (I.2)

ラグランジュ乗数を λとして，ラグランジュ関数を以

下のように定義する：

L =zij + f(SH
ij , L

H
ij )

− λ(zij +RiS
H
ij −Wj(E − LH

ij ) + Tij) (I.3)

一階条件より，

∂f(SH
ij , L

H
ij )

∂SH
ij

=λRi (I.4)

∂f(SH
ij , L

H
ij )

∂LH
ij

=λWj (I.5)

λ =
∂u

∂z
= 1 (I.6)

間接効用関数

v(Ri,Wj) = u(SH(Ri,Wj), L
H(Ri,Wj), z(Ri,Wj))

を Ri,Wj について微分すれば，

∂v

∂Ri
=

∂u

∂SH
ij

∂SH
ij

∂Ri
+

∂u

∂LH
ij

∂LH
ij

∂Ri
+

∂u

∂z

∂z

∂Ri
(I.7)

∂v

∂Wj
=

∂u

∂SH
ij

∂SH
ij

∂Wj
+

∂u

∂LH
ij

∂LH
ij

∂Wj
+

∂u

∂z

∂z

∂Wj
(I.8)

となる．効用最大化の一階条件式 (I.4)～(I.6) を代入

する．

∂v

∂Ri
=Ri

∂SH
ij

∂Ri
+Wi

∂LH
ij

∂Ri
+

∂z

∂Ri
(I.9)

∂v

∂Wj
=Ri

∂SH
ij

∂Wj
+Wi

∂LH
ij

∂Wj
+

∂z

∂Wj
(I.10)

需要関数 SH(Ri,Wj), LH(Ri,Wj)は予算制約を満た

している．予算制約を Ri,Wj について微分すれば，

−Wj

∂LH
ij

∂Ri
=Ri

∂SH
ij

∂Ri
+ SH

ij +
∂z

∂Ri
(I.11)

(E − LH
ij )−Wj

∂LH
ij

∂Wj
=Ri

∂SH
ij

∂Wj
+

∂z

∂Wj
(I.12)

これを式 (I.9),(I.10)に代入すると次を得る．

−SH
ij (Ri,Wj) =

∂v(Ri,Wj)

∂Ri
(I.13)

(E − LH
ij (Ri,Wj)) =

∂v(Ri,Wj)

∂Wj
(I.14)

付録 II 補題 1，補題 2の証明

まず，家計の効用最大化の一階条件と企業の利潤最

大化の一階条件について整理しておこう．式 (2),(3)の

家計の効用最大化の一階条件より，

∂u(SH
ij , L

H
ij )

∂SH
ij

=
∂f(SH

ij , L
H
ij )

∂SH
ij

= Ri (II.1)

∂u(SH
ij , L

H
ij )

∂LH
ij

=
∂f(SH

ij , L
H
ij )

∂LH
ij

= Wj (II.2)

式 (7)の企業の利潤最大化の一階条件より，

∂g(SF
i , LF

i )

∂SF
i

=Ri (II.3)

∂g(SF
i , LF

i )

∂LF
i

=Wi (II.4)

を得る．

[ME-P]のラグランジュ関数を

LP (X,R,W )

=ZP (X) +
∑
i

Ri(Si −
∑
j

SH
ij nij − SF

i ·mi)

+
∑
j

Wj(
∑
i

(E − LH
ij )nij − LF

j ·mj) (II.5)

X,R,W ≥ 0 (II.6)

と定義する．[ME-P]の KKT条件を以下に記す：{
Si[S

−1(Si)−Ri] = 0

S−1(Si)−Ri ≥ 0 Si ≥ 0
∀i ∈ K (II.7)

 SF
i

[
−∂g(SF

i ,LF
i )

∂SF
i

mi +Rimi

]
= 0

−∂g(SF
i ,LF

i )

∂SF
i

mi +Rimi ≥ 0 SF
i ≥ 0

∀i ∈ K

(II.8)

 LF
i

[
−∂g(SF

i ,LF
i )

∂LF
i

mi +Wjmi

]
= 0

−∂g(SF
i ,LF

i )

∂LF
i

mi +Wjmi ≥ 0 LF
i ≥ 0

∀i ∈ K

(II.9)
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SH
ij

[
−∂f(SH

ij ,L
H
ij)

∂SH
ij

nij +Rinij

]
= 0

−∂f(SH
ij ,L

H
ij)

∂SH
ij

nij +Rinij ≥ 0 SH
ij ≥ 0

∀i, j ∈ K (II.10)


LH
ij

[
∂f(SH

ij ,L
H
ij)

∂LH
ij

nij −Wjnij

]
= 0

∂f(SH
ij ,L

H
ij)

∂LH
ij

nij −Wjnij ≥ 0 LH
ij ≥ 0

∀i, j ∈ K (II.11)

以上の式 (II.8)～(II.11)はmi = 0あるいは nij = 0で

あれば，自明に成り立つ．mi > 0, nij > 0のとき，式

(II.1)～式 (II.4)より，財需要あるいは供給が正ならば，

財の需要価格は供給価格に等しいという条件であり，こ

れは競争均衡である．

{
Ri

[
Si −

∑
j S

H
ij nij − SF

i ·mi

]
= 0

Si −
∑

j S
H
ij nij − SF

i ·mi ≥ 0 Ri ≥ 0
∀i ∈ K

(II.12)

{
Wj

[∑
i(E − LH

ij )nij − LF
j ·mj

]
= 0∑

i(E − LH
ij )nij − LF

j ·mj ≥ 0 Wj ≥ 0

∀i, j ∈ K (II.13)

式 (II.12),(II.13)は市場均衡条件の式 (18),(19)と等価

である．したがって，[ME-P]の解は市場均衡状態で

ある．

次に，[ME-D]のラグランジュ関数を

LD(R,W ) =
∑
i

∫ Ri

Ri

S(ω)dω +
∑
i

π(Ri,Wi, Ai) ·mi

+
∑
i

∑
j

v(Ri,Wj) · nij (II.14)

R,W ≥ 0 (II.15)

と定義する．[ME-D]のKKT条件は式 (II.12),(II.13)

であり，市場均衡条件と等価である．

付録 III 補題 3の証明

[ME-P]，[ME-D] の最適解は与件のパラメー

タ m,n を用いて表される．つまり，短期均衡の

解は X∗(m,n),R∗(m,n),W ∗(m,n) と表せる．式

(II.5),(II.14) に記したラグランジュ関数と包絡線定理

を用いて

∂Z∗(m,n)

∂mi
=
∂LP

∂mi
=

∂LD

∂mi

=πi(R
∗
i (m,n),W ∗

i (m,n), Ai(m)) ∀i ∈ K
(III.1)

∂Z∗(m,n)

∂nij
=
∂LP

∂nij
=

∂LD

∂nij

=vij(R
∗
i (m,n),W ∗

j (m,n)) ∀i, j ∈ K
(III.2)

が与えられる．

付録 IV 命題 1の証明

[SE-P]のラグランジュ関数を以下のように定義する：

L = −Z∗(m,n) + π∗(
∑
i∈K

mi −M) + v∗(
∑
i∈K

∑
j∈K

nij −N)

(IV.1)

ただし，π∗, v∗はラグランジュ乗数である．このラグラ

ンジュ関数の一階条件を以下に記す：{
mi[π

∗ − πi] = 0

π∗ − πi ≥ 0 mi ≥ 0
∀i ∈ K (IV.2)

{
nij [v

∗ − vij ] = 0

v∗ − vij ≥ 0 nij ≥ 0
∀i, j ∈ K (IV.3)

∑
i

∑
j

nij = N (IV.4)

∑
i

mi = M (IV.5)

式 (IV.2),(IV.3) は空間均衡条件に他ならない．また，

式 (IV.4),(IV.5)は立地主体数の保存則である．
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