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本稿では，unidirectional networkを対象として，出発時刻を固定した動的利用者均衡配分問題における，均衡
状態の安定性を解析する．具体的には，確率的なダイナミクスを適用したときの安定性概念である，確率的安
定性について調べる．そのために本稿では，動的利用者均衡配分問題の時間分解特性を活用した均衡状態の解
析を行う．まず第一に，動的利用者均衡配分問題を車両を離散化した戦略型ゲーム（DUEゲーム）として定式
化する．そして unidirectional network上の DUEゲームでは，適切な順序どおりに各車両を最短経路に配分する
ことにより，均衡解が導出することができることを示す，i.e.,均衡状態を達成するための適切な順序付けができ
る．次に，順序付けが可能であるという特性に基づき，unidirectional network上のDUEゲームが “weakly acyclic
game”という，静的均衡配分の分野で知られるポテンシャルゲームのより一般的なゲームのクラスであることを
示す．そして，ゲーム理論の分野において蓄積されてきた知見に基づき，動的利用者均衡の収束性，及び安定
性を証明する．最後に，数値実験を通して，理論解析から得られた結論の妥当性について確認する．
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1. はじめに

動的利用者均衡配分問題は，渋滞現象の記述に伴う
解析上の困難から，その数理特性を明確に把握するに
は至っていない（e.g., 均衡解の存在性，一意性，安定
性）1．特に均衡解の安定性は，均衡状態が複数存在す
るとき，どの均衡状態が実際に起こりうる意味のある
状態かどうかを知るために重要となる性質である．あ
る均衡解が不安定であれば，何らかの理由により摂動
を受け交通状態が均衡状態から外れたとき，利用者は
その均衡状態から離れる方向へと行動を変化させるよ
うになる．そうした不安定な均衡は極稀にしか起こり
えない状態であり，結果として，実際に起こりうる交
通状態を反映するとは言えなくなる 3)．
均衡状態の安定性解析では，利用者の日々の行動変

容を記述する動学モデル（i.e., day-to-day dynamics）を
設定する．動学モデルとして確定的（i.e.,利用者の経路
選択行動が確率的ではなく決まる）なダイナミクス 2を
考えるとき，通常は均衡解の大域的漸近安定性を示す
ために，考えているダイナミクスに対するリアプノフ
関数の存在を証明することになる．例えば静的利用者

1 詳細は近年のレビューを参照 1),2)
2 例えば，Smith dynamics4),projection dynamics5) など

均衡配分問題では，経路旅行時間関数が単調であると
き，Smith4)は Smith dynamicsを用いてリアプノフ関数
の存在を示し，均衡状態の大域的漸近安定性を証明して
いる．また，出発時刻を固定した動的利用者均衡配分
問題においては，一経路に一個しかボトルネックが含
まれないネットワークでは，経路旅行時間が単調であ
ることが Smith and Ghali6) により示されている．そし
てMounce7)は，このネットワークでは Smith dynamics
に対するリアプノフ関数が存在することを示し，動的
利用者均衡状態の大域的漸近安定性を示した．

リアプノフ関数の存在証明にあたっては経路旅行時
間関数の単調性が大きな役割を果たす．しかしながら，
動的利用者均衡配分ではこの性質は必ずしも普遍的に
は成立しない．実際，一経路に二つ以上のボトルネック
が含まれるとき，単純なトポロジーを持つネットワーク
であっても経路旅行時間の単調性が保証されないこと
がいくつかの研究により示されている（桑原 8)，Mounce
and Smith9)）．こうした事実からは，より一般的な構造
を持つネットワーク上での動的配分問題において，大
域的漸近安定といった強い概念の安定性を持つ均衡解
の存在を証明することは難しいことが示唆される．そ
のため，より一般的なネットワークでの均衡解の安定
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性を解析するためには，大域的漸近安定より弱い，しか
しながらより広い概念の安定性を調べるための，確率
的なダイナミクス 3 を用いたアプローチが有用である
と考えられる．しかしながら，このアプローチに基づ
き動的利用者均衡状態の安定性を解析した研究は，著
者らの知る限り存在しない．
本稿では，Iryo and Smith14) により提案された unidi-

rectional networkを対象として，出発時刻が固定された
動的利用者均衡配分問題における，均衡状態の安定性
を解析する．具体的には，確率的なダイナミクスを適
用したときの安定性概念である，確率的安定性 10)につ
いて調べる．そのために本稿では，動的利用者均衡配
分問題の時間分解特性を活用した均衡状態の解析を行
う．まず第一に，動的利用者均衡配分問題を車両を離散
化した戦略型ゲーム（これを DUEゲームと呼ぶ）とし
て定式化する．そして unidirectional network上の DUE
ゲームでは，適切な順序どおりに各車両を最短経路に
配分することにより，均衡解が導出することができる
ことを示す，i.e.,均衡状態を達成するための適切な順序
付けができる．次に，順序付けが可能であるという特
性に基づき，unidirectional network上の DUEゲームが
“weakly acyclic game15)”という，静的均衡配分の分野で
知られるポテンシャルゲーム 16)のより一般的なゲーム
のクラスであることを示す．そして，ゲーム理論の分
野において蓄積されてきた知見に基づき，動的利用者
均衡の収束性，及び安定性を証明する．
本稿の構成は次の通りである．続く 2.では，以降の

解析の準備として，DUEゲームの定式化，及び時間分解
特性について説明する．3.では，unidirectional network
上での DUEゲームでの時間分解特性を示す．4.では，
まず unidirectional network上でのDUEゲームがweakly
acyclic gameであることを示す．そして，均衡状態の収
束性，及び確率的安定性について示す．5.では，数値
実験により本稿で考察した均衡解の安定性に関する結
論の妥当性を確認する．最後に 6.では，本稿のまとめ
と今後の課題を述べる．

2. DUEゲームの定式化と時間分解法

(1) DUEゲームの定義
DUEゲームは戦略型ゲームとして定式化された動的

利用者均衡配分問題である．このゲームは，「ネットワー
ク」，「プレイヤー（車両）集合」，「各プレイヤーの戦略
集合（経路選択肢集合）」，及び「戦略の利得（経路旅行
時間）」の要素から構成されている．以下では，これら
の要素について説明する．

3例えば，Foster and Young10), Cantarella and Cascetta11), Balijepalli
and Watling12), Cantarella and Watling13) など．

a) ネットワーク
本稿で取り扱うネットワークは，ノードと有向リン
クから構成される．ノードの集合をN，有向リンクの
集合をLとする．起点，終点ノードの集合をそれぞれ，
No,Nd と表す．あるノード aからノード bへの，全て
の acyclic な経路集合を R(a, b) と表す．また，ある経
路 rに含まれるノード，リンクの集合をそれぞれN(r),
L(r)と表す．
b) 車両
車両は離散化されており，一台一台を分割不可能な
交通流の構成要素として取り扱う．全車両の集合をP，
総台数を |P|と表す．車両 i ∈ Pの起終点ノード oi, di，
及び出発時刻 si は外生的に与えられる．ただし，同一
起点から同一時刻に出発する車両は存在しないものと
する，i.e., oi = o j ならば si , s j とする．
c) 経路選択肢集合
ある車両 iは全ての acyclicな経路 riを選択でき，そ
の経路選択肢集合を Ri で表す．経路選択肢集合には，
車両 iをまだ配分していない（i.e.,起点を出発していな
い）ことを示す選択肢 ϕiも含まれる．全車両が選択し
た経路を並べたベクトルは rで，車両 i以外の経路選択
を並べたベクトルは r−iで記述する．この経路ベクトル
は r = (ri; r−i)のように，ri と r−i を束ねた記述も行う．
また，Ri の全車両に対する直積集合を R =

∏
i∈P Ri と

定義する．
d) 経路旅行時間
各車両の利得は，経路の一般化交通費用の符号を逆
にしたものとし，一般化交通費用は終点到着時刻と等
しいものとする．車両 i以外の経路選択が r−iであると
きの，経路 ri ∈ Rを利用することによる車両 iの終点到
着時刻を gi(ri; r−i)と表す．なお，車両 iの経路選択が
ϕiである（i.e.,起点を出発していない）とき，終点到着
時刻は無限大であるとする，i.e., gi(ϕi; r−i) = ∞．また，
車両 iが経路 ri を利用するときの，ノード n ∈ N への
到着時刻を un(oi, si, ri; r−i)と表す．
各車両の終点到着時刻，及びノード到着時刻は，各
車両の経路選択ベクトル rを与件として，動的な交通流
モデルを適用することにより計算される．DUEゲーム
においては，道路における渋滞現象を表現するための
適切な要件（e.g., First-In-First-Out (FIFO)原則）を満た
す交通流モデルであれば，任意のモデルを使用できる．
なお，このモデルは待ち行列の延伸を考慮したモデル
も含む．
e) Nash均衡
上記の設定の下，動的利用者均衡はDUEゲームの（純
粋戦略）Nash均衡として定義される．Nash均衡状態で
は，全ての利用者は自身の選択している経路を単独で変
更するインセンティブを持たない．すなわち，相手が
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選んでいる経路選択に対して自身の終点到着時刻（i.e.,
経路旅行時間）を最小化する最適反応を取っている状
態である．このとき，均衡状態 r∗ は次を満たす経路選
択状態として表される：

gi(r∗i ; r∗−i) ≤ gi(ri; r∗−i), ∀ri ∈ Ri,∀i ∈ P. (1)

また，単に最適反応となっているだけでなく，他の経
路選択よりも厳密に経路旅行時間が小さい（i.e.,式 (1)
の不等号がイコールなしで成立する）とき，r∗ は狭義
ナッシュ均衡状態であるという．

(2) DUEゲームの時間分解特性
本稿では，動的利用者均衡配分問題の時間分解特性

を用いることにより，利用者均衡状態の数理的特性を調
べる．時間分解法とは，「ある時刻でのリンク旅行時間
はより早い時刻にリンクに流入した車両にのみ依存す
る」という動的な交通流モデルの「因果律」を活用し，
ある基準となるノードでの時刻別に配分問題を分解し
て解く手法である 17),18)．例えば単一起点ネットワーク
では，均衡状態においてある時刻に起点を出発する車
両が経験する旅行時間は，その時刻以降に起点を出発
する車両の影響を受けないことが保証される；そのた
め，配分問題を起点出発時刻別に分解し，出発時刻に
関して前向きに逐次計算することにより均衡解を求め
ることができる．時間分解特性は，これまで単一起点・
終点構造を持つネットワークにおける均衡解の特性解
析 19),20),21)や，効率的な解法 22),23)を得るために用いら
れてきた．
交通流の離散モデルにおける時間分解法は，井料 24)

により「順序配分アルゴリズム」という均衡解の解法
として提案されている．このアルゴリズムでは，まず
「最早未配分車両」という，ネットワークに配分されて
いない車両（未配分車両と呼ぶ）のうち，当該車両の最
短経路に含まれるリンクへの流入時刻が，他のどの未
配分車両の流入時刻より遅くない車両を求める．そし
て，最早未配分車両を順次最短経路に配分することに
より，均衡解を導いている．すなわち，このアルゴリ
ズムでは，動的利用者均衡配分問題を，最早未配分車
両という特殊な車両の配分ごとに分割している．
連続モデルにおける配分問題の時間分解可能性は，離

散モデルにおける最早未配分車両の存在と対応してい
る．そして，時間分解された問題を解く（i.e.,ある出発
時刻にネットワークに流入したフローを各経路にどの
ように配分するか）ことは，最早未配分車両をその最
短経路に配分することに対応することになる．つまり，
連続モデルにおいて出発時刻別に定式化されたモデル
を数理的に解析することで解の特性解析ができるよう
に，離散モデルでは最早未配分車両，及びその最短経
路の数理的解析から，均衡解の性質を解明することが

できる．以降では，unidirectional networkにおける最早
未配分車両の存在を証明し，この特性を解析すること
で均衡解の安定性を調べる．

(3) 順序配分アルゴリズムと ordered Nash equilib-
rium

離散モデルにおける時間分解法である順序配分アル
ゴリズムについて概説する．順序配分アルゴリズムで
は，一部の車両のみが配分されている状況を考える．こ
のとき，配分した車両を「既配分車両」，まだ配分され
ていない車両を「未配分車両」と呼び，後者の集合を
P(r)で表す．未配分車両 iは，ϕi ∈ Ri を選択している
車両として表す．また，未配分車両をネットワークに
配分することを「追加配分」と呼ぶ．
順序配分アルゴリズムでは，配分するべき車両の適切
な順序付けを行うのに，「最早未配分車両」という概念
を活用する．最早未配分車両とは「最短経路上のどの
リンクへも他の未配分車両よりも早く流入できる」未配
分車両である．この定義を数式で記述するために，ま
ず「最早ノード到着時刻」，及びある未配分車両が配分
されるときの「最短経路」を次のように定義する：

定義 1.（最早ノード到着時刻）ある経路ベクトル r ∈ R
を考える．ある未配分車両 i ∈ P(r)の経路選択肢集合Ri

に含まれるいずれかの経路一本以上に含まれるノード
の集合をNiと表す．このとき，車両 iがノード n ∈ Ni

に最も早く流入できる時刻：

u∗n(oi, si; r) = min
ri∈Ri

.un(oi, si, ri; r−i), (2)

を「最早ノード到着時刻」と呼ぶ．

定義 2. （未配分車両の最短経路）ある経路ベクトル
r ∈ Rを考える．このとき，未配分車両 i ∈ P(r)の最短
経路を，以下を満たす経路と定義する：

r∗i ∈ arg max
ri∈Ri

.gi(ri; r−i), (3)

s.t. un(oi, si, ri; r−i) = u∗n(oi, si; r), ∀n ∈ N(r∗i ). (4)

これは，ある車両が最短経路を走行しているとき，経
路に含まれる全てのノードへ最短旅行時間で到着するこ
とを意味している，i.e.,最短経路上でDynamic Program-
ming (DP)原理が成立している．時刻 sに終点 dに向け
て起点 oを出発する車両の最短経路集合を R∗(o, s, d; r)
と表す．
これらの定義を用いて「最早未配分車両」は下記の
ように定義される：

定義 3. （最早未配分車両）ある経路ベクトル r ∈ Rを
考える．ある未配分車両 i ∈ P(r)の最短経路のうち，次
の条件を満たす最短経路 r∗i が存在するならば，車両 iは

3
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最早未配分車両であると定義する：

un(oi, si, r
∗
i ; r−i) ≤ u∗n(o j, s j; r), (5)

∀n ∈ N(r∗j,∀ j ∈ P(r)) \ {i}.
なお，|P| = 1ならば，その未配分車両は最早未配分車
両であるとする．

最早未配分車両は，式 (5)を満たす最短経路をとった
ときに，その経路上の全ノードにおいて他のどの未配
分車両よりも遅く到着することはない．この性質と動
的な交通流モデルの FIFO原則，及び因果律を組み合わ
せると，最早未配分車両を順次最短経路に配分するこ
とにより，後から追加配分される車両は既配分車両を
追い越すことはなく，かつ既配分車両の旅行時間に影
響を与えることもないことがわかる．すなわち，どの
車両も事後的な最短経路を選択している状況が達成さ
れる（i.e., Nash均衡状態 (1)が実現する）．この考え方
に基づき，順序配分アルゴリズムは以下のように構築
される：
順序配分アルゴリズム
0. 初期設定：n = 0とし，経路ベクトル rnを rn

i = ϕi

(∀i ∈ P)，未配分車両の集合を P(r0) = Pとする．
1. 配分車両の決定：定義 3により最早未配分車両と
判定された車両のうち，任意の一台を iとする．

2. 経路ベクトルおよび未配分車両集合の更新：　
rn+1 := (ρi(r

n), rn
−i), P(rn+1) := P(rn) − {i}とする．

3. 収束判定：P(rn+1) = ∅ならば，rn+1を均衡解として
アルゴリズムを終了する．そうでなければn := n+1
としてステップ 1に戻る．

順序配分アルゴリズムにより導出された均衡解は，後
から追加配分された車両が既配分車両を追い越せない解
であり，車両に次のような順序付けができる解である；
より遅く順序付けられた車両は，より早く順序付けられ
た車両を追い越すことができない．本稿では，この順序
配分アルゴリズムにより導出される均衡解を “ordered
Nash equilibrium”と呼ぶ．Ordered Nash equilibrium は
最早未配分車両の存在が保証されれば，有限の繰り返し
により必ず導出される．しかし，順序配分アルゴリズ
ムそのものの中では最早未配分車両の存在性は保証さ
れていない．そのため，アルゴリズムの適用にあたっ
ては，適用先のネットワークにおける最早未配分車両
の存在を示す必要がある．

3. Unidirectional network上での DUEゲー
ムの時間分解特性

(1) Unidirectional networkの定義
Unidirectional networkとは，ネットワーク上の各ノー

ドに対し「ノード・ポテンシャル」という関数を定義す

ることができるネットワークである．ノード・ポテン
シャル関数はある起点からの出発時刻（この起点を基準
点，出発時刻を基準時刻と呼ぶ）の関数であり，ある車
両が最短経路を通ったときの，その車両の起終点に関
わらないノード到着時刻を表す．言い換えれば，ある
基準点を基準時刻に出発する車両を考えたとき，次を
満たすような出発時刻を各起点について定義すること
ができるネットワークが unidirectional networkである：
（１）この車両の最短経路上のノードに同時刻に到着す
ることができ，かつ（２）各起点をこれらの時刻に出発
する車両同士が，最短経路上の共有するノードにおい
て同時刻に到着する．このときの起点出発時刻，及び
最短経路上のノード到着時刻がノード・ポテンシャル
である．
ノード・ポテンシャル，及び unidirectional networkの
フォーマルな定義について，Iryo and Smith14)に基づき
説明する．まず，これらの定義に先立ち次の “possible
dynamical link travel time profiles”を定義する．これは，
あるリンクにおいて，動的な交通流モデルとして自然
な条件（i.e., FIFO原則，及び因果律）が満たされてい
るときに取りうる時々刻々のリンク旅行時間関数の集
合を表したものである：

定義 4. あるリンク lのpossible dynamical link travel time
profilesは，次のリンク流入時刻 tのリプシッツ連続関
数である，リンク旅行時間関数の集合として表される：

cP
l =

cl(t) | cl(t) ∈
cFT

l ≤ cl(t) and − 1 ≤
cl(t′) − cl(t)

t′ − t


 .

(6)

ただし，cl(t)は時刻 tにリンク lに流入した車両が経験
する旅行時間である．また，cFT

l はリンク lの自由旅行
時間である．

上記の関係式を満たすリンク旅行時間がネットワー
ク上の各リンクに与えられたとき，この旅行時間によ
り定義される時刻 sに起点 oを出発する車両のノード n
への最早到着時刻を，u∗n(o, s; cP)と表す．また，ネット
ワーク上の各リンク旅行時間関数パターン cPが取りう
る組み合わせの集合をCPにより表す．あるネットワー
クが与えられたとき，そのネットワーク上で各リンク
が取りうる時々刻々のリンク旅行時間プロファイルは，
いかなる需要パターンであっても集合 CP に含まれる．
そのため，この集合に含まれる任意のリンク旅行時間
プロファイルに対してある性質が成立するとき，その
性質は需要パターンの与え方に関わらないネットワー
ク特有の性質として解釈することができる．
なお，本稿で考える離散交通流のモデルでは，リンク
旅行時間プロファイルは通常（リンク流入時刻の）連続
関数としては与えられない．これは図 1に示すように，

4
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図–1 離散モデルにおける車両軌跡図と，対応するリンク旅行
時間プロファイル

ある車両軌跡がリンク上に与えられたとき，追従挙動
の関係上流入することが不可能な時間帯が存在するた
めである：この時間においては入れないためリンク旅
行時間を定義できない．しかし，こうした非連続な関
数は適当な補間を行うことにより連続関数化すること
ができる．そして，この補間された時間帯においては
流入車両がそもそも存在しないため，補間された連続
的なリンク旅行時間関数は，補間前と整合的な経路旅
行時間パターンや最短経路集合を与える．結果として，
離散モデルにおける旅行時間関数は，連続の旅行時間
関数を用いて与えることができる．そのため，上記の
リンク旅行時間プロファイルを用いて定義される性質
は，離散モデルにおいても成立するものとして取り扱
うことができる．

このリンク旅行時間プロファイルを用いることによ
り，unidirectional network，及びノード・ポテンシャル
のフォーマルな定義は次により与えられる：

定義 5. （Unidirectional network）与件とされるネット
ワークにおいて，ある起点を基準点と選び，それを oREF ∈
Noと表す．このとき，ネットワーク上の各リンクに対
し，リンク旅行時間関数パターン cP ∈ CPを与える．基
準点から，任意の時刻 t ∈ Rで出発する車両が存在し
ているものとする．このネットワークが unidirectional
networkであるとき，いかなる cP に対しても，ネット
ワーク上の各起点 o ∈ Noに対し，次を満たすような出
発時刻 po(t; r)を与えることができる：ネットワーク上
の各ノード n ∈ No のポテンシャル pn(t; r)を，この出
発時刻を用いて次のように定義する：

pn(t; r) = min
o∈No

u∗n(o, po(t; r); r), (7)

∀n ∈ N(r),∀r ∈ R(o, d),∀o ∈ No,∀d ∈ Nd.

このとき，任意の起点 o ∈ No から任意の終点 d ∈ Nd

に対し，ポテンシャル通りに経路上のノードに到着す
ることができる最短経路 r∗od ∈ R(o, po(t; cP), d; cP)が少

なくとも一つ存在する：

pn(t; cP) = u∗n(o, po(t; cP); cP)), (8)

∀n ∈ N(r∗),∃r∗ ∈ R∗(o, po(t; cP), d; cP)),

where poREF (t; cP) = t

すなわち，ネットワーク上の各起終点間について，ポ
テンシャル時刻通りに各ノードに到着できる最短経路
が存在するネットワークが unidirectional networkであ
る．これは，Unidirectional networkでは，ある二台以上
の車両が最短経路上で二つ以上のノードを共有してい
るとき，これらのノードを同時に通過するように出発時
刻を取れることを意味している．そして，この出発時
刻，及びノード到着時刻は車両の起終点に関わらない．
なお，上で定義されるノード・ポテンシャルは複数存
在しうる，i.e.,ある基準時刻に対応する他の起点からの
出発時刻の組み合わせは複数存在しうる．これは，待
ち行列が存在しているリンク上では，あるリンク流出時
刻（i.e.,リンク下流ノード到着時刻）に対しリンク流入
時刻（i.e.,リンク上流ノード到着時刻）は一意に定まら
ないためである（詳細な議論は佐津川・和田 25)参照）．
このために，ある基準時刻に基準点を出発する車両の
最短経路上のノードに同時刻に到着する他の起点から
の出発時刻は，複数の組み合わせが取られうる．その
ため，以下ではこれらを区別するために，ある組み合
わせを整数値 m ∈ Zで表し，その組み合わせに対応す
るノード・ポテンシャルを pm

n (o, s; r)のように上付き添
字を用いて表す．

(2) 最早未配分車両の存在証明
最早未配分車両の存在証明に先立ち，ノード・ポテ
ンシャルに関する次の補題を証明する：

補題 1. Unidirectional networkにおいて，利用者の経路
選択ベクトル rが与えられているものとする．ある起点
を基準点として定め，ある二つの基準時刻 t, t′，及びそ
れに対応する任意の起点ノード o ∈ Noのポテンシャル
をそれぞれ pm

o (t; r), pm′
o (t′; r)と表す．なお，基準時刻，

及びノード・ポテンシャルの組み合わせは同一であっ
ても良い，i.e., t = t′, m = m′．このとき，ノード・ポ
テンシャルの大小関係について，次が成立する：

pm
o (t; r) < pm′

o (t′; r)⇒ pm
n (t; r) ≤ pm′

n (t′; r), ∀n ∈ N .
(9)

証明. なお，以下では経路選択ベクトル rは省略する．
まず，ある任意の終点 d ∈ Ndと，その終点への経路
が存在する起点 o（i.e., R(o, d) , ∅）を考える．このと
き，組み合わせmにおける終点 dのノード・ポテンシャ
ル pm

d (t)は，起点 oのノード・ポテンシャル pm
o (t)，及

び最短経路 r∗od ∈ R(o, pm
o (t), d)を用いて，次の関係式に

5
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より表される：

pm
d (t) = pm

o (t) + RT(pm
o (t); r∗od), (10)

ここで，RT(pm
o (t); r∗od)は（経路選択ベクトル rが与えら

れているときの），時刻 pm
o (t)に経路 r∗odに流入した車両

の経路旅行時間である．
次に，この経路の旅行時間を用いて組み合わせm′に

おける終点 dのノード・ポテンシャル pm′
d (t′)を表すこ

とを考える．起点 oのノード・ポテンシャル pm′
o (t′)が

与えられているとき，この時刻に出発する車両の最短
経路が与えられているならば，式 (10)と同様の等式関
係が成立することは自明．そして，経路 r∗odを利用した
ときの旅行時間はこの最短経路の旅行時間以上である．
よって，次の関係性が成立する：

pm′
d (t′) ≤ pm′

o (t′) + RT(pm′
o (t′); r∗(t)). (11)

r∗odが時刻 pm′
o (t′)に出発する車両の最短経路でもあると

き，等式が成立．
ここで，式 (11)から (10)を差し引くことにより，次

の関係式が成立することが分かる：

pm′
d (t′) − pm

d (t) ≤ α
{
pm′

o (t′) − pm
o (t)
}
, (12)

where α ≡ 1 +
RT(pm′

o (t′); r∗) − RT(pm
o (t); r∗)

pm′
o (t′) − pm

o (t)
,

ここで α中の分数式（第二項）は，流入時刻 pm
o (t) →

pm′
o (t′)への変化に対する，経路 r∗odの旅行時間の伸び率
を表す．FIFO原則，及び因果律が満たされているとき，
経路旅行時間の伸び率は必ず −1 以上となる．よって
α ≥ 0であるため，次の関係式が成立する：

pm′
d (t′) − pm

d (t) ≤

α{p
m′
o (t′) − pm

o (t)} 0 < α

0 0 = α
(13)

for all o such that R(o, d) , ∅.

この関係式から，次の関係性を導くことができる：（１）
α > 0の場合，終点での到着時刻の大小関係が起点で
も保存される，i.e., pm

d (t) ≤ pm′
d (t′) ⇒ pm

o (t) ≤ pm′
o (t′)．

（２）α = 0の場合，これは経路 r∗odの旅行時間の伸び率
が −1であり，時刻 pm

o (t), pm′
o (t′)のどちらの時刻に入っ

た車両であっても，同時刻に到着することを意味してい
る．このときこれらの時刻の大小関係は任意に決める
ことができ 4，一般性を失うこと無く pm

d (t) ≤ pm′
d (t′)⇒

pm
o (t) ≤ pm′

o (t′)の関係性を定義することができる．
以上は，終点におけるポテンシャルの大小関係から，

起点のポテンシャルの大小関係を “backward”に（i.e.,交
通流の流れと逆方向に）決めることができることを意
味する．さらに，起点でのポテンシャルの大小関係が
与えられた場合，FIFO条件，及び因果律から，終点で

4 どちらが大きいケースであっても，そのような組み合わせによ
るポテンシャルを定義することができる．

のポテンシャルの大小関係を次のように “forward”に決
めることができる：

pm
o (t) ≤ pm′

o (t′)⇒ pm
d (t) ≤ pm′

d (t′), (14)

for all d such that R(o, d) , ∅.
そのため，一度ある起点 oでのポテンシャルの大小関
係が与えられると，こうした起点・終点間の backward・
forwardの関係性を利用することにより，全ての起点に
おいて次の関係式が成立することが分かる：

pm
o (t) < pm′

o (t′)⇒ pm
o′ (t) ≤ pm′

o′ (t′), o′ ∈ No. (15)

そして，ノード・ポテンシャルの定義から，次が成立
する：

u∗n(o, pm
o (t)) ≤ u∗n(o, pm′

o (t′)), ∀o ∈ No

⇒ min
o
{u∗n(o, pm

o (t))} ≤ min
o
{u∗n(o, pm′

o (t′))}

⇔ pm
n (t) ≤ pm′

n (t′). (16)

よって，補題の関係式が成立することが示される． □

この補題は，ある起点でポテンシャルの大小関係が
成立するとき，その関係性が他の起点，及びノードにお
いて逆転しないことを意味する．そのため，この補題
を用いることにより，ある k通りのポテンシャルの組み
合わせが存在するとき，ネットワーク上の全てのノー
ドにおいて，他の組み合わせよりポテンシャルが大き
くない，ある組み合わせ mが存在することが分かる．
では，この補題を用いることで最早未配分車両の存
在証明を行おう：

定理 1. ある unidirectional networkにおいて，P(r) , ∅
となるような経路ベクトル r ∈ Rが与えられていると
する．このとき，少なくとも一台の最早未配分車両が
存在する．

証明. 全ての未配分車両について，pm j
o j

(t j), ∀ j ∈ P(r)と
なるように基準時刻 t j，及びノード・ポテンシャルの組
み合わせm jを取る，i.e.,各未配分車両の出発時刻に対
応するポテンシャルを設定する．式 (9)から，次が成立
するある組み合わせ mi が存在することがわかる：

pmi
n (ti) ≤ pm j

n (t j), ∀n ∈ N . (17)

これを用いることにより，poi
n (ti) = siである時刻に起点

oi を出発する未配分車両 iの最短経路 r∗i 上のノード到
着時刻について，次が成立することが分かる：

u∗n(oi, si) = pmi
n ≤ pm j

n (t j) ≤ u∗n(o j, s j), (18)

∀n ∈ N(r∗i ) ∩N j,∀ j ∈ P(r) \ {i}.
これは，未配分車両 iは最短経路 r∗i を利用することに
より，経路上の全てのノードに他の未配分車両より遅
くなく到着することができることを意味する．よって，
未配分車両 iは最早未配分車両となる． □

6
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なお，前章で説明したように，最早未配分車両の存
在が保証されれば，そのネットワークでは順序配分ア
ルゴリズムにより ordered Nash equilibriumを導出する
ことができる．そのため，この定理より次の系が成立
することが分かる．

系 1. Unidirectional networkにおける DUEゲームを考
える．このネットワークでは，順序配分アルゴリズムに
より均衡解を導出することができる，i.e., ordered Nash
equilibriumが存在する．

4. Weakly acyclic gamesと均衡解の確率的安
定性

本章では，unidirectional network における動的利用
者均衡の確率的安定性の解析を行う．具体的にはまず，
unidirectional networkでのDUEゲームがweakly acyclic
gamesと呼ばれるゲームのクラスに分類されることを
示す．次に，weakly acyclic gameで蓄積されてきた均
衡解の数理特性に関する理論を活用することで，動的
利用者均衡の収束性，及び安定性を示す．さらに，解
析された安定均衡解の特徴について概説するとともに，
ネットワーク配分理論の観点から望ましい均衡解を安
定化させるための手法について考察する．
なお，以降ではDUEゲームで表されるwithin-dayの

交通流パターンに加え，その交通流パターンの day-to-
day ダイナミクスを考える（ダイナミクスの具体的な
内容は後で示す）．そこで，dayを表す離散的な変数 τ
(= 1, 2, . . .)を導入する．Day τでの車両 i ∈ Pの経路
選択を rτi，その経路を選ぶことによる終点到着時刻を
gi(rτi ; rτ−i)で表す．

(1) Weakly acyclic games
Weakly acyclic games の定義の説明に先立ち，次の

“better response path”を定義する：

定義 6. （Better response path15),26)）ある時間の流れに
沿った戦略ベクトルの列（path）r0, r1, . . . , rkを考える．
各 day τ ∈ [1, k]では，前の dayとは異なる経路を選択す
る車両 i ∈ Pが存在しているものとし（i.e., rτ−1

i , rτi），
これを dayτにおける逸脱者と呼ぶ．ある path上におい
て，各 day τの逸脱者が一人のみであり，かつ逸脱者 i
の効用が常に増加している（i.e., better responseしてい
る）とき，すなわち， rτ−1

i , rτi , s.t. gi(rτi ; rτ−i) < gi(rτ−1
i ; rτ−1

−i ),

rτ−1
j = rτj , ∀ j ∈ P \ {i}.

(19)

が成立するとき，この pathを better response pathと呼ぶ．

Weakly acyclic gamesは，この better response pathを
用いて次のように定義される：

定義 7.（Weakly acyclic games15),26)）戦略集合をRと表
す．Nash均衡状態ではない全ての戦略ベクトル r ∈ R
について，Nash均衡であるいずれかの戦略ベクトル r∗

への better response pathが存在するとき，そのゲームは
weakly acyclic gameである．

Weakly acyclic gamesは，静的な均衡配分問題との関
連でよく知られている，ポテンシャルゲームの一般化
概念である．具体的には，ポテンシャルゲームは（いか
なる経路ベクトルからも）Nash均衡に到達する「有限
の」better response path5を持つ；一方で，weakly acyclic
gamesでは，Nash均衡に到達する better response pathが
有限であるとは限らない．ポテンシャルゲームでは，全
プレイヤーの利得変化とゲーム全体の利得（ポテンシャ
ル）変化とが完全に紐付けられている．すなわち，better
responseによるある個人の利得増加によりゲーム全体
のポテンシャルは必ず増加する：そして，経路ベクトル
は以前の dayのものに逆戻りすることはない．そのた
め，ゲームが有限であるとき，その better response path
は必ず有限列となる，i.e., 有限の better response のス
テップでNash均衡に到達する．一方で，weakly acyclic
gamesには全プレイヤーの利得変化と紐付けられたポ
テンシャルは存在しない．そのため，Nash均衡に到達
する better response pathは閉路を含んでいる可能性が
あり，有限列であるとは限らない．

(2) DUEゲームと weakly acyclic games
では，unidirectional network 上の DUE ゲームが

weakly acyclic gameであることを証明しよう：

定理 2. Unidirectional network 上の DUE ゲームは
weakly acyclic gamesのクラスである．

証明. 任意の初期経路選択ベクトル r ∈ R から，適切
な順番で車両の経路選択を改善することによりNash均
衡を導出するアルゴリズムを構築する：すなわち，全
ての初期経路ベクトルにおいて，Nash均衡へと到達す
る better response pathの存在を示すことで構成的に証
明する．
まず，車両を次の二つの集合に区分する：（１）事後
的な最短経路を選択していることが確定している車両
集合 PA，及び（２）事後的な最短経路を選択している
かどうかが分からない車両集合PB．また，これらの集
合に属する車両の経路ベクトルをそれぞれ rA, rB と表
す．なお，r = (rA, rB)である．
以上の準備の下，次のアルゴリズムを考える：
0. 初期設定：m = 0とし，車両集合，経路ベクトルにつ
いて次のように初期設定を行う：(Pm

A ,Pm
B ) = (∅,P),

rm = (rm
A , r

m
B ) = (∅, r)．

5 有限改善路（finite improvement path, FIP）とも呼ばれる．

7
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1. 最早未配分車両の探索：rA を与件とした上で，車
両集合 Pm

B に属する車両から定義に基づき最早未
配分車両を決定する．最早未配分車両を iと表す．
また，車両 iの最短経路を r∗i，最短経路を利用する
ことによる最早終点到着時刻を g∗i と表す．

2. 経路ベクトルの更新：車両 iの現在の選択経路によ
る終点到着時刻 gi(rm

i ; rm
−i)と g∗i を比較し，次の場

合分けに基づき経路を変更させる：
(a) g∗i < gi(rm

i ; rm
−i)の場合：車両 iを better response

させることで，選択経路を r∗i へと変更させる，
i.e., rm+1

i := r∗i．なお，他の車両の選択経路は
変更しない，i.e., rm+1

j := rm
j , ∀ j ∈ Pm

B \ {i}．
(b) g∗i = gi(rm

i ; rm
−i)の場合：まず，次の二つの条

件を満たす集合 Pm
B に属する車両の経路選択

ベクトル r′B が存在するか否かを確かめる：
（１）rm

B から r′Bへの better response pathが存
在し，（２）r′Bにおいて車両 iの終点到着時刻
は遅くなる，i.e., gi(rm

i ; rm
−i) < gi(r′i ; r′−i) where

r′ = (rm
A , r

′
B)．

r′Bが存在するとき（2-(b)-(i)と表す），Pm
B に属

する車両の選択経路を次のように更新する：
rm+1

i := r∗i , rm+1
j := r′j, ∀ j ∈ Pm

B \ {i}．
r′Bが存在しないとき（2-(b)-(ii)と表す），車両
の経路は変更しない：rm+1

j := rm
j , ∀ j ∈ Pm

B．
3. 車両集合の更新，及び収束判定：Pm+1

A := Pm
A ∪ {i},

Pm+1
B := Pm

B \ {i}とする．Pm+1
B , ∅ならば，m :=

m + 1としてステップ１に戻る．そうでない場合，
rm+1 を均衡解としてアルゴリズムを終了する．

各ステップについて説明しながら，このアルゴリズム
により各車両を better responseさせつつ Nash均衡を導
出できることを示す．ステップ１では，better response
させることにより事後的な最短経路を選ばせることが
できる車両（i.e.,最早未配分車両）を探索している．具
体的には，ある最早未配分車両 i ∈ rm

B が最短経路 r∗i へ
と better responseできたならば，その経路は集合 rm

B に
属する車両の経路選択に旅行時間が影響されない経路
である；そのため，順に最早未配分車両を最短経路へと
better responseすることにより，全車両が事後的な最短
経路を選択している状況を実現することができる．

ステップ２では，最早未配分車両 i が実際に better
responseにより事後的な最短経路を選ぶことができる
ことを示すものである．まず 2-(a)は，現時点での選択
経路による終点到着時刻が最短経路 r∗i を利用したとき
より遅い場合である；そのため，車両 iは better response
により r∗i へと変更することができる．また 2-(b)は，現
時点の終点到着時刻が最短経路 r∗i を利用したときと同
じ場合であり，車両 i単独の better responseでは r∗i へ
の経路変更はできない．ただし，2-(b)-(i)のときは，rm

B

に属する i以外の車両の選択経路を better responseによ
り r′B へと変更すれば，車両 iの終点到着時刻は遅くな
るため，r∗i へと better responseすることにより変更する
ことができるようになる．
一方で 2-(b)-(ii)のときは，車両 iの終点到着時刻が
遅くなるような経路選択ベクトルが存在しないため，車
両 iは better responseにより r∗i へ経路変更することは
できない．しかし，これは車両 iの終点到着時刻は既に
最小化（i.e., g∗i = gi(rm

i ; rm
−i)）されており，かつその終

点到着時刻は rm
B に属する車両の better responseによる

経路変更により影響されないことを意味している，i.e.,
経路 rm

i は事後的な最短経路である．そのためステップ
２を通して，rm

B に属する車両の経路選択に関わらない
事後的な最短経路へと，車両 iの経路を変更させること
ができる．
結果として，最早未配分車両の存在が保証されている
とき，このアルゴリズムは有限の繰り返し回数 |P|で均
衡解を必ず導出する．そして，unidirectional network上
の DUEゲームでは，最早未配分車両の存在は保証され
ている．すなわち，任意の初期経路選択ベクトル r ∈ R
から，適切な順番で車両の経路選択を改善することに
よりNash均衡を導出することができる．よって，Nash
均衡へと到達する better response pathの存在が示され
た． □

(3) 動的利用者均衡の収束性，及び安定性
本節では，具体的な day-to-dayダイナミクスを考え，
そのダイナミクスに対する均衡解の収束性，及び安定
性について調べる．
a) 収束性
まず，次の “better response dynamics”を考え，その収
束性を示す：各 day τ (> 0)において，一つの車両 i ∈ P
がランダムに抽出され，経路を変更する機会が与えら
れる．車両 iは現状の経路 rτi より早く終点に到着する
経路 rτ+1

i を発見することができれば，その経路を新た
に選択するものとする，i.e., gi(rτ+1

i ; rτ−i) < gi(rτi ; rτ−i)．な
お，より早く終点に到着する経路を発見できない場合，
経路は変更しない．

Nash均衡状態は明らかにこのダイナミクスの吸収状
態であり，一度 Nash均衡状態に到達するとその状態か
ら他の状態に推移することはない．また，あるゲームが
weakly acyclic gameであるとき，いかなる経路ベクト
ルからも Nash均衡に到達する better response pathが存
在する．すなわち，あるゲームが weakly acyclic games
であるとき，better response dynamicsは Nash均衡への
収束性を持つことがわかる 27)．そのため定理 2から，
unidirectional networkにおける DUEゲームの均衡状態
の収束性について，次の命題が成立する：

8
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命題 1. Unidirectional networkにおける DUEゲームを
考える．車両の経路選択の day-to-dayダイナミクスと
して better response dynamicsを考えたとき，このダイ
ナミクスにより実現する経路ベクトル rは，Nash均衡
へとほとんど確実に収束する．

Day-to-dayダイナミクスの収束性は，定式化したシ
ステムの代表的な状態を表現するのに均衡解を用いる
ことに対して肯定的な材料を提供する．しかしながら，
突然変異的な行動変容や効用を最大化する経路への変
更ミスといった「ゆらぎ（摂動）」を持たない確定的な
ダイナミクスの収束性は，均衡解の安定性を示す十分
条件とはならない．これは，摂動が加わることにより
均衡状態から少し離れた状態へと遷移したとき，元の
均衡状態へと戻る方向へ各車両の行動選択が行われる
とは限らないためである．そのため，均衡解の安定性
を示すためには，均衡点周辺における漸近的な挙動を
調べる必要がある．
b) 確率的安定性
均衡解の漸近的な挙動を調べるにあたり，Young15)は

「確率的安定性」の概念を導入した．確率的安定性の分
析では，摂動を含むダイナミクスの下での状態推移の
長期的な振る舞いを，確率過程の定常分布として捉え
る．そして，摂動が生じる確率を十分小さくしたとき
の定常分布の漸近的な挙動から，どの状態が実現しや
すいか（i.e.,十分長期にわたり観測したときに，どの状
態の観測頻度が高くなるか）を分析する．この摂動に
対して長期的に頑強な状態が確率的安定な状態である．
確率的安定性は，フォーマルには次のように定義さ

れる：まず，ある摂動を含まないダイナミクスによる各
車両の日々の経路変更を有限マルコフ連鎖としてモデ
ル化する（これを “unperturbed Markov chain”と呼ぶ）．
このマルコフ連鎖の状態空間は経路選択ベクトルの直
積集合 Rであり，遷移確率行列を P0 により表す．ま
た，状態（経路ベクトル）rから r′への遷移確率を P0

rr′

により表す．
次にこのダイナミクスにおいて，あるパラメータ ϵに

より特徴づけられた確率で摂動が起きる（e.g., 効用に
関わらずランダムに戦略を選ぶ）ダイナミクスを考え
る；そして先と同様に，このダイナミクスによる経路
ベクトルの遷移を有限マルコフ連鎖としてモデル化す
る（“regular perturbed Markov chain”と呼ぶ）．Regular
perturbed Markov chainの遷移確率行列を Pϵ により表
す．ただしこの遷移確率行列は，パラメータ ϵがゼロ
になったとき，unperturbed Markov chainの遷移確率行
列と一致するものとする，i.e., limϵ→0 Pϵ = P0．
ϵ > 0であるとき，perturbed Markov chainは非周期，

かつ既約である，i.e.,このマルコフ連鎖はエルゴード的
である．すなわち，このマルコフ連鎖は唯一の定常分

布 µϵを持ち，これは µϵPϵ = µϵを満たす．この定常分
布は，長期間にわたり観測したときの各状態の観測頻
度を表すものである．更に，この定常分布はパラメー
タ ϵがゼロに近づくことで，unperturbed Markov chain
の定常分布のうち一つへと収束することが示されてい
る 15)．そのため，摂動生起確率が十分小さくなったと
きの定常分布 µϵから，摂動を含まないダイナミクスで
の漸近的な挙動（i.e.,どの状態周辺に定常分布が収束す
るか）を調べることができる．以上の準備の下，確率
的安定性は次のように定義される：

定義 8. (Stochastic stability) ある状態 r ∈ R がある
regular perturbed Markov chainに対して確率的安定であ
るとき，limϵ→0 µ

ϵ
r > 0が成立する．

摂動生起確率が十分小さくなったときの長期的な振
る舞いを見ると，確率的安定である状態は，そうでな
い状態と比較して頻繁に観測される（i.e., 0より大きい
確率で観測される）状態となる．すなわち，確率的安
定である均衡解が存在することを証明できれば，その
均衡は摂動を含むダイナミクスの下での状態遷移にお
いても頻繁に観測される，実現しうる尤もらしい均衡
解として解釈することができる．
では，unidirectional networkにおける DUEゲームで
の均衡解の確率的安定性を調べよう．本研究では，摂
動の生起確率が利得（終点到着時刻）と紐付けられてい
ないダイナミクスと，紐付けられているダイナミクス
の二種類を取り上げ，その確率的安定性を調べる．具
体的には，前者としては，前節で示した better response
dynamicsのミスを含むダイナミクス（stochastic better
response dynamics）を取り上げる；次に後者として，logit-
response dynamics28),29),30) を取り上げる．
まず，stochastic better response dynamicsについて説
明する．このダイナミクスでは，まず better response
dynamicsと同様に，各 day τにおいてある車両 i ∈ P
がランダムに選ばれ経路変更の機会が与えられる．し
かし，車両 iは確率 ϵで経路変更にミスを起こすもの
とする，i.e., 現在の効用以下の経路を含む経路へとラ
ンダムに変更する．このダイナミクスによるある状態
r = (ri, r−i)から r′ = (r′i , r−i)への遷移確率 Pϵrr′ は，次の
ように表される：

Pϵrr′ = (1 − ϵ)P0
rr′ +

1

n

ϵ 1

|Ri|

 , (20)

where P0
rr′ =


1

n

1

|Di(r)|

r′i が車両 iの better response
による経路変更先の候補のと
き．

0 otherwise

.

(21)

ここで |Di(r)|は，経路ベクトルが rであるときの，（ミ

9

第 58 回土木計画学研究発表会・講演集



スを含まない）better response dynamicsによる車両 iの
経路変更候補の総数である．なお，遷移確率行列 Pϵrr′

は ϵ→ 0により明らかに P0
rr′（better response dynamics

における遷移確率行列）へと収束する．そのため，こ
の stochastic better response dynamicsは better response
dynamicsの regular perturbation dynamicsであることが
わかる．
そして以上の準備の下，stochastic better response dy-

namicsの下での均衡解の確率的安定性は次の定理によ
り示される：

定理 3. Unidirectional network上での DUEゲームを考
える．ミスのある better response dynamicsの下での確
率的安定状態は，Nash均衡状態の集合に含まれる．す
なわち，確率的安定的な均衡が存在する．

証明. 証明は付録付録 Iを参照．

次に，logit-response dynamics について取り上げる．
このダイナミクスでは，経路変更の機会が与えられた
車両 iはより早く終点に到着できる経路をより高い確率
で選ぶ．具体的には，ある day τにおける経路選択ベク
トルが rτで与えられているとき，day τ+ 1において車
両 iが経路 ri へと変更する確率 pτ+1

i (ri; rτ−i)は，次のよ
うに与えられる：

pτ+1
i (ri; rτ−i) =

e−βgi(ri,rτ−i)∑
ri∈Ri

e−βgi(ri,rτ−i)
. (22)

ここで，β (0 < β < ∞)は摂動パラメータ ϵの逆数に相当
するものであり，logit-responseの unperturbed dynamics
である “best response dynamics”からどれだけの摂動を
受けているのかを示す度合いである．Best response dy-
namicsでは，ある車両 iは終点到着時刻を最小化する，
次の経路選択肢集合 Bi(r−i)からランダムに経路を選択
する：

Bi(r−i) :=
{

r∗i ∈ Ri s.t. gi(ri, r−i) = min
ri∈Ri

gi(ri, r−i)
}
. (23)

β→∞のとき，logit-response dynamicsは best response
dynamicsと同一となる．

Best response dynamicsでは，「狭義」Nash均衡がダイ
ナミクスの吸収状態となる．これは，このダイナミクス
では同一の終点到着時刻を持つ経路に変更することが
可能であるためである．この特性に基づき，Alos-Ferrer
and Netzer30) は，logit-response dynamicsでの均衡解の
確率的安定性について，次の定理を示している：Weakly
acyclic gameでは，logit-response dynamicsでの確率的
安定状態は狭義 Nash 均衡の集合に含まれる．そのた
め，もし unidirectional networkでの DUEゲームが狭義
Nash均衡を持てば，均衡解の確率的安定性を示すこと
ができることがわかる．

図–2 待ち行列の存在により，終点到着時刻を最小化する経路
が複数存在するときのネットワーク例

しかし，DUEゲームでは狭義 Nash均衡は，その存
在を一般的に保証することはできない．これは，動的
な交通流での待ち行列の性質により，終点到着時刻を
最小化する経路が複数存在しうるためである．例えば，
図 2に示すネットワークを考えてみよう．このネット
ワークは一起点一終点ネットワークであり，二つの経
路が存在する．ここで，次を満たす均衡状態が実現し
ているものとする；リンク 3に待ち行列が存在してお
り，ある車両 iはどちらの経路を利用しても待ち行列の
末尾に追いつける．加えて，車両 iより後の時刻に起点
を出発する車両は，車両 iを追い越す（i.e.,リンク 3に
より早く流入する）ことができない．このとき，車両 i
はどちらの経路を利用しても，同時刻（待ち行列の捌け
時刻）に終点に到着することがわかる．すなわち，式
(1)において複数の最適反応が存在することになり，結
果的に狭義 Nash均衡が存在しなくなる．この例は，動
的利用者均衡配分において，logit-response dynamicsで
は確率的安定な均衡が一般には存在しないことを示唆
するものである．このような，ある種のダイナミクス
では待ち行列の存在が均衡解の不安定化を招くといっ
た事実は，待ち行列の興味深い特性であるといえよう．

(4) 交通流の均衡状態と確率的安定性について
一度均衡解の安定性が示されたならば，交通工学的な
関心はこうした安定的な均衡解の解析，すなわち，安定
均衡解と対応する尤もらしいフロー・パターンの特性
の解明へと移る．これは，均衡解析の本来の目的が，必
要最小限の要素モデルの下に導出されるベンチマーク
となる均衡状態から，ネットワーク・システムの本質的
な挙動の解析を行うことにあるためである 31),32)（e.g.,
安定均衡解に対応するフロー・パターンは，様々なパ
ラメータ（e.g.,道路容量，トポロジー）の変化に伴いど
のような挙動を見せるのか）．しかし，前節で示した確
率的安定な均衡解を解析する場合，その解析は率直に
いくものではなく，いくつかの問題を有している．以
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下では，それらの問題を挙げた後，その問題を解決す
るための提案を行う．
解析にあたっての問題の第一は，Ellison33) などによ

り指摘されるように，確率的安定な均衡を数値計算な
どにより求めることは難しいということである．これ
は，確率的安定性とは本質的に十分長期にわたる，無限
回の day-to-dayダイナミクスの繰り返しの結果に基づ
き定義されるためである．例えば，ある day-to-dayダ
イナミクスを実装し，有限の繰り返しから定常分布を
求めたとする；そしてある均衡状態が頻繁に観測され
るようであったとしても，その状態は確率的安定であ
るとは限らない．なぜならば，その有限の繰り返しは
「真の」確率的安定状態へ収束するには回数が足りてい
ないかもしれないためである．つまり，この頻繁に観
測された均衡は確率的安定状態へと収束する過程にお
いて，偶然頻繁に発現したものであるという可能性が
ある．無限回の繰り返しというのは現実には不可能で
あるので，結果として確率的安定な均衡を数値計算か
ら求める（判断する）ことは難しい．
既存研究には，定常分布を求めるのではなく確率的安

定状態を直接求めるアルゴリズムを提案しているものも
ある（例えば，Foster and Young10), Young15), Ellison33)）．
しかし，こうしたアルゴリズムは戦略の列挙を要求す
る．DUEゲームの状態（経路ベクトル）空間 Rは非常
に大きく，戦略の列挙は実質的に不可能であるため，や
はりその実装は難しい．
第二の問題は，確率的安定である均衡解のネットワー

ク配分理論からの解釈の難しさである．均衡解の確率
的安定性は適用される day-to-dayダイナミクスに依存
しているため，確率的安定な均衡状態に対応する交通流
パターンがどのような配分パターンであるのかは，ダ
イナミクスごとに変化する．そのため，各ダイナミク
スに含まれる摂動の意味や要因を考慮した，確率的安
定である均衡解の解釈が求められる．しかし，ダイナ
ミクスによっては，ネットワーク交通流として不自然
な摂動を行うものも存在している．例えば前節で示し
た perturbed better response dynamicsでは，摂動による
経路選択の変容は利得（終点到着時刻）と関係づけら
れておらず，車両はランダムに経路を選択するものと
している．Sandholm34)などにより指摘されているよう
に，こうした突然変異的な摂動はネットワーク配分理
論としては不自然なものである．そのため，確率的安
定な状態が一体どのような摂動にさらされたときに頻
繁に観測されるものであるのか，また実現した交通状
態は車両のどのような行動の結果であるのか，といっ
た解釈を行うことが難しくなる．
以上の問題を考慮すると，その均衡解（対応するフ

ロー・パターン）の特性を解析するというステップに

おいては，安定均衡解の存在を保証するだけでなく，そ
の均衡が次の特性を持っていることが望ましい；（１）
求解でき，特定することが可能であること，及び（２）
ネットワーク配分理論的に自然な解釈を行えることで
ある．言い換えれば，求解可能な均衡解を確率的安定
化できるような，何らかの追加的な（しかし自然な）条
件を導入することが求められる．
こうした問題に対する一つの解決手法は，ordered Nash

equilibriumを確率的安定化することである．前述した
ように，ordered Nash equilibriumは順序配分アルゴリズ
ムを適用することにより導出される均衡解である．具
体的には，適切な順序付けから求められる最早未配分
車両を，DP原理を満たす最短経路へと順に配分してい
く；これにより，各車両は後から配分された車両から追
い越されない，事後的な最短経路を選択している状態
（均衡状態）が達成される．すなわち，この均衡解は特
定することが可能であり，かつ各車両がDP原理を満た
しながら最短経路を探索した結果実現する交通状態と
いう，ネットワーク配分理論的に自然な解釈を行うこ
とができる．

Ordered Nash equilibriumを確率的安定化するために
は，その均衡が適用されるダイナミクスの unperturbed
dynamicsにおいて吸収点であれば良い．このためには，
次の二つが満たされていれば良い；（１）DP原理によ
り導出される最早未配分車両の最短経路が唯一に定ま
り，かつ（２）仮に DP原理を満たす経路と同一の終点
到着時刻を持つ経路が存在するとき，DP原理を満たす
経路を優先して選択するという追加的な基準をダイナ
ミクスに加える．（１）が満たされるためには，あらゆ
るノード間において，自由旅行時間が同じ経路が複数
存在しないという条件が満たされていれば良い．また，
（２）を満たすためには，十分小さな値の利得を DP原
理を満たす経路の利得に加えることにより，DP原理を
満たす経路の利得を見かけ上，他の経路より高くして
やれば良い．
結果として，（１）を満たすネットワークにおいて，

（２）で述べた追加的な経路選択基準をダイナミクスに
導入することにより，logit-response dynamicsを含めた
様々なダイナミクスにおいて，ordered Nash equilibrium
を確率的安定化することができると考えられる．次章
では，数値実験を通してこの議論を検証する．

5. 数値実験

本章では，ここまでで議論した unidirectional network
上での動的利用者均衡の収束性，及び確率的安定性を，数
値実験を通して調べる．具体的には，まず better response
dynamicsの収束性を調べる．この数値実験では，待ち
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図–3 左図：オリジナルの Dupuisネットワーク．右図：本稿
で取り扱うネットワーク

表–1 リンク・パラメータ (FFTT: 自由旅行時間, BN: ボトル
ネック容量, SF:飽和交通流率)

Link FFTT
[sec]

BN
[veh/sec]

SF
[veh/sec]

Link FFTT
[sec]

BN
[veh/sec]

SF
[veh/sec]

(o1, a) 14 2 2 ( f , h) 12 1.5 1.5
(o2, a) 18 2 2 (g, h) 18 0.17 0.5
(a, b) 6 2 2 (g, j) 6 0.2 0.5
(b, c) 6 2 2 (h, i) 9 0.67 83
(b, e) 18 1.5 1.5 (i, k) 12 0.27 0.67
(c, f ) 26 1.5 1.5 (i, l) 6 0.2 0.5
(c, g) 10 1.5 1.5 ( j, k) 6 0.67 1
(e, f ) 20 1.5 1.5 (k, d1) 6 0.67 1
(e, l) 42 0.27 0.5 (l, d2) 6 0.67 1

行列の延伸がどのように収束速度に影響を及ぼすかを
調べるために，physical queueモデルと point queueモデ
ルを用いた数値実験を行い，その収束に要する回数を
比較する．次に，前章最後の議論の妥当性を確認する
ために，ミスのある day-to-dayダイナミクスを仮定し
たときの定常分布について，DP原理を満たす経路を優
先するという基準を組み込んだときと組み込まないと
きのものを比較考察する．

(1) ネットワーク・需要設定
図 3に，本章で取り扱う unidirectional networkを示

す．このネットワークは Nguyen Dupuis をベースに，
unidirectional構造を持つように構造を修正したもので
ある．起点ノードの集合は No = {o1, o2}であり，終点
ノードの集合はNd = {d1, d2}である．ネットワーク上の
各リンクは，リンク終端のボトルネック部とボトルネッ
ク以外の区間から構成されており，台形型のFundamental
Diagramを持っている．各リンクのパラメータ（e.g.,自
由旅行時間，ボトルネック容量）を表 1にまとめる．な
お，ネットワーク上の各起点から各終点には，四つの
経路が存在している（i.e.,各車両の経路選択肢集合は四
つの経路から構成される）．これら経路は図に示したと
おりに番号付けている．
ネットワーク上の各起点からは，それぞれ 100台の

車両が出発する．各車両は一定の車頭間隔で起点から
ネットワークに流入している（車頭間隔の具体的な値

は後に示す）．また，各終点へ向かう車両の比率は一対
一と設定している．
本稿では，Leclercq and Becarie35) により提案された

mesoscopic LWRモデルにより，各車両の挙動を計算す
る．この数値実験では，各車両が特定の箇所（e.g.,ノー
ド）を通る時刻である “event time”を求める．次に event
timeのうち，最小の時刻までの車両挙動（i.e.,各リンク
上の車両軌跡）を，適用される動的な交通流モデルに従
い求める．そして，この event timeの計算，及びその最
小時刻までの車両軌跡の更新を，全ての車両がトリッ
プを終えるまで繰り返す．なお，本稿では動的な交通
流モデルとして Newellの追従モデルを採用している．

(2) 数値実験結果
a) 収束速度
まず，待ち行列の延伸がどのように収束速度に影響
を与えるのかを考察する．具体的には，physical queue
と point queueにおける better respones dynamicsでの均
衡解への収束に要する dayの日数の比較を行う．この
数値実験では，起点から流入する車両の車頭間隔につい
て次の三種類のパターンを考える；2.5[sec/veh]（lowパ
ターン），2.0[sec/veh]（mediumパターン），1.5[sec/veh]
（highパターン）．そして各需要パターンについて，better
response dynamicsによる均衡解への収束計算を 50回行
い，収束に要するまでの日数の平均値を比較する．な
お，初期経路選択ベクトルは距離最短の経路と設定す
る．また，better responseにあたっては，前章で議論し
た DP原理を満たす経路を優先するという追加的な基
準を導入する．具体的には，DP 原理を満たす経路に
ついては，車両が知覚する見かけ上の終点到着時刻を
0.001[sec]だけ短くしている 6．
図 4に，physical・point queueモデルのそれぞれにお
いて，各需要パターンを適用したものの収束日数の結果
について示す．各図の横軸は需要パターンを示してお
り，縦軸は収束日数の値を示している．数値計算結果
は箱ひげ図で示されており，図中赤線が収束日数の平均
値を示している．この図からは，車頭間隔が短くなる
ほど（流入交通流率が高いほど），均衡状態への収束に
要する回数が少なくなることが見て取れる．特に high
の需要パターンにおいて point queueと physical queue
を比較すると，後者の方が収束に要する回数が少なく
なっていることがわかる．この事実からは，待ち行列
の延伸が収束回数を少なくしていることが示唆される．
このことを確かめるために，均衡状態における経路
選択パターンを調べた．図 5に，physical queue，及び
point queueを適用したときの均衡状態における各経路
を利用する車両の累積図（横軸は出発時刻を表す）を

6 実際の経路旅行時間，及び終点到着時刻は変化させてはいない．
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図–4-a Physical queue
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図–4-b Point queue

図–4 Nash均衡状態に達する前の収束日数の平均値．

示す．まず図 5-aを見ると，physical queueが適用され
ているときは，より早い時刻において経路 2を利用す
る車両が存在しなくなっていることがわかる．これは，
リンク ( j, g)上の待ち行列がリンク (c, g)に延伸するこ
とにより，この経路の旅行時間が増加したためである．
このことは，均衡状態への収束過程を考えたとき，better
responseによる各車両の経路変更先の候補から経路 2が
除外されやすくなることを意味している，i.e.,経路 1と
3の間での better responseを行う傾向にある．一方で図
5-bを見ると，point queueが適用されているときは待ち
行列の延伸が生じていないために，経路 2を利用する車
両はより遅い出発時刻においても存在していることが
わかる．すなわち，経路 2は better responseの候補とし
て残り続けていることが示唆される．結果として，この
数値実験においては，待ち行列の延伸が better response
による事後的な最短経路への変更確率を高めているこ
とがわかる．このために，physical queueではより少な
い回数で均衡解へと収束していることがわかる．
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図–5-b Point queue

図–5 均衡状態での，終点 d1 に向かう各経路の累積流入台数．
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図–6 Perturbed better response dynamicsを適用したときの定常
分布（橙の丸は均衡状態，白丸は ordered Nash equilibrium
におけるフロー・パターンを表す）

b) Perturbed dynamicsの定常分布
次に，perturbed dynamicsの定常分布を求める．具体
的には，適用された perturbed dynamicsに従い，初期状
態からの経路選択ベクトルの推移を 200,000回繰り返
す．そして，経路選択ベクトルから計算される経路フ
ロー・パターンの，初期状態からの乖離具合を交通状
態として定義した上で，各交通状態の生起回数の頻度
分布を定常分布として求めた．なお，初期経路選択ベ
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クトルは前節と同じく距離最短の経路と設定する．ま
た，起点から流入する車頭間隔は highパターンのみを
考える．
本節では，次の三種類のダイナミクスを適用し，そ

の結果について比較考察する；通常の perturbed bet-
ter response dynamics，DP 原理を満たす経路を優先す
るという追加的な基準を導入した perturbed better re-
sponse dynamics，及び logit-response dynamics．各ダ
イナミクスに含まれる摂動の起こり具合については，
次の三パターンを考える；perturbed better response で
は，ϵ = 0.003, 0.0005, 0.0001；logit-responseでは，β =
300, 500, 700．
交通状態の具体的な計算方法を説明する．まず，各

day τの経路 rの（一日間の）平均交通流率 f r(τ)を次
の式に従い求める：

f r(τ) =
|Pr(τ)|

Tr
last(τ) − Tr

f irst(τ)
. (24)

ここで，|Pr(τ)|は経路 rを選択している車両総数であ
る．また Tr

f irst,T
r
lastは，それぞれその経路を利用した最

初と最後の車両の経路（ネットワーク）流入時刻であ
る．そして，初期経路フロー・パターンの乖離具合を，
次の経路フロー・パターン間のユークリッド距離とし
て求めた：

z(τ) =

∑
r∈R

(
f r(τ) − f r(0)

)2
1/2

. (25)

本稿では，この距離を交通状態として定義する．
図 6に，通常の perturbed better response dynamicsの

定常分布を示す．横軸は各交通状態（i.e., 初期経路フ
ロー・パターンからのユークリッド距離），縦軸は各交
通状態の正規化された頻度（生起回数を繰り返し回数
200,000で割ったもの）を表す．図中において丸がつけ
られている状態は，それが均衡状態であることを表し
ている．特に白丸は，ordered Nash equilibriumである
ことを表している．
この図からは，均衡状態，及びそれに対応するフロー・

パターンが複数実現していることがわかる．さらに，摂
動の生起具合をゼロに近づけていっても，ある Nash均
衡周りへと定常分布が収束（ある均衡状態の正規化頻
度が 1.0に近づく）するわけではないことが見て取れ
る；寧ろ，生起具合が変化することにより，最も出現頻
度が高い状態は変化していることがわかる．具体的に
見ていくと，ϵを 0.003から 0.0005へと減少させたと
き，0.54，及び 0.57付近の交通状態の正規化頻度が高
くなっていることがわかる．このことからは，これら
の状態が確率的安定状態であることが期待される；そ
して，更に ϵをゼロに近づけていくことで頻度は更に高
くなることが予想される．しかし，実際に ϵを 0.0001
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図–7-a Perturbed better response dynamics
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図–7-b Logit dynamics

図–7 Perturbed better response dynamics を適用したときの定
常分布（DP原理を優先する基準を追加）

に減少させると，これらの交通状態の頻度はゼロに近
づいていることがわかる．そして，ϵ = 0.0005のとき
には頻度がゼロに近かった交通状態の頻度が高くなっ
ている．これらの事実からは，前節で議論したように，
有限の繰り返し回数では頻度が高い均衡が存在しても，
それが真に確率的安定であるのか判断することができ
ないことがわかる．
次に，DP 原理を満たす経路を優先する追加的な基
準を導入したときの定常分布を確認しよう．図 7 に，
perturbed better response dynamics，及び logit-response
dynamicsの定常分布を示す．これを見るとわかるよう
に，追加的な基準を導入したダイナミクスでは，摂動
の生起具合をゼロに近づけることにより，ordred Nash
equilibriumに対応する交通状態の正規化頻度が高くなっ
ている．これは perturbed better response dynamicsに限
らず，確率的安定性を保証するためには均衡解の狭義性
が満たされている必要があった logit-response dynamics
でも同様である 7．すなわち，追加的な基準を導入する

7 なお，このネットワーク設定では ordered Nash equilibrium は狭
義性を満たしてはいない．
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ことにより，ordered Nash equilibriumを確率的安定化
できることが確認できる．

6. 終わりに

本稿では，weakly acyclic gamesとの関係性を通して，
unidirectional network上での DUEゲームの確率的安定
性を調べた．まず，unidirectional network上での DUE
ゲームには，最早未配分車両が存在することを証明した．
これは，unidirectional networkでは，均衡解を達成するた
めの適切な順序付けを各車両に行うことができることを
保証する．次にこの順序付け可能性から，unidirectional
network上での DUEゲームが weakly acyclic gamesの
クラスであることを示した．そして，ゲーム理論の分
野で蓄積された知見を活用して，動的利用者均衡の収
束性，及び確率的安定性を示した．最後に，数値実験を
通して，理論解析で得られた結論の妥当性を確認した．
本稿では，physical queueと point queueを適用した

ときの収束速度について，数値実験を通して比較考察
を行った．そして，この数値実験では待ち行列の延伸
が均衡解への収束に要する繰り返し回数を少なくする
ことがわかった．この結果は直感と反する興味深いも
のである．しかし，待ち行列の延伸が収束回数に与え
る影響は，その延伸の種類にも依存すると考えられる，
e.g.,「分岐部」への延伸か，または「合流部」への延伸
か．そのため，ネットワーク構造や待ち行列の延伸の
仕方を変えながら，より系統的な数値実験を通して待
ち行列の収束速度に与える影響を調べる必要がある．
また本稿では，DP原理を満たす最短経路を優先して

選択する，といった基準を追加することで，順序配分ア
ルゴリズムにより導出される ordered Nash equilibrium
が確率的安定状態になることを示した．この追加的な
基準はネットワーク配分では自然なものであると考え
られるが，本来は，このような追加的な基準を導入せ
ずとも，ダイナミクスそのものが車両の経路選択行動
を Nash均衡へと収束・安定化させることができること
が望ましいと考えられる．そのため，動的利用者均衡
状態が安定化するようなダイナミクスをゲーム理論の
分野で発展してきた既存研究から探索，またはそれを
参考にしながら開発してくことは重要であろう．

謝辞： 本研究は JSPS科研費 JP18J12493の助成を受
けたものである．

付録 I 定理 3の証明

この証明は，Young15) の次の定理を活用している：

定理 4. (Young15), Theorem 4)ある unperturbed Markov

chainを考える．また，摂動パラメータ ϵを持つこのダ
イナミクスの regular perturbed Markov chainを考え，そ
の唯一の定常分布を µϵ と表す．このとき ϵ → 0によ
り，µϵは unperturbed Markov chainの定常分布のうち，
いずれか一つに収束する．さらに，このとき確率的安
定な状態は，unperturbed Markov chainの再帰的同値類
の集合に含まれる．

Unidirectional network 上の DUE ゲームは weakly
acyclic gamesであるため，better response dynamicsは
Nash均衡を吸収点として持つ：また，吸収点はNash均
衡である．これは，better response dynamicsによる車両
の日々の経路変更をモデル化した unperturbed Markov
chainの再帰的同値類が，Nash均衡と一対一対応するこ
とを意味している．上記の定理より，確率的安定な状
態は再帰的同値類の集合に含まれるため，確率的安定
状態は均衡状態の集合に含まれる．よって証明． □
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