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既存の OD交通量データと起終点間の経路選択確率が先験値として得られているときに，道路ネットワーク
上の観測リンク交通量から OD表を逆推定する手法として，残差平方和最小化モデルやエントロピー最大化モ
デルなどが開発されている．残差平方和最小化モデルは一般に 2次計画問題として定式化されるため，その求
解や実務適用も比較的容易な手法であると考えられる．一方，エントロピー最大化モデルについては，制約条
件付き非線形計画問題もしくはその最適性条件である非線形連立方程式を数値的に解く必要があり，解法アル
ゴリズムによっては発散することや精度の低い解しか得られず，実務適用の難易度が高い．そこで，本稿では，
非線形連立方程式に対する有効な解法として知られているホモトピー法を用いて，モデル構造を活用したホモ
トピーパスを追跡することにより，エントロピー最大化モデルの高精度な数値解を安定して求めるアルゴリズ
ムを提案する．

Key Words: OD matrix estimation, entropy maximization, nonlinear equations, homotopy method

1. はじめに

都市交通実態の把握や将来交通量の推計をするにあ

たっては，パーソントリップ調査や道路交通起終点調

査（道路交通センサス調査）等の調査データから集計さ

れた OD表が一般的に活用される．しかしながら，こ
れらの実態調査はアンケート方式に基づいており，近

年では，調査対象者の個人情報保護意識の高まりによ

り調査回収率が低下することや，調査コストの削減等

の理由により従来と同程度の大規模調査を実施するこ

とが困難になるという課題がある．これにより，調査

データの精度低下を招くことが想定されるため，調査

の効率化および調査データの精度を向上させる手法の

確立が強く求められている．

データ精度の向上に関する 1つの解決策としては，観
測交通量を用いてOD交通量を補正する手法（OD逆推
定）を適用することが考えられる．OD逆推定手法には，
観測交通量に加えて道路ネットワーク上の経路情報も

先験値として必要なものがあるが，近年では，交通ビッ

グデータにより日々もしくは時々刻々の様々な観測デー

タが得られるようになってきており，特に，ETC2.0を
はじめとしたプローブデータから起終点間の利用経路

も把握できるようになってきている．また，実績データ

から得られる経路情報を用いるだけでなく，交通量配

分などの経路選択モデルや，さらには交通シミュレー

ションも現実ネットワークに適用できるようになって

きており，これらの手法により利用経路を推計して用

いることもできる．このため，OD逆推定手法を実務適
用するための前提条件は着実に整いつつあるといえる．

OD逆推定では，既存の ODパターンが活用可能な
場合には，活用できない場合に比べて，より精度の高

い推定 OD表が得られることが知られている．このよ
うな既存の ODパターンを活用して，道路ネットワー
ク上の観測交通量に整合するように OD交通量を逆推
定する手法は，数多く提案されているが，代表的な方

法としては残差平方和最小化モデルとエントロピー最

大化モデルがある1)．

残差平方和最小化モデルについては，一般には 2次
計画問題として定式化され，OD交通量の非負条件を
考慮した場合でも，有効制約法などにより効率的に解

くことができる．さらに，より推計精度を向上させた

発展的なモデルも研究されているが，モデルの提案と

同時に解法アルゴリズムも開発されていることもあり，

実務適用も比較的容易であると考えられる2)．

一方で，エントロピー最大化モデルについては，制

約条件付きの非線形計画問題もしくはその最適性条件

である非線形連立方程式を解く必要がある．このため，

エントロピー最大化モデルにより OD逆推定を行うた
めには，その非線形モデルを数値計算によって解くこ

と自体が大きな課題となる．

そこで本稿では，OD逆推定におけるエントロピー
最大化モデルに対して，高精度な数値解を安定して求

める方法として，非線形連立方程式に対する有効な解
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法として知られるホモトピー法を活用したアルゴリズ

ムを提案する．

2. 既往研究のレビュー

OD交通量を未知変数とし，先験 OD表と起終点間
の経路選択確率を所与とした場合における，観測リン

ク交通量を用いたエントロピー最大化モデルの定式化

やそれらの解法アルゴリズムに関する既往研究・文献

について，以下のとおりに整理する．

(1) モデルの定式化に関する既往研究

推定リンク交通量が観測リンク交通量に一致すると

いう制約条件の下でエントロピー最大化により OD表
を逆推定する方法は，Van Zuylen and Willumsen3)に

より最も基本的なモデルが提案されている．Van Vliet
and Willumsen4)では，このモデルを現実のネットワー

クや観測データに対して適用することで，モデルの実

用性の検証を行っている．さらに，Willumsen5)ではこ

のエントロピー最大化モデルを動的に拡張したモデル

と，観測交通量には誤差があることを考慮して残差を

許容したモデルの 2種類を提案し，それらの考え方を
示している．そして，小根山・桑原6)や三輪・山本・竹

下・森川7)では，これら 2種類を組み合わせたモデルに
より，観測交通量の誤差を許容した時間帯別 OD表の
逆推定を実施している．ただし，これらのモデルでは，

先験総交通量と推定総交通量が一定であると仮定した

定式化をしているため，それらの乖離が大きい場合に

は問題が生じることが示唆されている3)．これらのよう

に，推定総交通量を一定と仮定したエントロピー最大

化モデルを，本稿では総称して “Willumsenモデル”と
呼ぶ．

飯田・高山・小林8)，高山9)ではこの点を修正し，Van
Zuylen and Willumsen3)の静的なモデルをベースとし

て，推定総交通量も未知変数として扱った改良モデル

を提案している．また，Willumsenモデルとの比較検
証を実施した結果，Willumsenモデルは推定総交通量
を一定にしている関係で，調査漏れの影響を大きく受

けることを示している．本稿では，こちらのモデルを

“改良Willumsenモデル”と呼ぶ．土木学会1)をはじめ

として，いくつかのOD逆推定を扱った教科書等には，
改良Willumsenモデルの方が掲載されている．

(2) 解法アルゴリズムに関する既往研究

次に，各文献で記述されている，これらのエントロ

ピー最大化モデルの解法アルゴリズムについて述べる．

Willumsenモデルに対する解法としては，Van Zuylen
and Willumsen3)や Van Vliet and Willumsen4)では，

Murchlandの方法が使われており，小根山・桑原6)では

同じくMurchlandの方法の他にも，標準的な非線形連
立方程式の解法が適用可能とされている．また，三輪・

山本・竹下・森川7)では最急降下法が使われている．し

かし，Murchlandの方法は解への収束が遅いうえに収
束が保証されておらず3)，最急降下法はプリミティブな

方法であり，解の近傍付近でジグザグ現象を起こすた

め，収束までに多数回の反復計算が必要になり，さら

には収束が停滞することがある．

一方，改良Willumsenモデルに対する解法としては，
土木学会1)，飯田・高山・小林8)，高山9)ではブレント

法を用いることと，解に収束させるためのテクニック

として，事前に未知変数のオーダーを揃えておく前処

理を適用することが記述されている．しかし，いずれ

の文献においても，ブレント法についてはプログラム

ライブラリの紹介だけの記述に留まっており，具体的な

実装方法等についてはブラックボックスとなっている．

以上のとおり，OD逆推定におけるエントロピー最
大化モデルについては，モデルの定式化自体はいくつ

かのバリエーションがあるが，実務適用の際の解法ア

ルゴリズムの選定や構築は，解析者に委ねられている

のが現状であると考えられる．しかしながら，非線形

モデルの解析では，精度の高い数値解を安定して得ら

れるアルゴリズムを適用することが非常に重要であり，

また，解の存在性の分析や判断などをするうえでも，そ

の計算過程に関して明確になっている手法を用いるこ

とが望ましい．

3. OD逆推定におけるエントロピー最大化
モデルの定式化

OD逆推定におけるエントロピー最大化モデルとは，
1つ 1つのトリップを区別して微視的にとらえ，推定リ
ンク交通量が観測リンク交通量に一致（もしくは近似）

するという条件の下で，トリップパターンの同時生起

確率が最大となる OD表を求める方法である．
本稿では，推定リンク交通量を観測リンク交通量に

一致させ，推定総交通量も未知変数とした静的なモデ

ルである改良Willumsenモデル1),7),8)を，主な解析対

象とする．ただし，本稿で提案する解法アルゴリズム

は，Willumsenモデル/改良Willumsenモデル，静的/
動的，のいずれに対しても同様に適用可能であるため，

これらの違いについてはアルゴリズムを検討するうえ

では本質的でないことを注意しておく．

また，提案するアルゴリズムでは，推定リンク交通

量と観測リンク交通量の誤差を許容したモデルの構造

を活用しており，アルゴリズムを構築するうえで非常に

重要になるため，以下に併せてモデルの定式化を示す．
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(1) 観測交通量を制約条件として与えるエントロピー

最大化モデル（改良Willumsenモデル）

推定総交通量を未知変数として，推定リンク交通量

を観測リンク交通量に一致させることを制約条件とし

たうえで，先験確率を考慮して OD交通量の同時生起
確率を最大化することにより OD表を逆推定するモデ
ルは，以下のような非線形計画問題として定式化され

る1),7),8)．

max
q!∏

rs∈Ω

qrs!

∏
rs∈Ω

(
q̂rs

q̂

)qrs

(1)

s.t. x̂a =
∑

rs∈Ω

qrsprs,a ∀a ∈ A (2)

q =
∑

rs∈Ω

qrs (3)

ここに，

q̂rs ： ODペア rsの先験 OD交通量
q̂ ： 先験 OD交通量の全 ODペアの合計

（先験総交通量）

qrs ： ODペア rsの推定 OD交通量
q ： 推定 OD交通量の全 ODペアの合計

（推定総交通量）

x̂a ： リンク aの観測リンク交通量

prs,a ： ODペア rsのトリップが，リンク aを通過

する確率（リンク利用率）

Ω ： ODペア集合
A ： リンク集合

目的関数 (1)の最大化は，その対数の最大化と同値
であり，階乗関数にスターリングの公式

ln n! .=. n lnn − n, (n À 1) (4)

を適用すると，解くべき非線形計画問題は以下のよう

に書き直すことができる．

max q ln q −
∑

rs∈Ω

qrs ln qrs +
∑

rs∈Ω

qrs ln
(

q̂rs

q̂

)
(5)

s.t. (2), (3)

この問題をラグランジュ未定乗数法を用いて解くこ

とを考える．まず，ラグランジュ関数 Lを次式のよう

に定義する．

L = q ln q −
∑

rs∈Ω

qrs ln qrs +
∑

rs∈Ω

qrs ln
(

q̂rs

q̂

)

+
∑
a∈A

λa

(
x̂a −

∑
rs∈Ω

qrsprs,a

)
+ ν

(
q −

∑
rs∈Ω

qrs

)
(6)

ただし，λa, ν はラグランジュ乗数である．このラグラ

ンジュ関数 Lの 1次の最適性条件は以下で与えられる．
∂L

∂qrs
= − ln qrs − 1 + ln

(
q̂rs

q̂

)
−

∑
a∈A

λaprs,a − ν = 0 ∀rs ∈ Ω (7)

∂L

∂q
= ln q + 1 + ν = 0 (8)

∂L

∂λa
= x̂a −

∑
rs∈Ω

qrsprs,a = 0 ∀a ∈ A (9)

∂L

∂ν
= q −

∑
rs∈Ω

qrs = 0 (10)

(7),(8)式から ν を消去して整理すると，以下を得る．

ln qrs = ln q + ln
(

q̂rs

q̂

)
−

∑
a∈A

λaprs,a ∀rs ∈ Ω

∴ qrs = q

(
q̂rs

q̂

)
exp

(
−

∑
a∈A

λaprs,a

)
∀rs ∈ Ω

(11)

ここで，ラグランジュ乗数を

Λa = exp (−λa) ∀a ∈ A (12)

と変数変換すると，(11)式は

qrs = q

(
q̂rs

q̂

) ∏
a∈A

Λprs,a
a ∀rs ∈ Ω (13)

となる．これを (9),(10)式に代入することで，解くべ
き問題は以下の非線形連立方程式となる．

1 =
∑

rs∈Ω

{(
q̂rs

q̂

) ∏
a∈A

Λprs,a
a

}
(14)

x̂a = q
∑

rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A

(15)

以上により，元の最適化問題では未知変数の数がOD
ペア数+1であったものを，観測地点数+1に減らすこ
とができ，また，この非線形連立方程式を解き，求め

た q, Λa を (13)式に代入することで，推定 OD交通量
qrs を得ることができる．

(2) 観測交通量の誤差を考慮したエントロピー最大化

モデル（拡張型改良Willumsenモデル）

前節のモデルにおいては，観測リンク交通量が真値で

あると仮定して，推定リンク交通量と観測リンク交通量

を厳密に一致させる構造となっていた．しかし，観測リ

ンク交通量には誤差が含まれていると考えられるため，

推定リンク交通量を観測リンク交通量と厳密に一致さ

せるのではなく，乖離を許容しつつ両者をなるべく近づ

けるというアプローチが提案されている．Willumsen5)

では，観測リンク交通量の真値との乖離尺度として，以
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下の関数を提案している．

min −

{
−

∑
a∈A

xa lnxa +
∑
a∈A

xa +
∑
a∈A

xa ln x̂a

}
(16)

この最小化関数を組み込んだ逆推定モデルは，以下の

ように導出される．

まず，元の問題の OD交通量に関する同時生起確率
である目的関数 (1)式に，リンク交通量に関する同時生
起確率を乗じる形で，次式のように拡張する6)．

max


q!∏

rs∈Ω

qrs!

∏
rs∈Ω

(
q̂rs

q̂

)qrs




x!∏
a∈A

xa!

∏
a∈A

(
x̂a

x̂

)xa


γ

(17)
ここに，

x̂ ： 観測リンク交通量の全リンクの合計

xa ： リンク aの推定リンク交通量

x ： 推定リンク交通量の全リンクの合計

γ ： パラメータ

この関数におけるパラメータ γ は，OD表推定に反映
させる先験 OD交通量情報と観測リンク交通量情報の
重みを調節するためのパラメータであり，γが大きいほ

ど観測交通量の情報が多く反映され，γ → ∞ならば観
測リンク交通量と完全に整合するような OD表を求め
る問題になる．また，γが小さいほど観測リンク交通量

の情報は反映されず，先験 OD 交通量の情報がより強
く反映され，得られる推定 OD表は先験 OD交通量に
近いものになる5)．このモデルは改良Willumsenモデ
ルを内包した構造となっていることから，本稿ではこ

のモデルを “拡張型改良Willumsenモデル”と呼ぶこ
ととする．

(17)式の対数をとり，スターリングの公式を適用す
ると，次式が得られる．

max

{
q ln q −

∑
rs∈Ω

qrs ln qrs +
∑

rs∈Ω

qrs ln
(

q̂rs

q̂

)}

+ γ

{
x lnx − x −

∑
a∈A

xa lnxa +
∑
a∈A

xa

+
∑
a∈A

xa ln
(

x̂a

x̂

)}
(18)

ここで，観測リンク交通量に関係する項については，

Willumsen5)などに倣い，xが一定であることを仮定し，

目的関数の一部を

constant := γ

{
x lnx − x −

∑
a∈A

xa ln x̂

}
(19)

と定数化すると，観測交通量の誤差を考慮した場合に

おける解くべき非線形計画問題は以下のように導出さ

れる．

max

{
q ln q −

∑
rs∈Ω

qrs ln qrs +
∑

rs∈Ω

qrs ln
(

q̂rs

q̂

)}

+ γ

{
−

∑
a∈A

xa lnxa +
∑
a∈A

xa +
∑
a∈A

xa ln x̂a

}
(20)

s.t. xa =
∑

rs∈Ω

qrsprs,a ∀a ∈ A (21)

q =
∑

rs∈Ω

qrs (22)

すなわち，このモデル定式化における (20)式は，(5)式
および (16)式の加法的スカラー化関数であり，この非
線形計画問題は多目的計画問題に対する線形加重和の

最大化問題になっているものと解釈することもできる．

さて，この問題をラグランジュ未定乗数法を用いて

解くことを考える．ラグランジュ関数 Lを次式のよう

に定義する．

L =

{
q ln q −

∑
rs∈Ω

qrs ln qrs +
∑

rs∈Ω

qrs ln
(

q̂rs

q̂

)}

+ γ

{
−

∑
a∈A

xa lnxa +
∑
a∈A

xa +
∑
a∈A

xa ln x̂a

}

+
∑
a∈A

λa

(
xa −

∑
rs∈Ω

qrsprs,a

)
+ ν

(
q −

∑
rs∈Ω

qrs

)
(23)

ただし，λa, ν はラグランジュ乗数である．このラグラ

ンジュ関数 Lの 1次の最適性条件は以下で与えられる．

∂L

∂qrs
= − ln qrs − 1 + ln

(
q̂rs

q̂

)
−

∑
a∈A

λaprs,a − ν = 0 ∀rs ∈ Ω (24)

∂L

∂q
= ln q + 1 + ν = 0 (25)

∂L

∂xa
= γ (− lnxa + ln x̂a) + λa = 0 ∀a ∈ A (26)

∂L

∂λa
= xa −

∑
rs∈Ω

qrsprs,a = 0 ∀a ∈ A (27)

∂L

∂ν
= q −

∑
rs∈Ω

qrs = 0 (28)

(24),(25),(26)式を整理して，ラグランジュ乗数 λa を

(12)式により変数変換を行うと，以下を得る．

qrs = q

(
q̂rs

q̂

) ∏
a∈A

Λprs,a
a ∀rs ∈ Ω (29)

xa = x̂aΛ
− 1

γ
a ∀a ∈ A (30)
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これらを (27),(28)式に代入することで，解くべき問題
は以下の非線形連立方程式となる．

1 =
∑

rs∈Ω

{(
q̂rs

q̂

) ∏
a∈A

Λprs,a
a

}
(31)

x̂aΛ
− 1

γ
a = q

∑
rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A

(32)

以上により，観測地点数+1の未知変数を持つ非線形
連立方程式を解き，求めた q, Λa を (29)式に代入する
ことで推定 OD交通量 qrs を，(30)式に代入すること
で推定リンク交通量 xa をそれぞれ得ることができる．

4. ホモトピー法によるエントロピー最大化
モデルの解法

非線形方程式もしくは非線形連立方程式の数値解法

としてはニュートン法が一般的に知られている．この

方法は解の近傍付近で 2次収束する解法であるが，大
域的収束性がなく，初期値を適切に選定しなければ解

に到達しないという問題がある．

そこで，ニュートン法の非収束問題を改良した手法

の 1つとして，ホモトピー法（もしくは連続変形法や
パス追跡法）と呼ばれる方法がある10),11),12),13)．ホモ

トピー法は，自明解を持つ補助方程式から解くべき連

立方程式まで，連続的につながる連立方程式を構築し，

自明解を初期値として，その連立方程式の解集合であ

る解曲線（ホモトピーパス）を追跡することにより，最

終的に解くべき連立方程式の解を得る手法である．

(14),(15)式（もしくは (31),(32)式）の非線形連立方
程式をホモトピー法により解くために必要となる補助

方程式やホモトピー関数，および，本稿におけるホモ

トピーパスの追跡方法と具体的な解法アルゴリズムに

ついて以下に示す．

(1) 補助方程式とホモトピー関数

ホモトピー法を適用するためには，自明解を持つ補

助方程式と，その補助方程式から最終目標として解く

ことになる方程式まで連続的に変形可能なホモトピー

関数が必要になるが，エントロピー最大化に基づくOD
逆推定モデルに関しては，ホモトピー関数として，観

測交通量の誤差を考慮したエントロピー最大化モデル

の非線形連立方程式の写像がそのまま活用可能である．

つまり，本稿で解析対象としている改良Willumsenモ
デルに対しては，拡張型改良Willumsenモデルの非線
形連立方程式 (31),(32)の写像が活用できる．
なぜならばこのモデルは，γ → 0のときは観測リン

ク交通量の情報をまったく反映せず，推定 OD交通量

は先験 OD交通量に一致することから，明らかに

q = q̂ (33)

Λa = 1 ∀a ∈ A (34)

を解として持つことがわかる．そして，γ → ∞のとき
は推定リンク交通量が観測リンク交通量に一致するた

め，このときの推定OD交通量は改良Willumsenモデ
ルの解となっており，さらに，γは観測リンク交通量の

情報をどの程度反映するかを決定するパラメータとなっ

ている．これらのことから，このモデルの解集合自体

がパラメータ γ によって連続的に繋がるホモトピーパ

スになっているものと解釈できる．

従って，(33),(34)式を初期値として，非線形連立方
程式 (31),(32)の解集合であるホモトピーパスを追跡し，
最終的に目標とする γ∗（改良Willumsenモデルにより
逆推定したい場合には γ∗ = ∞）のときの解を求めれ
ば良い．

(2) ホモトピーパスの追跡方法

ホモトピーパスの追跡方法としては，予測子・修正子

法や球面法など13)の，より実用的な方法も提案されて

いるが，ここでは最も簡易的なものとして，ダビデン

コ法11),12)をベースにした方法を示す．具体的には，γ

を外生パラメータとして徐々に変化させ，ホモトピー

パスをニュートン法によって追跡する．

以下では，リンク aを 1, . . . , |A|と番号を付け，リン
ク集合を A = {1, . . . , |A|}と表記し，ラグランジュ乗
数ベクトルをΛ =

(
Λ1, . . . , Λ|A|

)T ∈ R|A|，未知変数で

ある推定総交通量 qとラグランジュ乗数ベクトルΛを

まとめて z =
(
q, Λ1, . . . , Λ|A|

)T ∈ R1+|A| と記述する．

また，ベクトル値関数 fγ : R1+|A| → R1+|A|, fγ(z) =(
fγ,0(z), fγ,1(z), . . . , fγ,|A|(z)

)T
の各要素を次のように

定義する．

fγ,0 (z) = 1 −
∑

rs∈Ω

{(
q̂rs

q̂

) ∏
a∈A

Λprs,a
a

}
(35)

fγ,a (z) = x̂aΛ
− 1

γ
a − q

∑
rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A (36)

つまり，ここで解くべき非線形連立方程式を

fγ(z) = 0 (37)

と定義すると，この非線形連立方程式に対するニュー

トン方程式は次式のように記述できる．

∇fγ(z)∆z = −fγ(z) (38)

ここで，∇fγ(z) ∈ R(1+|A|)×(1+|A|) は関数 fγ(z) の
ヤコビ行列，∆z = (∆q,∆Λ1, . . . ,∆Λ|A|)T ∈ R1+|A|

はニュートン方向ベクトルである．また，ヤコビ行列
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∇fγ(z)の各要素は以下の式により計算できる．

∇fγ(z) =



∂fγ,0(z)
∂q

∂fγ,0(z)
∂Λ1

· · · ∂fγ,0(z)
∂Λ|A|

∂fγ,1(z)
∂q

∂fγ,1(z)
∂Λ1

· · · ∂fγ,1(z)
∂Λ|A|

...
...

. . .
...

∂fγ,|A|(z)
∂q

∂fγ,|A|(z)
∂Λ1

· · ·
∂fγ,|A|(z)

∂Λ|A|


(39)

∂fγ,0(z)
∂q

= 0 (40)

∂fγ,0(z)
∂Λā

= −
∑

rs∈Ω

{
prs,ā

(
q̂rs

q̂

)
Λprs,ā−1

ā

∏
a∈A\{ā}

Λprs,a
a

}

∀ā ∈ A (41)

∂fγ,a(z)
∂q

= −
∑

rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A (42)

∂fγ,a(z)
∂Λā

=



−q
∑

rs∈Ω

{
prs,aprs,ā

(
q̂rs

q̂

)
·Λprs,ā−1

ā

∏
a′∈A\{ā}

Λ
prs,a′

a′

}
if a 6= ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A

− 1
γ

x̂āΛ
1
γ −1

ā − q
∑

rs∈Ω

{
p2

rs,ā

(
q̂rs

q̂

)
·Λprs,ā−1

ā

∏
a′∈A\{ā}

Λ
prs,a′

a′

}
if a = ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A

(43)

なお，γ → ∞の場合の (36)式および (43)式の対角要
素については，それぞれ以下の (44),(45)式となる．

f∞,a (z) = x̂a − q
∑

rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A (44)

∂f∞,a(z)
∂Λā

= −q
∑

rs∈Ω

{
p2

rs,ā

(
q̂rs

q̂

)

· Λprs,ā−1
ā

∏
a′∈A\{ā}

Λ
prs,a′

a′

}

if a = ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A (45)

(3) 解法アルゴリズム

以上を基にした，エントロピー最大化モデルに対す

る解法アルゴリズムを以下に示す．

Step1:

解ベクトルの初期値 q(0) := q̂, Λ(0) := 1を与え，

0

1

2

3

...

γ∗

γ

z(0) z

z∗

fγ (z) = 0

図–1 提案アルゴリズムの収束過程

反復回数を t := 0とする．また，パラメータの初
期値 γ(0)および目標値 γ∗，収束判定用定数 εを与

える．

Step2:

ニュートン方程式 (38)を解き，∆z(t) を求める．

Step3:

解ベクトルを次式により更新する．

z(t+1) := z(t) + ∆z(t) (46)

Step4:

収束判定を行う．収束していなければ t := t+1と
して Step2に戻り，収束していれば Step5へ進

む．なお，収束判定方法としては，例えば，以下

のようなメリット関数を用いる方法が考えられる．

Ψγ

(
z(t+1)

)
:=

1
2
‖fγ

(
z(t+1)

)
‖2 < ε (47)

Step5:

パラメータが γ(t) < γ∗であれば，γ(t) < γ(t+1) <=
γ∗の範囲で更新し，t := t + 1として Step2に戻

る．γ(t) = γ∗ に到達していれば終了する．

なお，上記のアルゴリズムにより，途中段階の γ ご

との推定リンク交通量や推定OD表も得られるため，γ

を変化させたときの感度分析も同時に行うことができ

るようになる．このことは，多目的計画問題における

パレート最適解を逐次的に求めているものと解釈する

こともできる．

また，本アルゴリズムの留意点として，ヤコビ行列

∇f(z)が正則でない場合（非常に稀であるが，非線形連
立方程式が一意解を持たない場合など）には，ニュート

ン方向ベクトルを持たない．この場合には，Levenberg-
Marquardt法や準ニュートン法，共役勾配法などでホ
モトピーパスを追跡するアプローチが考えられる．た

だし，そもそも非線形連立方程式の解が存在しないこ

ともあるため，ヤコビ行列∇f(z)が正則でない場合に
は，入力データや計算過程を分析して解の存在性を判

別することも必要になる可能性もある．
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(4) アルゴリズムの収束性

ダビデンコ法はホモトピー法の中でも実装が非常に

容易なアルゴリズムであるが，ホモトピーパスが不連

続もしくはパラメータ γ が zに対してターニングポイ

ントを持ってしまうと，追跡が難しくなるという欠点

がある12)．このため，提案したアルゴリズムがエント

ロピー最大化モデルの解に安定して収束するためには，

本稿で定義したホモトピー関数が解析対象範囲内で連

続かつ単調であることを証明できれば良い．

まず，ホモトピー関数の連続性について示す．ベク

トル値関数 f と同様の式形で，パラメータ γ も変数と

したベクトル値関数 g : R1+|A|+1 → R1+|A| を考える．

g
(
(zT, γ)T

)
:= fγ(z) (48)

この関数を zおよび γ で偏微分すると，

∂g
(
(zT, γ)T

)
∂(zT, γ)T

=
(

∇fγ(z)
∂g

(
(zT, γ)T

)
∂γ

)
(49)

となる．ここで，

∂g0

(
(zT, γ)T

)
∂γ

= 0 (50)

∂ga

(
(zT, γ)T

)
∂γ

= x̂a
1
γ2

Λ
− 1

γ
a lnΛa ∀a ∈ A (51)

であるため，γ 6= 0, Λ > 0の範囲ならば，微分可能な

ので，連続であることがわかる．

次に，ホモトピー関数のターニングポイントの存在

性について示す．(32)式をリンク aごとに γ について

解き，それぞれ γa(z)と定義すると，

γa(z) =
lnΛa

ln x̂a − lnxa(z)
∀a ∈ A (52)

と表現できる．ただし，

xa(z) = q
∑

rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
∀a ∈ A

(53)
である．(52)式を zで偏微分すると，

∂γa(z)
∂q

=
lnΛa

(
1

xa(z)
· ∂xa(z)

∂q

)
{
ln x̂a − lnxa(z)

}2 (54)

∂γa(z)
∂Λā

=



lnΛa

(
1

xa(z)
· ∂xa(z)

∂Λā

)
{
ln x̂a − lnxa(z)

}2

if a 6= ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A
1

Λā

{
ln x̂a − lnxa(z)

}
{
ln x̂a − lnxa(z)

}2

+
ln Λa

(
1

xa(z)
· ∂xa(z)

∂Λā

)
{
ln x̂a − ln xa(z)

}2

if a = ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A
(55)

表–1 パラメータ関数 γa(z)の増減表

0 < Λa < 1 1 < Λa

∂γa(z)

∂q
− +

∂γa(z)

∂Λā
, a 6= ā − +

∂γa(z)

∂Λā
, a = ā − +

γa(z) 単調減少 単調増加

を得るので，これらの符号を調べることで，パラメー

タ関数 γa(z)の増減表を作成する．
所与の先験OD交通量 q̂rsや先験総交通量 q̂，リンク

利用率 prs,aについては，符号が正であることと，未知

変数 q, Λaについても符号を正と仮定すれば，(53)式か
ら xa(z)の符号も正となる．(54),(55)式に含まれてい
る xa(z)の偏導関数については，

∂xa(z)
∂q

=
∑

rs∈Ω

{
prs,a

(
q̂rs

q̂

) ∏
a′∈A

Λ
prs,a′

a′

}
(56)

∂xa(z)
∂Λā

=



q
∑

rs∈Ω

{
prs,aprs,ā

(
q̂rs

q̂

)
·Λprs,ā−1

ā

∏
a′∈A\{ā}

Λ
prs,a′

a′

}
if a 6= ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A

q
∑

rs∈Ω

{
p2

rs,ā

(
q̂rs

q̂

)
·Λprs,ā−1

ā

∏
a′∈A\{ā}

Λ
prs,a′

a′

}
if a = ā, ∀a ∈ A, ∀ā ∈ A

(57)

と導出でき，これらも同様の仮定により符号は正とな

る．また，ln x̂a − ln xa(x)については，γa(z) > 0を
仮定すれば，(52)式により，

Λa > 1 → ln x̂a − lnxa(x) > 0
Λa = 1 → ln x̂a − lnxa(x) = 0
0 < Λa < 1 → ln x̂a − lnxa(x) < 0

となる．従って，結局，γa(z)の偏導関数は，lnΛaの符

号にのみ依存することになり，これらを踏まえて γa(z)
の増減表を整理すると表–1のようになる．

すなわち，拡張型改良Willumsenモデルの非線形連
立方程式におけるホモトピーパスは，Λa = 1でそれぞ
れターニングポイントを持つことになる．しかし，本

稿で提案したアルゴリズムでは，このターニングポイ

ントを初期値として数値解析を実行することになって

いるので，ニュートン法により解の存在する方向を探

索することができれば，まったく問題にはならない．

従って，非線形連立方程式が一意解を持てば，パラ
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メータ γをニュートン法の収束範囲内で適切に更新する

ことにより，提案したアルゴリズムは解に収束する．な

お，パラメータ γの適切な更新方法を明確に示すことは

難しいと考えられるが，経験上では，γ = 1, 2, 3, . . . と

1ずつ増加させていき，改良Willumsenモデルの解を求
める場合には γ = 10程度まで増加させた後に γ → ∞
とすれば安定して解くことができる．

5. おわりに

OD逆推定におけるエントロピー最大化モデルに対
して，高精度な数値解を安定して求める解法アルゴリ

ズムとして，ホモトピー法の適用を提案した．

一般的なホモトピー法では，自明解を持つ補助方程

式やホモトピー関数として問題に合わせて有効なもの

を選定しなければならないが，エントロピー最大化モ

デルにおいては，観測交通量の誤差を考慮したモデル

がそのまま活用可能である．具体的には，観測交通量

の情報を反映するパラメータが γ → 0のときに自明解
を持つ補助方程式となり，このモデルの非線形連立方

程式の写像自体がホモトピー関数として活用可能であ

る．そして，ホモトピーパスを辿ることで解への収束

が保証され，さらに，解の近傍付近ではニュートン法

の 2次収束性が機能するため，安定して高精度な解を
求めることができる．このため，提案手法はエントロ

ピー最大化モデルに対して，非常に有効であると考え

られる．また，パラメータを変化させながら連立 1次
方程式を繰り返し解いていくだけなので，プログラム

実装に関しても比較的容易であると考えられる．

提案した解法アルゴリズムは，静的なOD表の逆推定
だけでなく時間帯別OD表の逆推定5),6),7)にも同様に適

用可能であり，また，Willumsenモデルや改良Willum-
senモデルといったリンク交通量を用いてOD表を逆推
定するモデル以外にも，様々な観測データに整合した

OD表を求めるようなモデルや，さらには，OD逆推定
以外のエントロピー最大化問題に対する有効な解法に

なり得る可能性もある．

付録 I ホモトピー法概説

非線形連立方程式

f(x) = 0 (I.1)

の解 x∗を求める問題を考える．ただし，f : Rn → Rn

は連続微分可能な写像，x ∈ Rn は n次元変数ベクト

ル，0は n次元ゼロベクトルとする．さらに，自明解

x0 ∈ Rn が存在する補助方程式

g(x) = 0 (I.2)

0

1

t

x0 x

x∗

h
(
(xT, 0)T

)
= 0

図–2 解曲線（ホモトピーパス）

を考える．ただし，g : Rn → Rn も連続微分可能な写

像である．ホモトピー法は，この補助方程式 (I.2)を解
くべき連立方程式 (I.1)まで連続的に変形し，x0 を初

期値として，変形された連立方程式の解を追跡するこ

とで，最終的に連立方程式 (I.1)の解に到達させる方法
である．例えば，これらの関数に対して，パラメータ t

を導入し，写像 h : Rn+1 → Rn を，

h
(
(xT, t)T

)
= tf(x) + (1 − t)g(x) (I.3)

と定義すると，このとき，関数 h
(
(xT, t)T

)
は，

h
(
(xT, 0)T

)
= g(x) (I.4)

h
(
(xT, 1)T

)
= f(x) (I.5)

を満たしており，tを 0から 1に連続的に増やしていく
と，h

(
(xT, t)T

)
は g(x)から f(x)まで連続的に変化す

る．式 (I.4),(I.5)を満たすような写像 hを gと f の間

のホモトピー（ホモトピー関数）と呼ぶ．

ここで，
(
(xT, t)T

)
を変数とする連立方程式

h
(
(xT, t)T

)
= 0 (I.6)

を考えると，この連立方程式は t = 0のとき (I.2)式，
t = 1のとき (I.1)式となり，自明解を持つ補助方程式か
ら解くべき連立方程式へと連続的につながる連立方程式

の集合となり，その解集合
{(

(xT, t)T
)
|h

(
(xT, t)T

)
= 0

}
を解曲線またはホモトピーパスと呼ぶ．このようなホ

モトピーパスをなんらかの方法で追跡することで最終

的な解 x∗を求めることが，ホモトピー法の基本的な考

え方である．

ホモトピー法は，VLSI（超大規模集積回路網）の設
計問題などの非線形回路解析，あるいは，混合溶液の

多相平衡解析といった分野に適用され，いくつかの応

用分野に対しては大域的収束性が理論的にも保証され

ている．また，一般の非線形方程式に対しても高い有

効性を持つことが知られている．しかし，ホモトピー

法による求解が成功するか否かは，自明解を持つ補助

方程式およびホモトピー関数として有効なものを選定

することと，ホモトピーパスを適切に追跡することが

重要となる．
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AN ALGORITHM VIA HOMOTOPY METHOD FOR SOLVING ENTROPY

MAXIMIZATION MODEL IN OD MATRIX ESTIMATION PROBLEM

Wataru MOGI

The models based on entropy maximization has been developed as a method of estimate OD
matrix from observed traffic flows. However, in order to estimate OD matrix by applying these
models, we have to solve the nonlinear programming problems or the nonlinear equations which
are the optimum conditions for them.

In this paper, I propose a stable solution algorithm for obtaining the high-precision approximate
solution, by tracing the homotopy path effectively utilizing the structure of the entropy maximiza-
tion model, by using homotopy method that known as an effective method for solving the nonlinear
equations.
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