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本稿では，一般的な構造を持つ交通ネットワークを対象に，渋滞パターンを与件としたトリップ完了流率の近
似解析手法について考察を行う．この手法の基本的なアイデアは，渋滞パターンの構造を，動的利用者均衡モ
デルによる理論解析が可能な unidirectional構造 (Iryo and Smith1))へと近似変換することである．具体的には，
有向・無向のループ構造に含まれる起点を一つのノードに集約することにより，有向の多重木構造 (polytree)と
単一起点構造が組み合わさった構造へと変換する．そして，変換後の渋滞パターンに基づき定式化された，動
的利用者均衡モデルの逆問題を解くことで，トリップ完了流率の解析式を近似的に導出する．
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1. はじめに

都市レベルの複雑な道路ネットワークの運用・管理
を可能とするために，Daganzo2)はネットワーク上の交
通状態/性能を集計的に捉えるMacroscopic Fundamental
Diagram (MFD) を提案した．MFD は，混雑がネット
ワーク内で一様に分布しているならば，ネットワーク
上の車両存在台数が混雑状態を把握するための代表的
な集計量となる，といった考え方に基づき，存在台数を
ネットワーク性能であるトリップ完了流率の説明変数
として用いるアプローチであり，これらの関数関係であ
る．こうしたMFDについて，Geroliminis and Daganzo3)

は，横浜エリアにおける実証分析から，ばらつきの小
さい well-defined MFD の存在を確認している．また，
Geroliminis and Sun4) は，横浜エリアのデータを用い
て，同一のエリア存在台数に対して異なる日時で実現
するリンク密度分布が（統計的に）同一であれば，エ
リア内の混雑が一様でなくとも，well-defined MFDが
成立することを示した．これは，ネットワーク上の空
間的な混雑分布である渋滞パターンに再現性があれば，
存在台数が依然代表的な集計量となり，ネットワーク
性能の解析・制御に用いることができることを示して
いる．

ただし，実際のネットワークでは，当然ながら混雑が
一様に分布しているとは限らず，また交通制御を導入
したときに渋滞パターンに再現性があるとも限らない．

こうした事実は，ネットワーク性能の解析・制御を行
うにあたり，混雑の分布と関連付けられた説明変数を
導入する必要があることを示している．これに対し既
存手法の多くは，ネットワーク上の混雑の偏りを集計
的に表す「リンク交通密度分布の分散」に着目してい
る．Mazloumian et al.5), Daganzo et al.6)では，分散の増
加とともに同一存在台数下の平均空間交通量が低下す
ることを，それぞれシミュレーション，理論分析により
明らかにしている．また，Ramezani et al.7) は，分散が
トリップ完了流率に与える影響を定式化するとともに，
この定式化に基づき混雑の一様化を図りながらトリッ
プ完了流率を改善する流入制御手法を提案している．

一方，こうした集計量を用いるアプローチに対して，
和田・佐津川 8) は渋滞パターンをそのまま説明変数と
するアプローチを提案した．この手法では，リンクの
接続関係，及び交通状態（渋滞・非渋滞のパターン）か
ら，ボトルネックとなるリンク同士の接続関係を表す
縮約ネットワークを構築する．そして，この構造・容量
パターンを与件とした動的利用者均衡（Dynamic User
Equilibrium: DUE）配分問題の逆問題を構築し，これを
解くことで，経路選択原理と整合的な流れうるOD交通
需要（トリップ完了流率）の解析式を導出している．さ
らにWada et al.9)では，解析式の感度（あるボトルネッ
ク容量の変化がトリップ完了流率に及ぼす影響）分析
を通して，ネットワーク性能を改善しうる自律分散型
の合流制御ロジックを構築した．ただしこのアプロー
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チは，理論的な頑健さを担保するにあたり，全車両が
同一起点から出発する単一起点ネットワークを対象と
している．
集計的な変数，または渋滞パターンを説明変数とし

たアプローチには，それぞれ一長一短が存在する．前
者は，どのようなネットワーク構造であっても，その集
計量とネットワーク性能の関数関係を構築することが
可能である．しかし，空間的な要素（e.g., ネットワー
ク構造）を捨象しているため，ネットワーク制御の具体
的なロジック（e.g., どのリンクをどのように制御する
ことで混雑の改善を図るのか）を構築することは難し
い．一方で後者は対象とするネットワーク構造が限定
されているという欠点を持つ．しかし，この手法はボ
トルネックの空間的な配置・容量とトリップ完了流率
を直接関係づけているため，ある局所的なボトルネッ
ク容量の変化がトリップ完了流率に及ぼす影響を，解
析的に明らかにすることができる．これを踏まえると，
ネットワーク性能を改善する具体的なボトルネック制
御ロジックを構築するためには，後者の考え方をより
発展させるのが有効であると考えられる．
本稿では，単一起点を対象として構築された渋滞パ

ターンを与件とするネットワーク性能の解析手法を，多
起点多終点の一般構造における解析へと拡張する．第
一に，既存のトリップ完了流率の解析手法を，多起点多
終点の特殊な構造である “unidirectional network”におけ
る解析へと拡張する．Unidirectional networkとは，有
向・無向のループが存在しない “polytree”構造を基本と
する構造を持つ，DUEの時間分解法を適用できるネッ
トワークである．本稿ではこのネットワークにおける
DUE状態の定式化を行い，渋滞パターンを与件とした
均衡解の関係式を解析的に導出する．そして，既存手
法と同様に DUE配分問題の逆問題を解くことで，渋滞
パターンとトリップ完了流率を解析的に関係づける．
本稿では第二に，一般構造ネットワークのトリップ

完了流率を解析するために，ネットワーク構造を uni-
directional network構造へと近似変換する手法を構築す
る．具体的には，有向・無向のループに含まれる複数
の起点を一つの仮想的な起点へと集約することで，単
一起点構造へとループ構造を変換する；この変換を全
てのループ構造に適用することにより，ネットワーク
を単一起点構造が組み合わさった polytree構造へと変
換する．そして，変換後のネットワークに対して前述
した解析式を適用することで，一般構造ネットワーク
におけるトリップ完了流率を近似解析する．
本稿の構成は次の通りである．まず，続く 2. では，

unidirectional networkにおける時刻別分解された DUE
の定式化を行う．そのうえで，渋滞パターンを与件と
したDUEの均衡解の導出方法について説明する．3.で

は，導出した DUEの均衡解から，定常状態におけるト
リップ完了流率を解析的に導出する．4.では，一般的
な構造を持つネットワークを，unidirectional構造へと
近似変換する手法について説明する．最後に 5.では，
本稿のまとめと今後の課題を述べる．

2. 動的利用者均衡の定式化と解析解

本章では，Iryo and Smith1)で提案された「unidirectional
network」におけるトリップ完了流率を解析的に導出す
るための準備として，同構造のネットワークにおける
DUE均衡解を解析的に導出する．まず，本稿で用いる
変数について定義を行う．次に，DUE状態の「時間分解
法」と，解析対象となる unidirectional network，及びそれ
らの関係性を説明する．続いて，unidirectional network
における時間分解法に基づく DUE 状態の定式化を行
う．そして，渋滞パターンを与件としたDUE均衡解の
解析的な導出手法について説明する．

(1) 解析の前提条件

本稿では，多起点多終点の一般的な（i.e.,任意のリン
ク・ノード接続構造を持つ）ネットワークを対象とす
る．ネットワークは，ノード集合N，リンク集合L，起
終点集合Wで表現されており，各々の集合の要素を，
それぞれ i ∈ N , i j ∈ L, od ∈ W とする．また，起点，
通過，終点ノードの各集合を，それぞれNo,Ni,Nd と
定義する．

ネットワークの構造は，ノード・リンク接続行列 A∗

（N ×L行列）で表される．なお本稿では，ノード・リ
ンク接続行列について様々な操作（e.g., 行の削除・抽
出，要素の変換）を行う．これらの操作，及び操作によ
り構築されるノード・リンク接続行列は，次のように
定義される：行列A∗から，全ての起点に対応する行を
除いたものを Aと表す．また，行列 A∗ について，起
点，通過，終点に対応する行を抽出したものを，それぞ
れAo,Ai,Adと表す．さらに，ある行列Aにおける +1
の要素を 0にした行列を A−，−1の要素を 0にした行
列を A+ とおく．

各ODペア間の交通需要は外生的に与えられる．より
具体的には，時刻 tまでに起点 oを出発し終点を dとす
る累積OD交通量をQod(t)と表す．各リンクは First-In-
First-Out (FIFO)原理を採用し，交通状態は Point Queue
(PQ)モデルで表現されるとする．具体的には，各リン
ク (i, j)は自由走行リンクと待ち行列リンクで構成され
ているとし，自由走行リンクの旅行時間は定数mi j，待
ち行列リンクのボトルネック容量は µi jとする．このと
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き，時刻 tにリンク (i, j)に流入した車両の旅行時間は，

ci j(t) = mi j + xi j(t +mi j)/µi j (1)

where xi j(t) = Ai j(t −mi j) −Di j(t).

ここで，xi j(t)は時刻 tのリンク下流端での待ち行列台
数，Ai j(t),Di j(t)は各々時刻 tまでにリンク (i, j)を流入,
流出した累積交通量を表している．なお，Ai j(t),Di j(t)
が時間微分可能であれば，時刻 tにおけるリンク (i, j)
の流入，流出交通流率 λi j(t), gi j(t)は下記のように書く
ことができる：

λi j(t) ≡ dAi j(t)/dt, gi j(t) ≡ dDi j(t)/dt. (2)

(2) 時間分解法と unidirectional network
a) DUEの定義と時間分解法

DUEは静的な利用者均衡を動的な場合に自然に拡張
した解の概念であり，DUE状態は以下のように定義さ
れる：任意の時刻において，どの利用者も自分だけが経
路を変更することによって自分の所要時間を改善でき
ないような状態．すなわち，全ての瞬間において，全
ての利用者が選択した経路が “事後的”に見ても各人の
最短経路となっているような交通流パターンである．

DUE状態を表現する手法の一つとして，動的均衡配
分問題を起点出発時刻別に分解して定式化する「時間分
解法 10),11)」が提案されている．時間分解法では，DUE
状態における次の性質を利用する：（１）同時刻に同一
起点を出発した車両の任意のノードへの到着時刻は経
路によらず等しい，（２）ある起点における車両の出発
順序は終点に到着するまでのあらゆるノードへの到着
時に維持されている．すなわち，起点出発時刻毎に，各
ノードへの一意的な均衡到着時刻を定義することがで
きる 1．この性質とリンクモデルの性質を組み合わせる
と，時刻 sに起点を出発する車両が経験する旅行時間
は，同一起点を時刻 s以降に出発する車両の影響を受
けないことがわかる．そのため，ネットワークが単一
起点構造を持つならば，DUE状態は唯一の起点からの
出発時刻別に分解することができる：出発時刻に関し
て「前向き」に逐次計算していくことが可能となる 2．
時間分解法の重要な特性は，絶対時刻 tにおける各ボ

トルネックの交通状態を定式化する通常のDUE配分と
は異なり，経路旅行時間とリンク旅行時間に関する複
雑なネスト構造を取り扱う必要がないことである（詳
細な議論は 12),13) を参考）．結果的に，時間分解法にお
ける DUEの定式化では，時刻 sに単一起点を出発する
車両のフロー・パターンは，静的な交通配分の定式化と
ほぼ同形式の表現に帰着する．この特性は，DUEの均

1 この性質はネットワークが多起点多終点の一般構造であっても
成立する．

2 同様の議論により，単一終点ネットワークでは，終点到着時刻に
関して問題の分解が可能である．

衡解の特性を数理的に把握するにあたり有益なもので
あり，これまで単一起点・単一終点の構造を持つネッ
トワークにおける均衡解の特性解析 14),13)や効率的な解
法 15),16),17),18) を得るために用いられてきた．また，和
田・佐津川 8)，Wada et al.9)は，時刻別分解された DUE
の逆問題から，渋滞パターンを与件としたトリップ完
了流率の解析モデルを構築している．
b) Unidirectional network
時間分解法を適用できる多起点多終点構造のネット
ワークとして，Iryo and Smith1) は，「unidirectional net-
work（以降 UNと表記）」と呼ばれるネットワークを提
案した．UNは，ある起点 oを基準点として定めたとき，
基準点からの出発時刻（基準時刻）に対応する，各ノー
ドへの起終点によらない均衡到着時刻である「ノード・
ポテンシャル」を一意的に定めることができるネット
ワークである．UNは次のように定義される 3：

定義 1. (Unidirectional nework) ある起点 o を時刻 s
に出発した車両の，終点 d ∈ ∀Nd への最短経路上の
ノード集合をN ∗(o, s, d)とし，この和集合をN ∗(o, s)(≡
N ∗(o, s, d)∪ . . .∪N ∗(o, s, d|Nd |))とする．また，この車両
の最短経路上のノード i ∈ N ∗(o, s)への最短到着時刻を
u∗i (o, s)と定義する．さらに，他の全ての起点からの出発
時刻についての組み合わせを，S(o, s) = (s1, . . . , s|No |) ∈
R|No−1|と定義する．このとき，次の条件を満たすような，
出発時刻の組S(o, s)が存在する場合，このネットワーク
は unidirectional networkである：ある起点 ∀om, on ∈ No

とその出発時刻 ∀sm, sn について，

u∗i (om, sm) = u∗i (on, sn) (3)

∀i ∈ N ∗(om, sm) ∩N ∗(on, sn) (4)

が成立する．

この定義における，各ノード iへの起終点によらない
均衡到着時刻 u∗i (om, sm) = u∗i (on, sn)が，ノード・ポテ
ンシャル pi(s)である 4．この定義は，UNにおいてある
ノードを同時刻に通る二つ以上の車両が存在するとき，
それらは起終点に関わらず，最短経路上の他のノード
においても同時刻で到着し，そのときの車両の出発時
刻はS(o, s)の各出発時刻と対応することを示している．
これは，あるリンク lが，起点 oを時刻 sに出発する車
両にとっての最短経路上のリンクであるとき，このリ
ンクが時刻 sm に他の起点 om を出発する車両にとって
の最短経路でもあることを示している．
なお，この定義はUNの構造上の特性については言及

していないが，Iryo and Smithは，「polytree」構造を基
本構造にもつネットワークは UNであることを示して

3 この定義は，原著論文 1) のものを修正したものである．
4 o以外の起点ノードにおけるポテンシャルは，定義中の出発時刻
と対応する．
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図–1 UN構造例：polytree構造を基本構造に持つネットワーク

いる．Polytreeとは，有向非巡回グラフの特殊なパター
ンであり，仮に全ての有向なリンクを無向リンクに変
換しても，閉路（ループ）を持たないようなネットワー
クである．そして，こうした polytree構造に多起点構
造，または多終点構造を接続したものは UNであるこ
とがわかっている（図–1）．

UNにおけるノード・ポテンシャルの重要な特性が，次
に示す基準時刻に対する単調性である（Iryo and Smith,
Theorem 2）：

s < s′ ⇔ pi(s) < pi(s′). ∀i ∈ N (5)

これは，より遅い基準時刻に対応する出発時刻を持つ車
両は，より早い基準時刻に対応する出発時刻を持つ車
両に対して，各ノードにより遅く到着することを意味
している．これらの性質とリンクモデルの性質を組み
合わせると，前節の議論と同様に，UNではある基準時
刻に対応する出発時刻の車両は，より遅い基準時刻に
対応する出発時刻の車両の影響を受けないことがわか
る．すなわち，UNにおける DUE状態は，基準時刻に
関して時刻別分解することができることがわかる：基
準時刻に関して前向きに逐次計算することが可能．こ
れは UNにおいても，単一起点ネットワークと同様の
解析を行うことができることを示唆している．

(3) 時刻別分解された DUEの定式化
前節の議論を踏まえ，本節では UNにおける DUE状

態を，ある起点 oREF において定められた基準時刻 s別
に分解して定式化する．基準時刻別の DUEでは，次の
二つの変数が中心的な役割を果たす．一つは，基準時
刻 sに対応する，ノード iのノード・ポテンシャル pi(s)
である 5．もう一つは，基準時刻 sに関するリンク i jの
流入交通流率 yi j(s)である．先に定義した絶対時刻 tに
おける累積流入台数 Ai j(t)，及び流入交通流率 λi j(t)と

5 なお，poREF (s) ≡ s である．

は次の関係が成立する：

yi j(s) ≡ dAi j(pi(s))/ds (6)

= λi j(pi(s)) ṗi(s). (7)

ここで，ṗi(s) ≡ dpi(s)/dsである．これは，基準時刻の
変化に対するノード iへの到着時刻の伸び率を表して
いる．
これらの変数を用いると，基準時刻別の DUEの定式
化は，以下のようにまとめられる：
a) リンク旅行時間
基準時刻 sに関するリンク i jの旅行時間 ci j(s)は，次
のように表される：

ci j(s) =
∫ s

0
ċi j(s) ds + ci j(0) ∀s, (8)

where ċi j(s) =


yi j(s)

µi j
− ṗi(s) if xi j(pi(s) +mi j) > 0

0 if xi j(pi(s) +mi j) = 0

(9)

ここで，ċi j(s) ≡ dci j(τi(s))/dsである．なお UNでは，
ある基準時刻に対応する出発時刻を持つ車両であれば，
各リンクの旅行時間はその車両の起点・終点により変
化することはない．これは，UNではあるリンク i jに
対して，各車両は起終点に関わらず基準時刻 sにおける
ノード・ポテンシャル pi(s)で到着するためである，i.e.,
起終点に関わらずリンクへの流入時刻は同一となる．
b) 最短経路選択条件

DUE状態では，各車両は事後的にみても所要時間が
最短となる経路のみを選択する．あるリンク i jについ
てのこの条件は，ノード・ポテンシャルを利用するこ
とにより，次のように表される：yi j(s)

{
ci j(s) + pi(s) − p j(s)

}
= 0

ci j(s) + pi(s) − p j(s) ≥ 0, yi j(s) ≥ 0
∀i j ∈ L, ∀s.

(10)

なお，前節のUNの定義についての説明，及びリンク旅
行時間における議論からわかるように，UNではあるリ
ンクが最短経路上に位置するとき，そのリンクは（そ
のリンクを利用して到着できる）全ての終点にとって
の最短経路である．そのため，起終点別に分解した最
短経路選択条件の定式化は必要ない．
c) FIFO条件式とフロー保存則

FIFOが成立している（i.e.,リンク内での追い越しが
ない）とき，各リンクにおいて，入口への車両の到着
順序と出口での退去順序は同じである．すなわち，フ
ローが流れているリンクにおいて，

Ao
i j(t) = Do

i j(t + ci j(t)), (11)

が成立する．なお，Ao
i j(t),D

o
i j(t)はそれぞれ起点を oと

する車両のリンク i jにおける累積流入・流出交通量であ
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る．特に，t = pi(s)とすると，UN上のフローが流れて
いるリンクでは，DUE状態において ci j(s)+pi(s) = p j(s)
が成立しているため，

Ao
i j(pi(s)) = Do

i j(pi(s) + ci j(pi(s))) = Do
i j(p j(s)) (12)

となる．
次に，あるノード i ∈ N \Noにおけるフロー保存則 6

は，起点別にフローを分解することで次のように定式
化することができる：∑

k

Do
ki(t) −

∑
l

Ao
il(t) −Qoi(t − C∗oi(t)) = 0. (13)

C∗oi(t)は，起点 oを出発し，時刻 tにノード iに到着す
る車両が経験する均衡経路旅行時間である．
ここで t = pi(s)とすることにより，基準時刻 sに対

応する時刻に出発した車両が満たすべきフロー保存則
を考える．このとき均衡経路旅行時間について，pi(s)−
C∗oi(pi(s)) = po(s)である．この関係式と (12)を (13)に
代入し，全ての起点について足し合わせることで，∑

o

∑
k

Do
ki(pi(s)) −

∑
l

Ao
il(pi(s)) −Qok(po(s))

 = 0,

⇒
∑

k

Aki(pk(s)) −
∑

l

Ail(pi(s)) −
∑

o

Qok(po(s)) = 0.

(14)

が成立することがわかる．そしてこれを sで微分するこ
とで，各リンクでの FIFO条件式と各ノードでのフロー
保存則は，以下のような yi j(s)を利用した表現に帰着す
ることとなる：∑

k

yki(s) −
∑

l

yil(s) − Q̇ok(po(s)) ṗo(s) = 0, (15)

where Q̇ok(po(s)) ≡ dQok(po(s))/dpo(s). (16)

結果として，これらの条件を全てのノード・リンク
についてとり，行列・ベクトル表示することによって，
UNにおける基準時刻別分解された DUE状態は，次の
ように相補性形式で表される：

m ≤ c(s) ⊥ (ċ(s) −M−1y(s) +A∗T+ ṗ∗(s)) ≥ 0 (17)

0 ≤ y(s) ⊥ (c(s) +A∗Tp∗(s)) ≥ 0 (18)

Ay(s) = −Q̇(s)ṗo(s) (19)

ここで，Mはリンク容量 µi j を対角要素とする L × L
対角行列，m, c(s),そして y(s)は，それぞれ mi j, ci j(s),
yi j(s)を要素とするL次元ベクトルである．また，p∗(s),
ṗ∗(s)は，それぞれ pi(s), ṗi(s)を要素とするN 次元ベク
トルであり，ṗo(s)は ṗ∗(s)の起点に関する行について
抽出したNo次元のベクトルである．Q̇(s)は，i行 j列
に Q̇ ji(p j(s))を要素としてもつ {N −No} ×Noの行列で
ある．

6 起点におけるフロー保存則は冗長なのでここでは除く．

(4) 渋滞パターンを与件とした DUEの均衡解
前節で示された時刻別 DUEは相補性問題/変分不等
式問題として表現されており，一般的に解析解を求め
ることはできない．しかし，ネットワーク上の全ての
リンクでフローの流入があり（i.e., yi j(s) > 0），かつ，
全てのリンクで渋滞している（i.e., xi j(pi(s)) > 0），“飽
和ネットワーク”では，時刻別の DUE問題が連立線形
システム方程式に帰着するため，均衡解を解析的に求
めることが可能である 19),14),20)．
具体的には，相補性条件として表現されていたリンク
旅行時間関数 (17)，及び最短経路選択条件 (18)は，次
の等式条件に帰着する：

ċ(s) −M−1y(s) +A∗T+ ṗ∗(s) = 0, (20)

c(s) +A∗Tp∗(s) = 0. (21)

ここで，(21)を sについて微分し，(20)と連立させるこ
とにより，

y(s) = −(MAT
o−ṗo(s) +MAT

−ṗ(s)). (22)

なお，ṗ(s) は ṗ∗(s) から起点に関する要素を削除した
N −No次元のベクトルである．よって，この式 (22)を
フロー保存則 (19)に代入することにより，UNにおけ
る DUEの均衡解に関する次の関係式を得る：

AMAT
o−ṗo(s) +AMAT

−ṗ(s) = Q̇(s)ṗo(s). (23)

なお，ノード・リンク接続行列A∗を用いて，起点ノー
ドにおけるフロー保存則を明示的に取り扱うことによ
り，この式は次のようにも表される：

A∗MA∗T− ṗ∗(s) = Q̇∗(s)ṗo(s). (24)

なお，

[Q∗(s; o)]i j ≡


−∑d∈Nd

Qid(pi(s)) if i ∈ No ∩ i = j

0 if i ∈ No ∩ i , j

Q ji(p j(s)) otherwise

.

(25)

またこの方法論は，非渋滞リンクを含むネットワー
クに対しても拡張が可能である：非渋滞リンクを含む
ネットワークに対しても適切にネットワークを縮約する
ことにより，“縮約ネットワーク 21),9)”と呼ばれる飽和
ネットワークを構築することができる（証明は付録 I）．
縮約ネットワークは，ネットワーク上の渋滞パターン
が与えられたとき，非渋滞リンクの始点と終点ノード
を 1つのノードとして集約する（i.e., 非渋滞リンクを
取り除く）ことにより構築される 7．また，フローの流
入のないリンク（i.e., yi j(s) = 0）がある場合は，そのリ
ンクを削除する．よって，構築された縮約ネットワー
クに対して本節の議論を適用することにより，非飽和

7 なお，ネットワーク上の全てのリンクが渋滞している場合，縮約
ネットワークの構造はオリジナルのネットワーク構造と一致す
る．
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ネットワークにおいてもDUE均衡解に関する同様の関
係式を得ることができる：

ARMRAT
R,o−ṗR,o(s) +ARMRAT

R−ṗR(s) = Q̇R(s)ṗR,o(s)
(26)

⇔ A∗RMRA∗TR−ṗ∗R(s) = Q̇∗R(s)ṗR,o(s) (27)

ここで，下付き添字 Rは，縮約ネットワーク上で定義
された変数であることを意味する．

3. Unidirectional networkにおけるトリップ
完了流率

本章では，和田・佐津川 8) によって構築された，単
一終点ネットワークにおける渋滞パターンを与件とし
たネットワーク交通性能（i.e.,トリップ完了流率）解析
手法を，UNへと拡張する．以下では，まず，DUEを
記述する状態量と巨視的な状態変数の関係性を整理す
る．次に，UNでの定常状態におけるトリップ完了流率
を解析的に導出する．そして，和田・佐津川 8) で導出
された，単一起点ネットワークにおける解析式との関
係を考察する．
なお本章では，飽和ネットワーク・非飽和ネットワー

クの両方を解析の対象とする．そのため，前章の議論
を踏まえ，本章で用いる各行列・ベクトル変数は全て
縮約ネットワーク上で定義されたものであるとする．

(1) 巨視的な状態変数の表現
トリップ完了流率の解析の準備のため，巨視的な状

態変数を DUEの記述に使われた変数を用いて表す：

Aod(t) = Qod(t), (28)

Dod(t) = Qod(t − C∗od(t)), (29)

nod(t) = Aod(t) −Dod(t). (30)

これらは，起終点別に区別された，ネットワークへの
累積流入交通量，累積流出交通量，及び車両存在台数
である．なお，(29)が成立するのは，DUE状態におい
ては，OD間で FIFO条件が成立するためである．これ
らの巨視的な変数が微分可能であるとすると，ネット
ワーク内の車両存在台数のダイナミクスは，次のよう
に表される：

dnod(pd(s))

dt
= λod(pd(s)) − fod(pd(s)) ∀od ∈ W, (31)

where λod(pd(s)) ≡
dAod(pd(s))

dt
=

dQod(pd(s))

dt
(32)

fod(pd(s)) ≡
dDod(pd(s))

dt
=

dQod(po(s))

dt
(33)

ここで，式 (32)，(33)は，それぞれ起終点毎のネット
ワークへの流入交通流率，流出交通流率（トリップ完

図–2 累積図上での定常状態における各変数の関係

了流率）を表している．

(2) トリップ完了流率の解析的評価
以上の準備の下，UNにおけるトリップ完了流率を解
析的に評価する．具体的には，DUE状態 (23)の逆問題
を定式化し，その問題を解くことにより，トリップ完
了流率の解析式を導出する．
この逆問題の入力は渋滞パターンであり，縮約ネッ
トワークにより表現される：縮約ネットワークのノー
ド・リンク接続行列 A（i.e., 縮約ネットワークのトポ
ロジー），及びリンク容量行列M（i.e.,縮約ネットワー
クの容量パターン）が入力となる．本稿では，この縮
約ネットワークのトポロジーについて次の仮定をおく：
全ての ODで起終点ノードが 1つのノードに集約され
ていない．この仮定は，ある起終点間の旅行時間が自
由旅行時間となり，OD需要がそのままネットワークを
流出する状況を排除するためのものである．なぜなら
ば，こうした状況では，需要条件でトリップ完了流率
が決まっており，渋滞パターン（や供給条件）はトリッ
プ完了流率に影響をおよぼさないためである．
一方で，この逆問題の出力となるのは，DUE配分で
外生的に与えられていた OD交通流率である．通常の
逆問題と同様に，この出力を一意に定めるためには，な
んらかの追加的な条件（e.g., エントロピー最大化）が
必要となる．本稿では，この条件として周期境界条件
を採用する．この条件は，ある一定台数の車両がネッ
トワーク内を走行する定常状態におけるトリップ完了
流率を求めるために，従来研究 22),23)でしばしば用いら
れるものである．より具体的には，各起終点ペア毎に，

dnod(pd(s))

dt
⇔

dQod(pd(s))

dt
=

dQod(po(s))

dt
, (34)

⇔ Q̇od(pd(s))ṗd(s) = Q̇od(po(s))ṗo(s) (35)

が成立する．また，定常状態を考えるために，流入・流
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出交通流率が一定であることを仮定すると，

Q̇od(pd(s)) = Q̇od(po(s)), (36)

が成立する（図–2）．ここで，(35)と (36)を連立させる
ことにより，次の関係式を得る：

ṗo(s) = ṗd(s). (37)

さらに，o = oREF において ṗo(s) = 1であることを考え
ると，UNにおける定常条件式は次の関係式に帰着する
ことがわかる：

ṗo(s) = ṗd(s) = 1. (38)

これは，ある終点 dにおける定常的なトリップ完了流
率 fd は，ネットワークへの流入交通流率 λd =

∑
o λod，

あるいはOD交通流率
∑

o Q̇od(s)に一致することを意味
している．
結果として，定常条件 (38)と DUE条件 (23)を用い

ることにより，提案逆問題は以下のように表される：f = AMAT
−ṗ +AMAT

o−1

ṗ = [ṗi | ṗd]T = [ṗi | 1]T
. (39)

ここで，ṗi，ṗdは，それぞれ通過ノード集合Ni，終点
ノード集合Ndに対応する ṗの部分ベクトルを表す．ま
た，(39)の第一式は，OD交通流率 Q̇(s)ṗo(s)をトリッ
プ完了流率 fで置き換え，かつ渋滞パターンを与件と
した DUE均衡条件式である．そして，この問題を解く
ことにより，終点別のトリップ完了流率 fdについての，
以下の命題が得られる：

命題 1. （Unidirectional networkにおけるトリップ完
了流率の解析式）Unidirectional networkにおいて渋滞
パターン (A,M)が与えられたする．このとき，車両存
在台数が一定となる定常状態における終点別のトリッ
プ完了流率 fd は，以下の解析式で与えられる：

fd = Vdd1 +Vdo1 −Vdi(Vii)−1[Vio1 +Vid1]. (40)

where Vab = AaMAT
b−. (41)

証明. (39)について，通過ノードと終点ノードを区別し
てブロック表示することにより，次の関係式を得る： 0

fd

 =  Vio1
Vdo1

 +  Vii Vid

Vdi Vdd

  ṗi

1

 (42)

⇔

0 = Viiṗi +Vio1 +Vid1

fd = Vdd1 +Vdo1 +Vdiṗi

(43)

ここで，(43)の第一式のViiは純湧き出しノードを含ま
ない行列であり，必ず逆行列を持つ 19),8)．従って，

ṗi = −(Vii)−1[Vio1 +Vid1]. (44)

が成立する．この式を (43)の第二式に代入すれば，(40)
が得られる．（証明終）

この命題より，単一起点ネットワークと同様に，定常状
態におけるトリップ完了流率は，OD分布（起終点ノー
ドの位置），渋滞リンク同士の接続構造，及びそれらの
容量（縮約ネットワーク）から決まることがわかる．
なお，(40)の意味は，単一起点ネットワークにおけ
る解析式と同様に，縮約ネットワーク上の各終点ノー
ドについてのフロー保存則に相当するものとして解釈
できる．より具体的には，(40)の各項の行 dの要素を
まとめたもの（終点 dのトリップ完了流率）は，次の
ように表される：∑

k∈N∩I(d)

µdk −
∑

k∈N∩O(d)

µdkṗk. (45)

ここで，I(k)はノード kに流入するリンクの始点となる
ノードの集合，O(k)はノード kから流出するリンクの
終点となるノードの集合である．すなわち，式 (45)の
第一項は終点 dへの総流入フローを示しており，第二
項は終点 dからネットワーク上の他のノードへと流出
するフローを示している．
ただし，このフロー保存則は，渋滞パターンと DUE
配分原理（i.e.,経路選択行動）により構造化された，よ
り「グローバル」なフロー保存則である；(45)中の ṗk

は，(44)によって表される DUEの配分原理から決まる
従属変数であり，経路選択行動に影響しうる，この終点
に直接接続していないリンクの影響も反映される．そ
のため，(40)による渋滞パターンの解析により，トリッ
プ完了流率の構造（i.e.,ネットワーク上のローカルな各
リンクの交通状態と，グローバルなネットワーク性能
の関係）を，理論的に考察することができる．

(3) 単一起点の解析式との関係
本節では，和田・佐津川 8) の，単一起点ネットワー
クを対象としたトリップ完了流率の解析式との比較考
察を行う．具体的には，以下に示す解析式との構造比
較を通して，単一起点と UNにおけるトリップ完了流
率の感度（i.e.,あるリンクの容量変化に対するトリップ
完了流率の変化の正負）の関係について考察する：

命題 2. （単一起点ネットワークにおけるトリップ完了
流率の解析式 8)）1 起点多終点ネットワークにおいて
渋滞パターン (A,M)が与えられたする．このとき，車
両存在台数が一定となる定常状態における終点別のト
リップ完了流率 gd は以下の解析式で与えられる：

gd = Vdd1 − (Vdi(Vii)−1[Vid1 − δi] + δd). (46)

なお，δは，唯一の起点に接続するリンクについて，リ
ンクの上流ノードに対応する要素にリンク容量値を持
つベクトルであり，下付き添字 i, dは，それぞれ通過，終
点ノードに関する要素を抽出していることを意味する．
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比較のために，(40) における起点に関する行列
AdMAT

o−1とAiMAT
o−1を起点別に分解しよう．そのた

めにまず，AT
o− を次のようにブロック表示する：

AT
o− =

[
· · · AT

dec;k− · · ·
]
. (47)

AT
dec;k−は，AT

o−の k列目と等しいL次元の列ベクトルで
ある．これを AdMAT

o−1，AiMAT
o−1に代入すると，次

の関係式が成立することがわかる：

AdMAT
o−1 = AdM

[
· · · AT

dec;i− · · ·
]

1

=
∑
k∈No

AdMAT
dec;k−, (48)

AiMAT
o−1 =

∑
k∈No

AiMAT
dec;k−. (49)

ここで，AdMAT
dec;k− (AiMAT

dec;k−)は，AT
dec;k− と同様に

L次元の列ベクトルであり，ある終点ノード d（または，
通過ノード i）から起点 kへ流入するリンクがあるとき，
対応する行 dにそのリンクの容量値に −1を掛けたもの
を要素として持つ．すなわち，これらは単一起点にお
ける δd，δi と同じ構造である．そして，これらを代入
すると，UNにおけるトリップ完了流率の解析式は，

fd = AdMAT
d−1 −AdMAT

i−(AiMAT
i−)−1AiMAT

d−1

+
∑
k∈No

[
AdMAT

dec;k− −AdMAT
i−(AiMAT

i−)−1AiMAT
dec;k−
]

(50)

と表される．
式 (50)を見るとわかるように，UNでのトリップ完了

流率の解析式において，起点に関する行列は各起点別
の行列の線形和で表すことができる．さらにこの行列
式は，単一起点での解析式 (40)の対応する部分と同じ
構造を持つ．すなわち，UN上のある起点に接続するリ
ンク容量変化に対するトリップ完了流率の感度は，単
一起点におけるものと同様であることがわかる．加え
て，(50)での起点と関わらない行列式は，明らかに単
一起点と同じ構造を持つ；起点に関係しないリンク容
量変化に対するトリップ完了流率の感度も正負は同様．
以上から，UNにおける解析式は，単一起点における

解析式の単純な重ね合わせではないものの，その構造，
及びネットワーク上の各リンクがトリップ完了流率に
与える影響構造は同様であることがわかる．この事実
は，単一起点ネットワークにおける解析から明らかに
されたトリップ完了流率の低下メカニズムが，多起点
多終点ネットワークにおいても同様に発現することを
示すものである．すなわち，トリップ完了流率の変化
は，待ち行列の延伸による終点流入フローのブロッキ
ング（(45)の第一項の変化），及び経路選択行動による
終点流入リンク容量に占める通過交通量の変化（(45)の
第二項の変化）といった，異なる終点を持つフローの
相互作用により特徴づけられる．

上記の単一起点と多起点構造の比較考察からは，多
起点構造は単一起点構造に大きな影響を与えないこと
がわかる．これは，(45)の各項から次のように解釈す
ることができる：ある終点に流入するフローを表す第
一項は，それらフローの構成要素（e.g.,どの起点からの
フローであるか）に関わらず容量値と同一となる．一
方で，流出するフローを表す第二項はDUE均衡解 ṗiが
関与しており，その終点から他の終点に対しどのよう
に向かうのか（i.e.,終点同士の接続構造；ある終点から
別の終点への経路，及び経路を構成するリンク）によ
り大きく影響されうる 8．こうした特性はより一般的な
多起点多終点構造のネットワークを想定しても発現す
るものと考えられ，次章で行う一般構造ネットワーク
の UN構造への近似変換手法の構築にあたり手がかり
となりうるものである．

4. 提案手法の一般構造ネットワークへの拡張

ここまでは，UN を対象として定常状態におけるト
リップ完了流率の構造，及びその特徴について考察し
た．一方で現実のネットワークについては，UN構造を
持つネットワークとして解析できるものは限られてい
る．そこで本章では，前節までの議論を一般的な構造
を持つネットワークに対して適用するための手法につ
いて考察する．具体的には，一般構造ネットワークを
UNへと近似変換する手法について考察する．そして，
近似変換されたネットワークに前章で構築した解析式
を適用することで，トリップ完了流率を近似解析する．
以下ではまず，ネットワークの近似変換のアイデア
について概説する．そして，近似変換の具体的な手法
を説明し，その特性について考察を行う．

(1) 近似変換の基本的なアイデア
本稿で提案する近似変換手法の基本的なアイデアは，
一般構造ネットワーク上の有向・無向のループ構造を，
単一起点構造へと変換することである．より具体的に
は，ループ構造に含まれる複数の起点ノード，及びルー
プ構造へと流入するリンクの上流ノードを，一つの仮
想的な起点へと集約する（図–3）．そして，これを全て
のループに適用することで，単一起点構造が仮想的な
起点を通して組み合わさった，polytree構造（図–1）へ
とネットワークを変換する．以下では，この近似変換
のアイデアについて説明する．
トリップ完了流率を解析するためのループ構造の近
似変換にあたっては，重要な点は二つ存在する．一つ

8 この解釈と関連する議論として，Akamatsu and Heydecker20) は，
単一起点の（ループのない）飽和ネットワークにおいて，ある
ノードにおける DUE均衡解が，そのノードより下流側の終点に
流出するフローによって特徴づけられることを示している．
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図–3 ループ構造部と，複数起点の集約のイメージ

は，変換前後でトリップ完了流率の値が一致している
ことである．これは，ループ構造への流入フローが，変
換前後で変わらないことを要求するものである．なぜ
ならば，本稿で解析対象とする定常状態では，ループ構
造からの流出フローの総和（i.e.,ループ構造部内の終点
におけるトリップ完了流率と，ループ構造を通過する
交通量の和）は，流入フローと一致するためである．そ
のため，ループ構造から他のノードへの接続構造（ルー
プ構造からの流出構造）を変えない場合は，ループ構
造に含まれる起点から流入するフロー，及びループ構
造へと流入するリンクの交通状態（i.e.,フロー，渋滞・
非渋滞状態）が同一となるような変換が必要となる．

一方でより重要なことは，近似変換前後でトリップ完
了流率の感度が同一であることである．すなわち，前
節で議論したような異なる終点を持つフローの相互作
用（i.e.,ブロッキング現象，終点通過交通量の増加）が，
変換後のネットワークでも同様に発現している必要が
ある．ここで，トリップ完了流率を一致させるために，
ループ構造への流入フローが一致する変換を行うとき，
ループ構造部内の終点への流入フロー（i.e., (45)の第一
項）は変換前後で整合するものと考えられる；すなわ
ち，ブロッキング現象は適切に表現される．そのため，
感度を整合させるためには，ある終点から他の終点へ
と流出する終点通過フロー（i.e., (45)の第二項）を適切
に表現する必要がある．具体的には，ある終点から別
の終点に向かうフローの経路選択肢，及びその経路を
構成するリンクといった，終点同士の接続関係が，変
換前後で保存されている必要があると考えられる．

こうした変換の鍵となるのが，本節のはじめに説明
した，ループ構造の単一起点化である．この変換では，
ループ構造部へと流入するフローは全て仮想的な起点
から流出するものとしているが，変換前でのループ構造
部への流入フローを持つノード（ループ構造部内の起点
ノード，またはループ構造へと流入するリンクの下流
ノード）へとリンクを接続すれば，ループ構造部への流
入フローの総量は変換前後で一致する．加えて，ルー
プ構造部から流出構造を変化させていないため，ルー
プ構造内の各終点を流出するフローの，他の終点への
経路構造は保存されている．すなわち，ループ構造部

図–4 一般構造の UN構造への変換（点線：非渋滞リンク，実
線：渋滞リンク）

内の終点に関して，トリップ完了流率の値を一致させ
るとともに，その感度を変換前のものと整合的に解析
できると考えた．

(2) 近似変換アルゴリズム
前節の議論を踏まえ，本節では，一般構造ネットワー
クのループ構造を単一起点構造へと変換することによ
る，UN構造への近似変換手法を構築する．以下ではま
ず，手法の説明に先立ち，本節で用いる変数の定義に
ついて説明する．次に，UN構造への近似変換アルゴリ
ズムを示す．
まず，ある渋滞パターン (A,M) におけるループ構
造の集合を CG(A,M)と表す．あるループ構造 CGi ∈
CG(A,M)は，始点・終点ノードが同一である無向の経
路，及びその経路に含まれるノードから構成されてい
る．ここで無向の経路とは，有向・無向ループの両方に
ついて考えるための，有向リンクを無向リンクと考えた
ときの経路である，i.e.,有向リンクについて下流ノード
から上流ノードへとノードを辿ることを許す．CGi は
ノードの集合ともみなす（e.g.,ノード a ∈ N がループ
構造CGiに含まれているとき，a ∈ CGi）．あるノードは
複数のループ構造に共通して含まれる場合もある（e.g.,
a ∈ CGi ∩ a ∈ CG j, i , j）．なお，フローが流れていな
いリンクについては，削除して考える．
以上の準備の下，次の手順を踏むことにより，polytree
構造を基本構造としてもつネットワークを構築する（変
換の手順を具体的なネットワークで表したものを図–4に
示す）：

UN構造への近似変換アルゴリズム
1. 渋滞パターン上のループ構造の特定：渋滞パターン

(A,M)のループ構造集合 CG(A,M)を特定する．
2. 起点ノードの分離：ループ構造CGi ∈ CG(A,M),∀i
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に起点ノード nが含まれる場合，この起点をルー
プ構造から分離する．具体的には，非渋滞状態で
あるダミーリンクを作成し，この上流に純起点と
して接続し直す 9．

3. ループ構造の集約：ループ構造 CGi を一つのノー
ドへと集約する．また，集約されたノードが他の
ループに含まれるとき，このループも同一のノード
に集約する．集約後のノードを CNと表し 10，あ
るループ構造 CGi がこのノードに集約されている
ことを CGi ∈ CNと表す．

4. ループ構造の再接続：集約ノード CNに，集約さ
れた構造 CGi ∈ CNを，ループ構造へ流入するリ
ンクを用いて接続する．具体的には，あるループ
構造 CGi へ CNに属する構造以外から流入するリ
ンク lについて，同一の交通状態（渋滞，非渋滞）・
フロー・容量を持つリンクを作成し，このリンクの
上流に CN，下流に変換前のネットワークにおいて
lが下流に持つノードを接続する．なお，集約した
ノードから流出するリンクについては，変換前の
構造と同じノードを上流に持つように接続し直す．

このようにして変換されたネットワークでは，集約ノー
ド CNがあるループ構造 CGi ∈ CNにとっての（単一
の）起点ノードとなる．結果として，変換後のネット
ワークは単一構造が集約ノードを介して polytreeの構
造で接続する構造となり，これは UNである．よって，
このネットワークを渋滞パターンに基づき縮約し，解
析式 (40)を適用すれば，トリップ完了流率の構造を近
似的に求めることができる．
この近似変換アルゴリズムにおいて，変換後のネッ

トワークが一意であることを示す次の定理をあげる：

定理 1. （近似変換されたネットワークの一意性）UN
構造への近似変換アルゴリズムにおいて，変換後のネッ
トワークの構造は一意である．

証明. UN構造への近似変換アルゴリズムの「ループ構
造の集約」において，どのような順番でループ構造を集
約しても，ある集約ノード CNに含まれるループ構造
が一意であることを示せば良い．ここであるループ構
造 CGi が他のループ構造と共通するノードを持たない
とき，CGi はそれ単独で一つのノード CN に集約され
ることは自明．そのため，共通するノードを持つルー
プが複数存在するときに，集約の順番によってループ
の集約先が変化しないことを示せば十分である．この
ために，集約に関する次の性質を示す：

9 このダミーリンクは，後で行う渋滞パターンの縮約の際に除去
されるため，トリップ完了流率の構造に影響をあたえることは
ない．

10 なお，CN は複数存在しうる，i.e.,全てのループが一つのノード
へと集約されるとは限らない．

図–5 変換後の渋滞パターンに対応する縮約ネットワーク

性質 1. ある二つのループCGi,CG jが存在し，これらが
変換前のネットワークにおいて少なくとも一つのノード
を共通して持つものとする．このとき，CGa, (a = {i, j})
を集約したノード CNは，CGb, (b = {i, j; b , a}を構成
するノードの一部となるか，CGbを含む ∴ CGi,CG jは
集約の順番に関わらず，ノード CNに集約される．

この性質から，集約の順番によらず変換前のネット
ワークにおけるループ構造のみから，集約先のノード
が決まることがわかる．よって，これをネットワーク
上の全てのループに適用すれば，集約の順番によらず，
ループの集約先が決まることは明らか．よって証明．
（証明終）

具体例

図–5に示す，図–4の変換後の渋滞パターンに対応す
る縮約ネットワークを用いて，トリップ完了流率の計
算例を示す．このネットワークは 1起点 3終点のネッ
トワークであり，ノード {o}が起点，ノード {d1, d2, d3}
が終点ノードである．各リンク lの容量は図に示すとお
りである．

このとき，(40)の要素となる行列，ベクトルは以下
のように表される：

Vdd =


µ1 0 0
0 µ3 + µ5 0
0 0 µ7

 ,Vii =
[
µ4 + µ6

]
,

Vio =
[

0
]
,Vid =

[
0 −µ5 −µ7

]
, (51)

Vdo =


−µ2

0
0

 ,Vdi =


0
−µ4

0

 .
そして，これらを式 (40)に代入することにより，各終
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点のトリップ完了流率が求まる：

fd =


fd1

fd2

fd3

 =


µ1 − µ2

µ3 + µ5 −
µ5 + µ7

µ4 + µ6
µ4

µ7


最後に，fd の要素の和をとれば，ネットワーク全体の
トリップ完了流率 Fが求まる：

F = µ1 + µ3 + µ5 + µ7 − µ2 −
µ4

µ4 + µ6
(µ5 + µ7). (52)

なお分数部分が，近似変換後のネットワークにおける
DUE均衡解 ṗiであり，車両の経路選択行動を反映した
ものである．
定常状態におけるローカルな保存則から導出されるト

リップ完了流率と比較してみよう．定常状態において，
各終点のトリップ完了流率は流入するリンクの容量から
流出するリンクの容量を引いたものと等しい．従って，

F = µ1 + µ3 + µ5 + µ7 − µ2 − µ4. (53)

が成立することがわかる．これは，一見 (52)とは異なる
が，定常状態における通過ノードでの保存則 µ4 + µ6 =

µ5 + µ7 を考慮すると，

µ4

µ4 + µ6
(µ5 + µ7) = µ4 (54)

が成立することがわかる．これを (52) に代入すると，
二つのトリップ完了流率は同一であることがわかる．
この例からも，定常状態におけるトリップ完了流率

は，誤差なく推定できうることがわかる．加えて，(52)
の解析解からは，終点ノードには直接接続しないリン
ク 6が，車両の経路選択行動に関わるリンクとして，ト
リップ完了流率に影響を及ぼしていることがわかる．

(3) 近似変換アルゴリズムの誤差について
本稿で提案する近似変換手法は，ループ構造部内，及

びその下流の構造は変化させていないため，これらの
構造部に位置する終点のトリップ完了流率の感度につ
いては，オリジナルのものと整合的に解析することが
できる．一方で，ループ構造部の「上流」に位置する終
点に関しては，トリップ完了流率の感度は変換前後で
異なる可能性がある．これは，ループ構造部に流入す
る全てのフローが通る集約ノードが構築されることで，
ループ構造部中のあるリンク容量の変化によるフロー
の変化が，集約ノードを介して本来影響し得なかった
上流側のネットワークに影響を及ぼすようになるため
である．
こうしたことが起こる状況を示すネットワークのイ

メージから，それを簡単に確かめてみよう．図–6に，二
起点多終点の，UN でないネットワークを示す．この
ネットワークでは，起点 o1, o2 から出発したフローは，

図–6 ループ構造部上流の感度が異なるネットワークイメージ

多終点構造を持つネットワークを通った後にループ構
造に流入する．このネットワークに前述した近似変換
アルゴリズムを適用すると，図中の右図のようなUN構
造が構築される．
ここで，リンク (a, b)の容量 µab を増強したときの，
フロー・パターンの変化を見てみよう．まず，オリジ
ナル・ネットワークでは，この容量増強に伴い，ノード
aからの流出フローが増加する；そして，定常状態にお
けるフロー保存則から，このノード aへの流入フロー
も増加することになる，i.e., o1 下流の多終点構造を通
過するフローが増加する．すなわち，このリンクの容
量変化によるフロー・パターンの変化から， o1 下流の
多終点構造内に位置する終点におけるトリップ完了流
率のみが変化しうることがわかる．
一方で，近似変換されたネットワークでは，ノード

a, bの上流に，どちらのネットワークからの流出フロー
も通る集約ノードが構築される．そして，ノード aか
らの流出フローの増加の影響は，まず集約ノードから
ノード aへの流出フローの増加として記述され，その
後集約ノード上のフロー保存則から，集約ノードに接
続する両方のリンク上のフローの変化として記述され
る．この結果として，元々片方のネットワークのみに
しか影響しなかったリンク容量の変化が，両方のネッ
トワークのトリップ完了流率を変化させうることがわ
かる．すなわち，トリップ完了流率の感度はオリジナ
ルのものと異なりうることがわかる．
このように，本近似手法では，本来ループ部へと流
入するリンクの上下流ノード個別で考えなければいけ
なかったフロー保存則が，集約ノードで集計的に取り
扱われてしまう．その結果，ループ構造部中のあるリ
ンクのフローが変化したときの影響が，ループ上流側
に適切に伝わらないことが起こりうる．こうした本来
あるリンクのフロー変化に連動しないはずのリンク上
のフローが変化するといった現象が，一般構造ネット
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ワークの UN構造への近似変換にあたっての，近似誤
差となる．そのため，ループ構造部内，及び下流の終
点のみに着目して感度分析を行う，などのように，ト
リップ完了流率の感度分析にあたっては，このような
近似誤差を踏まえた工夫が必要となる．

5. おわりに

本稿では，渋滞パターンを与件とするネットワーク
性能解析手法を，一般構造のネットワークへと拡張し
た．具体的には，まず，単一起点ネットワークでのト
リップ完了流率の解析手法を，UNを対象に拡張した．
そして，一般構造のネットワークを，UN 構造へと近
似変換する手法を提案した．これにより，一般構造の
ネットワークでも渋滞パターンを与件とすることで，ト
リップ完了流率の構造を近似的に解析することが可能
となった．
本稿で提案する近似変換手法は，ネットワーク全体

の定常的なトリップ完了流率の値，及びループ構造部
内とその下流に位置する終点でのトリップ完了流率の
感度は，適切に推定することができる．一方で本文中
で指摘したように，ループ構造部上流については，ルー
プ部内のリンク容量変化に対して本来変化しないはず
のリンク上のフローが，集約ノードを介して変化しう
ることが示されている；ループ部上流の終点の感度は
異なりうる．この感度の誤差については，原理的には
起こりうることは分かっているものの，今のところ一
般的な知見は存在しない．そのため，詳細な理論解析，
及び系統的な数値計算からこれを明らかにしていくこ
とは，大きな課題である．これについては，改めて，別
の機会に報告したい．

付録 I Unidirectional networkにおける縮約
ネットワークの構築

本章では，UN構造を持つ非飽和ネットワークにおけ
るDUE均衡解 ṗ(s)について，オリジナル・ネットワー
ク上で導出される均衡解と縮約ネットワーク上で導出
される解の等価性について証明する．
まず，オリジナル・ネットワーク上で DUE均衡解が

満たすべき条件式を，渋滞リンクと非渋滞リンクを区
別して導出しよう．ネットワーク上に渋滞リンクと非
渋滞リンクが混在しているとき，リンク流入交通流率
とリンク旅行時間に関するベクトル変数 y, ċ，リンク
容量行列M，ノード・リンク接続行列A∗（起点につい
ての行を削除していない行列．以下では ∗は省略して
いる）は，リンクの渋滞状態に応じて次のようにブロッ
ク表示を行うことができる（なお，以下では (s)を省略

している）：

y =

 yQ

yF

 , ċ =

 ċQ

ċF

 , M =

 MQ 0
0 MF

 , (I.1)

A =
[

AQ AF

]
. (I.2)

ここで，下付き添字 Q,Fのついたベクトル・行列は，
それぞれノード・リンク接続行列の渋滞リンク，非渋
滞リンクに対応する部分ベクトル・行列を表す．また，
それぞれのリンク集合をLQ,LFで表す．この行列，及
び ṗ∗, Q̇∗を用いて（以下では ∗は省略している），基準
時刻別の DUE配分は以下の式により表される：

・リンク旅行費用関数ċQ =M−1
Q yQ −AT

Q+ṗ

ċF = 0
(I.3)

・フロー保存則

AQyQ +AFyF = −Q̇ṗo (I.4)

・最短経路選択条件ċQ +AT
Qṗ = 0

ċF +AT
F ṗ = 0

(I.5)

これらをまとめると，次の均衡条件式が導かれる：AQMQAT
Q−ṗ −AFyF = Q̇ṗo

AT
F ṗ = 0

(I.6)

次に，縮約ネットワーク上で定義される DUE均衡条
件式を示す：

ARMRAT
R−ṗR = Q̇RṗR,o(s)

ṗ = RTṗR,RAQ = AR,RAQ− = AR−,

RAF = 0,MQ =MR.

(I.7)

ここで，Rは {N −LF} ×N の行列であり，縮約ネット
ワーク上のノード i ∈ NRがオリジナル・ネットワーク
上のノード j ∈ N に対応していれば i行 j列要素が 1，
それ以外の要素は 0となる．特に，Q̇の縮約について，
以下が成立する：

RQ̇RT
o = Q̇R, (I.8)

Roは {N −LF} × Noの行列であり，縮約ネットワーク
上のノード i ∈ NRがオリジナル・ネットワーク上の起
点ノード j ∈ Noに対応していれば i行 j列要素が 1，そ
れ以外の要素は 0となる．なお，このRT

o について次が
成立する：

ṗo = RT
o ṗR,o (I.9)

これらを用いて，(I.6)と (I.7)によって導かれるDUE
均衡解 ṗ が，いかなる yF のパターンにおいても等価
であることを示す．まず，正則である行列 [ RT R ]と
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[ R RT ]を考えよう．これらを用いることにより，以下
が成立することがわかる：

ṗR = [RRT]−1Rṗ,

ṗR,o = [RoRT
o ]−1Roṗo,

Q̇ = [RTR]−1RTQ̇RRo[RT
o Ro]−1,

AQ = [RTR]−1RTAR,

AT
Q− = AT

R−R[RTR]−1.

(I.10)

また，

RAQ = R[RTR]−1RTAR = AR (I.11)

より，R[RTR]−1RT ≡ Iである（単位行列）．これは，起
点に関する縮約の行列 Ro においても成立する．
ここで，行列 [ RT R ]を (I.6)の両辺に右側からかけ

ると，

[RTR]
{
AQMQAT

Q−ṗ −AFyF

}
= [RTR]Q̇ṗo (I.12)

となる．ここで，(I.12)の左側を変形すると，

[RTR]
{
AQMQAT

Q−ṗ
}
− [RTR]

{
AFyF

}
= [RTR]

{
[RTR]−1RTARMQAT

Q−
} {

RTṗR

}
− 0

= RT
{
ARMRAT

R−R[RTR]−1
} {

RTṗR

}
= RT

{
ARMRAT

R−ṗR

}
,

が成立する．また，(I.12)の右側を変形すると，

[RTR][RTR]−1RTQ̇RRo[RT
o Ro]−1ṗo

= RTQ̇RRo[RT
o Ro]−1ṗo

= RTQ̇RRo[RT
o Ro]−1RT

o ṗR,o

= RTQ̇RṗR,o

が成立する．
よって，(I.12)は，次の式によって表される：

RT
{
ARMRAT

R−ṗR

}
= RTQ̇RṗR,o

⇒ ARMRAT
R−ṗR = Q̇RṗR,o. (I.13)

これは，(I.7)と等価である．よって，(I.6)を満たすDUE
均衡解と (I.7)を満たす DUE均衡解は等しいことがわ
かる（証明終）．
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