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集積地が正六角形状の空間パターンをなすという Christaller1) の中心地理論は，経済地理学において古くか
ら知られているものの，実データにおける正六角形パターンを定量化・検定する方法は，十分に確立されてこ
なかった．Ikeda他2)は正六角形状の集積パターンを検出する手法を開発したものの，彼らの手法にもまた次の
課題が残されている：(i)対象領域の取り方に分析結果が依存する点，(ii)検出されたパターンの有意性が不明
である点．そこで本稿では，課題 (i)，(ii)に対処することで，中心地理論に裏付けられた空間集積パターンを
より客観的に解析するための手法を開発する．(i)を解消するために，対象領域を探索する最適化問題を作成す
る．(ii)の解消のために，permutation testによる統計的な検定を導入する．また，提案手法を南ドイツ・東ア
メリカの人口データに適用することで，実空間における中心地理論の妥当性を検証する．

Key Words: central place theory, group theory, genetic algorithm, permutation test, population distri-
bution

1. はじめに

地理空間上での集中現象の分析は地理学における最

も基本的なトピックの一つであり，人口集中，産業集

積，生態群衆，疫病集積を含むあらゆる集中現象に対し

て膨大な研究が蓄積されてきた．それに呼応する形で

空間集積の抽出手法もまた数多く提案されてきた（2章

参照）．既存の集積抽出手法の多くは，データの空間パ

ターンから集積域を特定しようという data-drivenなア

プローチをとる．data-drivenな集積抽出手法は汎用的

であり探索的な空間解析ツールとして幅広く用いられ

てきた（Exploratory spatial data analysis 3)）．しかし

ながら，それらのアプローチでは空間集積の背後にある

メカニズムを考慮できない．その意味で，data-driven

なアプローチは探索的解析手法の域を出ない．

一方，経済地理学ではミクロ経済理論に裏付けられた

theory/model-drivenな空間集積メカニズムの研究が活

発である．経済理論に基づく数理モデルは，特に人口・

産業集積の背後にあるメカニズムを理解・解明する上

で有益といえよう．しかしながら，不均質かつ多地域

からなる実空間へ生産要素の地域間移動を考慮したモ

デルを応用する試みは，近年始められたばかりであり

（Quantitative spatial economics 4)），実データへの応

用の観点からは課題が残されている．

Theory/model-driven な研究には，人口や経済集積

の配置は正六角形状の周期的なパターンを階層的に形

成するという Christaller 1)の中心地理論がある．この

配置パターンは輸送費用の低下に伴う分岐現象を契機に

内生的に形成・拡大していくことが明らかにされている．

ここで分岐現象とは，理想化された均質な空間に発生

する数理的概念であり，対称性が崩れるとともに均衡解

の安定性と数に変化をもたらす現象である．Akamatsu

他5)は均質な空間である円周経済（円周上に等間隔に立

地点が配置された空間）上での分岐特性を解明し，NEG

モデルの体系化を行っている．また，均質な空間上の

分岐挙動の分析は，より実態に近い不均質な空間にお

ける集積メカニズムを理解する上でも重要となる．実

際に Ikeda他6),7) は，線分経済，境界を持った正三角

形格子といった不均質な空間の集積挙動が，円周経済

や周期性を仮定した正三角形格子といった均質な空間
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の分岐挙動との類似を示している．

分岐理論を実データの階層性や空間的周期性の検出

に応用した研究が一定数存在する．例えば大澤他8)は，

円周経済上での分岐現象を踏まえ，在来線沿線の人口

分布に着目した 1次元スペクトル分解を実施した．こ

れにより，都市の人口規模に内在する空間周期性と階

層性を検出した．また，Ikeda他2)は，周期性を仮定し

た正三角形格子上における分岐現象から得られるスペ

クトル情報を用いて，実データにも容易に適用可能な

空間集積抽出手法を開発した．そして，この手法を南

ドイツや米国東部の人口データに適用し，中心地理論

と整合する空間周期性の強さを実データから評価した．

以上のように，分岐理論に基づくスペクトル解析法

は中心地理論と実空間上での空間集積を紐づける唯一

のアプローチである．しかしながら，Ikeda他2)の手法

にはいくつかの重要な課題が残されている．まず，(i)

解析対象となる領域を恣意的に選択せざるを得ないの

が現状である. 解析結果がこの領域に依存するため，慎

重に選ばねばならないが客観的な選定手法は確立され

ていない．また，(ii) 抽出された配置パターンの有意性

を検定する方法が確立されていないため，仮に領域が

適切に選定されたとしても，解析結果の解釈は恣意的

になる．

そこで本研究では，課題 (i)，(ii) を改善し，中心地

理論に裏付けられた空間集積パターンを客観的に抽出

する手法を提案する．具体的には，(i)を解消するため

に，隣接行列の固有値による基準をもとに目的関数を設

定し，対象領域を探索する最適化問題を作成する．(ii)

を解消するために，permutation testによる統計的な

検定を導入する．そして，同手法を実データに適用し，

実空間における中心地理論の妥当性を再検証する．

本論文の構成は以下のとおりである．第 2章では関

連研究を概観する．第 3章では 2次元平面上に発現する

分岐パターンの解析手法について説明する．第 4章で

は，課題 (i)，(ii) に対処しながら実データの六角形状

パターンを解析する方法を新規に開発する．第 5章で，

南ドイツにおける 2011年，東アメリカにおける 2014

年人口データを対象に解析を行う．最後に第 6章で結

果を要約する．

2. 関連研究

(1) 空間集積の抽出法

人口・産業の集積測度は古くから議論されており，例

えばジニ係数や特化係数などがある．しかしながら，そ

れらの多くは「位置」の概念が捨象された非空間測度

であり，集中の空間的パターンを区別できないという

限界がある9)．

そのような背景のもと，“空間的”な集積を検出しよ

うという試みがさまざまな分野（e.g.，経済学，地理学，

土木計画学）で活発化してきている10),11),12)．例えば

Monte Carlo (MC) simulationによって尤もらしい空

間集積域を特定しようという空間スキャン統計量13)は

空間疫学，生態学，地理学などの幅広い分野で応用さ

れてきた．NEGにおいても産業の階層的な空間集積パ

ターンをMC simulationを用いて探査する方法をMori

& Smith 14)が開発しており，類似の手法15)も提案され

ている．一方，近傍情報から空間集積の度合いを定量化

しようという Local Indicators of Spatial Association

(LISA)16) も幅広い分野で用いられてきた（瀬谷・堤17)

参照）．G*統計量18)，Local Moran統計量16)，Tango

統計量19) などは LISAの一種とみなせる．

(2) スペクトル情報に基づく空間集積の抽出法

(1)節で紹介した各統計量は近傍情報から空間集積を

判定する手法であり，例えば中心地理論の予測にある

正六角形パターンという集積地同士の相対的な位置関

係の解析には向かない．Ikeda 他2) のスペクトル解析

法は，この「相対的」な位置関係を捉える点でユニー

クである．

なお，スペクトル情報を用いた（相対的な）空間パ

ターンの解析手法は Ikeda 他2) 以外にも存在する．例

えば鵜飼・栗田20),21) は鉄道駅間の近接行列のスペク

トル情報を用いて地利値（アクセシビリティ指標の一

種）の空間・時間パターンや階層性を解析した．生態学

においても近接行列のスペクトル情報を用いて生物群

集の空間階層パターンを解析するMoran’s eigenvector

mappingが広く用いられてきた（例えば Peres-Neto &

Legendre 22)）．しかしながら，以上の解析手法は探索

的な解析を目的としており，Ikeda他2)のように分岐現

象という空間集積の背後にあるメカニズムを考慮でき

ない．

筆者らの知る限り，経済地理学の理論に立脚したス

ペクトル解析手法の試みは Ikeda 他2) のみである．こ

の方法の高度化は，中心地理論と整合する形で空間階

層性や周期性を解析するうえで重要である．

3. 群論的分岐理論による正六角形パターン
の定式化

本章では，群論的分岐理論の応用による中心地理論に

裏付けられた正六角形パターンの定式化を説明する (群

論的分岐理論の詳細は，Ikeda & Murota23) を参照)．

Ikeda 他2)にならい，解析対象地域は，2次元平面を

覆う無限格子（中心地理論で仮定される等方性の平野

に相当）の部分集合として定義されるN 節点を持つ有
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図–1 有限格子 H4（数字は節点番号を表す）

限格子Hn で与える:

Hn = {n′
1ℓ1 + n′

2ℓ2 | ni ∈ Z (i = 1, 2)} (1)

n′
1 ≡ n1 mod n, n′

2 ≡ n2 mod n (2)

n =
√
N.

ℓ1と ℓ2は座標軸，(n1, n2)は両軸で定義される節点座

標を表す．図–1に示すように 2軸は 120度傾いている

が，これは一辺が 120度である正六角形パターンを定

式化するためである．また，式 (2)は 2次元の周期境

界を与える条件であり，赤点線で示した平行四辺形を 1

単位とし，無限平面を疑似的に表現している．このた

め，例えば節点 1は節点 2,5,6の他に赤色で示した節点

4,13,16とも連結している．

(1) 支配支配方程式の対称性

節点 i ∈ Hn における人口を λi として，格子上にお

ける人口分布ベクトルを λ = [λi] ∈ RN とする．

ある空間経済モデルによる均衡状態の安定性は，

λ̇ = F (λ, τ) (3)

で示す調整ダイナミクスの定常状態の安定性により調

べることができる．ここで F ∈ RN の各成分は各節点

に対応し，τ は分岐パラメータ（e.g., 輸送費用パラメー

タ）を表す．定常状態とは支配方程式

F (λ, τ) = 0 (4)

を満たす解である．この定常状態の局所的な漸近安定

性は Jacobi行列の固有値，分岐方向の固有ベクトルに

より調べることができる．そして，分岐パラメータ τ

の変化により，Jacobi行列 J = ∂F /∂λのある固有値

がゼロとなる特異点 (λc, τc)に達した時，分岐が発生し

様々な幾何学パターンが発現する．

一様分布 λi = λj , (
∀ i, j は均衡状態である．この一

様分布を仮定したとき，人口分布ベクトル λはHn の

対称性を表す群 G1 に対し，同変性

T (g)λ = λ, g ∈ G (5)

1 Hn の対称性を表す群 G の具体形は，G = ⟨r, s, p1, p2⟩ であ
る．ここで r は π/3 の時計周りの回転変換，s は ℓ1 軸に関す
る鏡映変換，p1, p2 は ℓ1, ℓ2 軸に沿う並進変換を表す．

を持つ．ここで T (g) ∈ RN×N は群Gの元 gの表現（置

換）行列である．これにより支配方程式 F が同変性

T (g)F (λ, τ) = F (T (g)λ, τ), g ∈ G (6)

を満たし，群Gに対する支配方程式の対称性が具体的

に表される．このとき，支配方程式の Jacobi行列 J は，

以下に示す対称条件（可換性）を満たす：

T (g)J(λ, τ) = J(λ, τ)T (g), g ∈ G． (7)

(2) 座標変換行列

Hnの群Gに対する T (g)をもとに，Jacobi行列 J を

対角化する座標変換行列Q ∈ RN×N を導出できる．こ

の行列 Qは，直交性を有し（Q−1Q = E），Jacobi行

列 J のように対称条件（式 (7)）を満たす行列をブロッ

ク対角化する行列であり，

Q = [. . . , Qµ, . . .], µ ∈ R(G) (8)

と群 G の既約表現 µ に対応するブロック行列 Qµ ∈
RN×M で構成される．ここで，既約表現 µは µ = (M)

または µ = (M ; k, ℓ)と表し，M は既約表現 µに対応

した多重度，kと ℓはそれぞれ波数を表す．R(G)は既

約表現 µの集合全体を表す．多重度M とは，群対称性

の意味で等価な固有ベクトルの数であり，対応する特

異点におけるゼロ固有値の数と一致する値である．

また，Qの部分行列 Qµ は

T (g)Qµ = QµTµ(g), g ∈ G (9)

により導出される．ここで Tµ(g) ∈ RM×M は既約表現

µの表現行列である．既約表現 µが同一の Qµ の列ベ

クトル qµ
i は対称性が同じである．正三角形格子Hnの

Qµ の具体形は付録 Iにまとめる．このベクトル qµ
i の

分布を µ = (12; 2, 1)を例に図–2に示す．

この座標変換行列と式 (7)を用いて，式 (7)を満たす

Jacobi行列 J を

Q−1JQ =


. . . O

Jµ

O
. . .

 , Jµ = ηµE ∈ RM×M

(10)

と対角化できる．ここで，ηµは既約表現 µに対応した

J の固有値である．このとき各ブロック行列 Jµが特異

となる点として，分岐点を分類できる．Jacobi行列 J

の固有ベクトルは，T (g)をもとに導出されるQの列ベ

クトル qµ
i であるため，支配方程式 F を定義するモデ

ルの子細によらず，Hn の対称性を表す群 Gのみに依

存する.

(3) 一様分布より発現する分岐パターン

分岐点の多重度M ≥2となる場合，ゼロ固有値に対

応する固有ベクトルの線形結合の方向が分岐解の方向
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図–2-a q
(12;2,1)
1 図–2-b q

(12;2,1)
2 図–2-c q

(12;2,1)
3

図–2-d q
(12;2,1)
4 図–2-e q

(12;2,1)
5 図–2-f q

(12;2,1)
6

図–2-g q
(12;2,1)
7 図–2-h q

(12;2,1)
8 図–2-i q

(12;2,1)
9

図–2-j q
(12;2,1)
10 図–2-k q

(12;2,1)
11 図–2-l q

(12;2,1)
12

図–2 既約表現が同一なベクトル qµ
i（µ = (12; 2, 1)の場合）

図–3 一様分布より発現する分岐パターン qµ（µ =(12;2,1)
の場合）

の候補となる．ここで，群Gに対する同変性（式 (6)）

を持つ支配方程式の分岐点に対して，群論的分岐理論

を用いて分岐解を特定できる23)．正三角形格子Hn 上

において，一様分布状態から発現する分岐解として，正

六角形パターンを示す理論分布 qµの発現が証明されて

おり，多重度M ごとに，以下のように表される:

qµ =



qµ
1 for M = 1

qµ
1 for M = 2

qµ
1 + qµ

2 + qµ
3 for M = 3

qµ
1 + qµ

3 + qµ
5 for M = 6∑6

i=1 q
µ
2i−1 for M = 12

(11)

qµ の具体的な分布形状を既約表現 µ = (12; 2, 1)を例

に図–3に示す．ここで，各節点の円の大きさが分岐パ

ターンの要素の絶対値，青色が正，黄色が負を表す．

4. 群論的スペクトル解析の高度化

3章では格子空間上で正六角形パターンを記述するス

ペクトル情報を整理した．本章では客観的に同スペク

トル情報を解析する方法を新規に開発する．

(1) 人口分布のスペクトル分解（級数展開）

本節では，Ikeda他2)と同様にスペクトル分解につい

て説明する．格子領域内の各都市の人口を，各都市か

ら最も近い格子の節点に割り当て，それによって得ら

れる節点別人口からなるベクトルを λとする．

この λは，付録 Iに示す座標変換行列Qにより，以

下のようにスペクトル分解できる．

λ =
∑
µ

∑
i

cµi q
µ
i (12)

ここで，qµ
i は分岐パターンを既約表現することで得ら

れる基底ベクトルであり，3章で導出したものである．

cµi は重み係数（振幅）であり，下式で推定する：

cµi = qµ
i · λ (13)

理論分布（式 (11)）と同様に，各基底（既約表現）µ ∈
R(G)に対する線形和を

qµ =
∑
i

cµi q
µ
i (14)

とおくと，式 (12)は，以下のように書き直される:

λ =
∑
µ

qµ. (15)

本論文ではパワースペクトルを

Pµ = ∥qµ∥2/
∑

ν∈R(G)

∥qν∥2 (16)

と定義する．式 (14)の qµは，cµi を適切にとると式 (11)

で示した分布となるベクトルである．

(2) 格子領域の探索法

1章で述べた様に，格子領域の選択は分析者に委ねら

れており，その選び方に分析結果が依存するという問

題点がある．本論文では，人口分布の配置パターンを最

も精度良く説明する格子領域を探索する．ただし，ス

ペクトルの数は標本数（接点数）に等しいため，全て

のスペクトル情報を用いて精度を評価できない（必ず

誤差は 0となる）．そこで，隣接行列の正の固有値に対

応する基底（既約表現 µ）のみを用いた場合に精度が最

大となる領域を探索する．(a) 固有値が正の基底（既約

表現 µ）は空間周期性の情報が集約された主成分，(b)

0以下の基底（既約表現 µ）は情報が縮減されたいわば

冗長成分を示す.

周期境界を持つ有限格子 Hn の隣接行列は，一様分

布を仮定した Jacobi 行列と同様に，群 G の表現行列

T (g)に対して群対称条件（式 (7)）を満たす．このた

め，隣接行列は座標変換行列Qでブロック対角化でき，

固有ベクトルは qµ
i である．固有値 ηµ が正となる基底

（既約表現 µ）を表-1に，式 (11)の固有ベクトルの線

形和 qµを図–4に示す 2．以降では節点数N=324とす

る．この時，既約表現の総数は 37である．
2 そのほかの分布は，付録 II の図–10にまとめる．
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表–1 隣接行列 D の正の固有値

順位 µ ηµ 順位 µ ηµ

1 (1) 6.00 8 (12;3,1) 3.23

2 (6;1,0) 5.76 9 (6;4,0) 2.69

3 (6;1,1) 5.29 10 (12;3,2) 2.18

4 (6;2,0) 5.06 11 (12;4,1) 1.88

5 (12;2,1) 4.41 12 (6;5,0) 1.31

6 (6;3,0) 4.00 13 (6;3,3) 1.00

7 (6;2,2) 3.41 14 (12;4,2) 0.88

15 (12;5,1) 0.53

図–4-a q(1) 図–4-b q(6;1,0) 図–4-c q(6;1,1)

図–4-d q(6;2,0) 図–4-e q(12;2,1) 図–4-f q(6;3,0)

図–4-g q(6;2,2) 図–4-h q(12;3,1) 図–4-i q(6;4,0)

図–4-j q(12;3,2) 図–4-k q(12;4,1) 図–4-l q(6;5,0)

図–4-m q(6;3,3) 図–4-n q(12;4,2) 図–4-o q(12;5,1)

図–4 固有値が正の分岐パターン qµ

この正の固有値をとる基底（既約表現 µ）の集合を

R(G)+とすると，格子領域の探索問題は次の通りに定

式化される：

p∗ = arg max
p∈Ω

f(λ(p)) (17)

f(λ(p)) =
∑

µ∈R(G)+

Pµ

=
∑

µ∈R(G)+

∥qµ∥2/
∑

ν∈R(G)

∥qν∥2

p = (p1(x1, y1), . . . , p4(x4, y4))

x

y

ΦΩ pi

図–5 格子領域 Φの探索

ここで，Ω　 = {(x, y) | xmin ≤ x ≤ xmax, ymin ≤
y ≤ ymax} は図–5に示す四角い探索領域を表す．また，

pi(xi, yi) , (i = 1, 2, 3, 4)は格子領域における各頂点を

表し，位置座標 (xi, yi)を持つ．格子の形状は固定され

ているので，格子領域を決定するのは対角に位置する 2

点であり，1つの節点はそれぞれ (xi, yi)を持つので変

数の数は 4となる．また，pが作る格子領域Φ内の人口

データを最も近い格子節点 ni(xi, yi) , (i = 1, . . . , N)

に集計することで，人口ベクトル λが得られる．関数

f(λ(p))は [(a) 主成分]/[(a) 主成分+(b) 冗長成分]と

なっており，この最大化により，人口分布の配置パター

ンを最も精度良く説明する領域が探索できる．

格子領域の最適化問題には多数の局所解の存在が予

想され，最適解を得ることが必ずしも容易ではない．そ

こで本稿では，遺伝的アルゴリズム24)による大域探索

を複数回行い，最適解に十分に近いと考えられる格子領

域Φを探索する．遺伝的アルゴリズムにおいて，世代交

代モデルには親個体群と子個体群が完全に入れ替わる

Just Generation Gapを，交叉モデルには多親交叉を一

般化したREX(N (0, σ2), l)を用いる．ここで，N (0, σ2)

は平均 0，分散 σ2 = 1/(l)に従う正規分布を，l = 10

は親個体群より生成する子個体の数を表す．そして初

期世代は，探索領域 Ω内に一様乱数で 80体発生させ，

600世代で交叉を行う．これらは，小林25) の提案に準

拠した値である．

(3) パワースペクトルの有意性検定

本章では，(2)の方法で得た群論的スペクトル解析結

果の統計的な有意性を検定する手法を開発する．ここ

では Permutation test 26)を用いる．Permutation test

とは標本の復元抽出（sampling with replacement）で

複数の疑似標本を生成し，実際の標本から得られる統

計量が，疑似標本から得られる統計量に比べてどの程

度逸脱しているかにより統計量の有意性を検定する手

法である．

本研究における Permutation test の手順は以下の通

りである．
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1) 格子領域 Φにおいて，格子節点上に射影した人口

分布ベクトル（標本）λ∗とし，人口ベクトルの各

要素の集合 A = {x | x = λ∗
i , ∀ i = 1, . . . , N}を

考える．また，人口分布ベクトル λ∗のスペクトル

を qµ,∗ とし，パワースペクトルを Pµ,∗ とする．

2) iteration k = 1から 300まで 3), 4)を繰り返す．

3) iteration k において集合 A から復元抽出により，

検定用の人口ベクトル（疑似標本）λtest
k = [λtest

i,k ]，

λtest
i,k ∈ Aを生成する．

4) λtest
k をスペクトル分解したパワースペクトル

Pµ,test を検出する．

5) Pµ,∗ > Pµ,test となる試行回数で有意性を検定す

る．具体的には，Pµ,∗ > Pµ,test となる試行回数

が 270回以上であれば 10%(0.10=1-270/300)水準

で，275回以上であれば 5%水準で，290回以上で

あれば 1%水準で，統計的に正に有意となる．

Permutation testによる組み合わせはNN （本稿の解

析では 324324）通りあるが，全てに対する解析は現実

的ではない．このため，疑似標本数を 100，200，300，

500，1000とした予備解析を比較し，解析結果の変動が

小さいことから疑似標本数を 300とした．

5. 空間周期性の抽出

本章では，2011年の南ドイツ, 2014年の東アメリカ

の人口データに対して提案手法を適用する．用いる都市

人口データは各国の国勢調査27)から，各都市の緯度経

度は地図情報ウェブサイト Open Street Map28) から，

それぞれ収集した．

緯度経度は各都市の幾何的重心で与えたが，十分大

きな探索領域を仮定しているため都市をポイントの置

き換えによる誤差は十分に小さいと考えられる．また

平面直角座標系ではなく地理座標系（緯度経度）を用

いるために都市間距離には誤差が生じるが，本論文の

解析範囲内において緯度の違いによる都市間距離の歪

みは 7%未満であり影響は大きくない．

(1) 南ドイツ人口データへの適用

a) Köln周辺の空間周期

図–6-aに赤点線で示す解析領域Ω1内において，5回

解析した．各解析における目的関数 f(x)の値を比べる

と，赤実線で示す格子領域 Φ1 において f(x) = 0.850

が最大であった．なお，この他の領域は黒実線で示して

おり，Φ1と近い領域を示している．格子領域Φ1におい

て，人口データを格子節点上に射影した人口分布ベクト

ルλ∗は図–6-bに示す主成分分布
∑

µ∈R(G)+
qµと冗長

成分
∑

µ∈R(G)\R(G)+
qµに分解でき，主成分分布は人口

分布ベクトルの定性的特徴を有している．また，人口分

布ベクトル λ∗ は図–6-cに示すパワースペクトル割合

Pµ,∗ により構成される．この人口分布ベクトル λ∗ を

基にPermutation testを行った結果，図–6-cにおいて

赤で示している基底が 10%水準で統計的に有意であっ

た．この内，0%水準で有意な分布 qµ,∗ のみ図–6-dに

示す．

各分布 qµ,∗は，図–4に示した分岐パターンから崩れ

たり，中心の位置がシフトした形状をしている．q(6;1,0)

の分布をみるとKölnを中心とした一極集中のスペクト

ルを捉えている．

b) Stuttgart周辺の空間周期

解析領域 Ω1の結果で大きく表れていたKöln周辺の

集積の影響が小さくなるように領域を狭めた解析領域

Ω2 で解析する．この結果を図–7に示す．解析した結

果，格子領域 Φ2 において f(x) = 0.759が最大となっ

た．今回の解析では，5回中 4回は格子領域 Φ2に近い

領域であったのに対して，残り 1 回は Φ2 と大きく異

なった領域であった．

Permutation test により 0%水準で有意となった分

布を見ると，q(6;1,0) は単峰状の形状から崩れ Köln，

Frankfurt，Stuttgart が格子領域の片側に並んだ周期

を捉えている．また，q(12;2,1) を見ると，Köln，Frank-

furt，Stuttgart，Nürnberg，Münchenといった主要都

市の周期を捉えている．

(2) 東アメリカ人口データへの適用

a) Atlanta周辺の空間周期

解析領域 Ω3 内において，解析した結果を図–8に示

す．その結果，格子領域 Φ3 において f(x) = 0.801が

最大となった．

Permutation testにより 0%水準で有意となった分布

を見ると，q(6;1,0) は Atlanta周辺の単峰状の周期を捉

えている．また，q(12;2,1) を見ると，図–8-bに示す人

口ベクトルや主成分分布の形状からは判断しづらいが，

六角形に近い形状の周期を捉えている．

b) Dallas周辺の空間周期

解析領域 Ω3 の結果で大きく表れていた Atlant周辺

の集積の影響が小さくなるように領域を狭めた解析領

域 Ω4 で解析する．この結果を図–9に示す．

Permutation testにより 0%水準で有意となった分布

を見ると，q(6;1,0)はDallas周辺の単峰状の周期を捉え

ている．また，q(12;2,1) を見ると，図–8-bに示す人口

ベクトルや主成分分布の形状からは判断しづらいが，六

角形に近い形状の周期を捉えている．

(3) 考察

本章では 4 ケースに提案手法を適用した．人口

分布を最も精度良く説明するような格子領域を探索
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し，統計的有意性を検定した結果，全ケースで µ =

(6; 1, 0), (12; 2, 1)の 2つの基底が 0%水準で統計的に有

意であった．座標変換行列Qの主成分と整合的な分布を

探索しているため，一様分布µ = (1)以外の基底の内，空

間周期性の情報が最も集約された一極集中 µ = (6; 1, 0)

の基底の検出は妥当である．しかし，µ = (6; 1, 0)の次

に空間周期性の情報が集約された µ = (6; 1, 1), (6; 2, 0)

ではなく，一極集中とその周りに分布する衛星都市を

表す正六角形状の基底 µ = (12; 2, 1) の検出は，人口

分布が中心地理論における正六角形状の分布を内在す

ることを示唆する．そして，中心地理論の例とされた

Stuttgart周辺（5.(1)b)）では，µ = (12; 2, 1)の基底が

最も顕著に卓越した．

6. おわりに

本研究では，中心地理論に裏付けられた空間集積の

解析手法を高度化した．具体的には，最初に正六角形パ

ターンの強度に基づいて対象領域を選定する手法を確

立した．次に，同領域内で検出された正六角形パターン

の統計的な有意性を検定するための Permutation test

を導入した．最後に，提案した手法を南ドイツにおけ

る人口データに適用することで，中心地理論で提唱さ

れる正六角状の空間パターンが，南ドイツの人口分布

には確かに内在することを確認した．また，東アメリ

カにも同様に適用した結果，同一種類の空間パターン

が検出された．

人口や産業の空間分布が空間周期性を持つか否かにつ

いての考察をより深めるためには，本稿で解析対象とし

た南ドイツや東アメリカといった広大な平野が広がる，

より多くの地域・時点（時代）で頑健性を確認する必要

がある（Ikeda他2)参照）．また，本スペクトル解析手法

は対象地域の空間的な等質性を暗に仮定しており，居住

に適さない山間部や砂漠の存在や，交通路，河川などの

影響は考慮できていない．集積地間の時間距離や移動費

用などの時空間情報により地図を変形することでそれら

を考慮できる可能性がある．より柔軟にスペクトル情報

を捉えるために，六角形のサイズを場所毎に変えたり，

地形に応じて形状を歪めたりすることもまた必要であ

る．そのような高度化には，Kernel convolution 29)や

Approximate Bayesian computation30)，遺伝的アルゴ

リズムのような柔軟な統計・機械学習手法が役に立つ可

能性がある．経済地理学的な理論との整合性を保ちつ

つ統計・機械学習手法を駆使して空間集積を柔軟に抽

出することは，地理学全般における data-drivenな空間

集積手法の議論と，経済地理学の theory/model-driven

な集積メカニズムの議論を融合する上でも重要となる．

図–6-a 解析領域 Ω1(点線領域)と格子領域 Φ1(赤実線領域)．
5回の予備解析の目的関数値が，最大である領域を
赤実線，その他を黒実線で示す．

図–6-b 左から人口ベクトルλ∗，主成分分布 (f(x) = 0.850)，
冗長成分分布 (1− f(x) = 0.150)

図–6-c 格子領域 Φ1 のスペクトル図 (P (1) = 0.398)

図–6-d 0%水準で有意な分布 q(6;1,0)（左上），q(6;1,1)（右
上），q(12;2,1)（左下），q(6;3,0)（右下）

図–6 解析領域 Ω1 における結果
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図–7-a 解析領域 Ω2(点線領域)と格子領域 Φ2(赤実線領域)．
5回の予備解析の目的関数値が，最大である領域を
赤実線，その他を黒実線で示す．

図–7-b 左から人口ベクトルλ∗，主成分分布 (f(x) = 0.759)，
冗長成分分布 (1− f(x) = 0.241)

図–7-c 格子領域 Φ2 のスペクトル図 (P (1) = 0.291)

図–7-d 0%水準で有意な分布 q(6;1,0)（上），q(12;2,1)（下）

図–7 解析領域 Ω2 における結果

図–8-a 解析領域 Ω3(点線領域)と格子領域 Φ3(赤実線領域)．
5回の予備解析の目的関数値が，最大である領域を
赤実線，その他を黒実線で示す．

図–8-b 左から人口ベクトルλ∗，主成分分布 (f(x) = 0.801)，
冗長成分分布 (1− f(x) = 0.199)

図–8-c 格子領域 Φ3 のスペクトル図 (P (1) = 0.247)

図–8-d 0%水準で有意な分布 q(6;1,0)（上），q(12;2,1)（下）

図–8 解析領域 Ω3 における結果
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図–9-a 解析領域 Ω4(点線領域)と格子領域 Φ4(赤実線領域)．
5回の予備解析の目的関数値が，最大である領域を
赤実線，その他を黒実線で示す．

図–9-b 左から人口ベクトルλ∗，主成分分布 (f(x) = 0.791)，
冗長成分分布 (1− f(x) = 0.209)

図–9-c 格子領域 Φ4 のスペクトル図 (P (1) = 0.102)

図–9-d 0%水準で有意な分布 q(6;1,0)（上），q(12;2,1)（下）

図–9 解析領域 Ω4 における結果

付録 I 正三角格子の座標変換行列

ここでは，正三角形格子の座標変換行列を導入する．

格子上の (n1, n2)成分が g(n1, n2)により与えられるベ

クトルを以下のように正規化する．

⟨g(n1, n2)⟩ = (g(n1, n2)/
( n−1∑

i=0

n−1∑
j=0

g(i, j)2
)1/2

)(I.1)

既約表現 µに対するブロック行列 Qµ を次式にまとめ

た (⌊ · ⌋はガウス記号を表す)．

Q(1) =
1

n
(1, . . . , 1)⊤ = ⟨1⟩ (I.2)

Q(2) =
[⟨cos(2π(n1 − n2)/3)⟩, ⟨sin(2π(n1 − n2)/3)⟩]

n ∈ 3Z
missing n /∈ 3Z

(I.3)

Q(3) =
[⟨cos(πn1)⟩, ⟨cos(πn2)⟩, ⟨cos(π(n1 − n2))⟩]

n ∈ 2Z
missing n /∈ 2Z

(I.4)

Q(6;k,0) =

[⟨cos(2πkn1/n)⟩, ⟨sin(2πkn1/n)⟩,

⟨cos(2πk(−n2)/n)⟩, ⟨sin 2πk(−n2)/n)⟩,

⟨cos(2πk(−n1 + n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(−n1 + n2)/n)⟩]

1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
(I.5)

Q(6;k,k) =

[⟨cos(2πk(n1 + n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(n1 + n2)/n)⟩,

⟨cos(2πk(n1 − 2n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(n1 − 2n2)/n)⟩,

⟨cos(2πk(−2n1 + n2)/n)⟩, ⟨sin(2πk(−2n1 + n2)/n)⟩]

1 ≤ k ≤
⌊
n− 1

2

⌋
, k ̸= n

3
(I.6)

Q(12;k,ℓ) =

[⟨cos(2π(kn1 + ℓn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(kn1 + ℓn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(ℓn1 − (k + ℓ)n2)/n)⟩,

⟨sin(2π(ℓn1 − (k + ℓ)n2)/n)⟩,

⟨cos(2π(−(k + ℓ)n1 + kn2)/n)⟩,

⟨sin(2π(−(k + ℓ)n1 + kn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(kn1 − (k + ℓ)n2)/n)⟩,

⟨sin(2π(kn1 − (k + ℓ)n2)/n)⟩,

⟨cos(2π(ℓn1 + kn2)/n)⟩, ⟨sin(2π(ℓn1 + kn2)/n)⟩,

⟨cos(2π(−(k + ℓ)n1 + ℓn2)/n)⟩,

⟨sin(2π(−(k + ℓ)n1 + ℓn2)/n)⟩]

1 ≤ ℓ ≤ k − 1, 2k + ℓ ≤ n− 1 (I.7)
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付録 II 一様分布より発現する分岐パターン

隣接行列の負の固有値に対応する基底の線形和 qµを

図–10に示す．

図–10-a q(6;6,0) 図–10-b q(12;4,3) 図–10-c q(12;5,2)

図–10-d q(12;6,1) 図–10-e q(6;7,0) 図–10-f q(6;4,4)

図–10-g q(12;5,3) 図–10-h q(12;6,2) 図–10-i q(12;7,1)

図–10-j q(6;8,0) 図–10-k q(12;5,4) 図–10-l q(12;7,2)

図–10-m q(12;6,3)図–10-n q(12;8,1) 図–10-o q(3)

図–10-p q(6;8,8) 図–10-q q(12;7,3) 図–10-r q(12;6,4)

図–10-s q(6;5,5) 図–10-t q(6;7,7) 図–10-u q(12;6,5)

図–10-v q(2)

図–10 固有値が非正の分岐パターン qµ
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