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空間経済学分野をはじめとする関連諸分野において，内生的な集積メカニズムを考慮した様々な立地均衡モ
デルが考案されてきた．これらのモデル，特に一般均衡状態を表現可能なモデルは，原理的には社会基盤整備
等の都市・地域政策がもたらす長期的経済効果の予測および評価へと援用しうるポテンシャルを秘める一方で，
工学的応用を見据えた場合には十分な体系化が為されているとは言い難かった．本稿では，筆者らが行ってき
た立地均衡モデルの数理解析と，それに基づくモデルの系統的分類について可能な限り自己完結的に紹介する．
また，現在みられるこうしたモデルの計量的展開に関して，モデルの数理的特性の観点から考察を加える．
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1. はじめに

交通網を始めとする社会基盤の空間的配置やこれに

依存する生産者・消費者・公的機関の行動の空間的相

互依存関係は，人口・経済活動等の複雑かつ多様な空

間的集積および分散現象を惹起する．これを理解・表

現し，合理的な地域・都市政策案の経済評価を可能と

する理論的枠組み・モデルを整備することは，土木計

画学分野における重要な課題の一つである．この背景

のもと，完全競争の枠組みに依拠する空間応用一般均

衡モデルや応用都市経済モデルに関する多くの研究蓄

積が存在する．特に，我が国は 2000年代後半より人口
減少社会に突入し，地方の衰退も以前にまして深刻な

社会問題となりつつある．このような状況下にある我

が国にとって，地域・都市政策案の社会経済評価を合

理的に行う重要性はいや増している．政策的意思決定

の判断材料として，完全競争に基づく既存の方法論の

更なる精緻化および普及の重要性は疑うべくもない．

一方で，人口および経済活動の空間的な集積および

分散が
・
内
・
生
・
的
・
に
・
生
・
ず
・
るメカニズムを理解するためには，

集積によってもたらされる集計的な規模の経済，集積

の経済を考慮した立地均衡の分析が重要である．例え

ば，人口集積が企業集積を呼び込み，この企業集積が更

なる人口集積を誘導するという循環的な相互作用がそ

れである1．土木計画学分野では，例えば小林 53) や上

田・松葉 54)などの立地均衡モデルに関する理論研究が

こうした問題意識に基づくものであろう．政策案の長

期的評価のためには，完全競争の枠組みでは計測不可

能な便益を表現するために，不完全競争や収穫逓増と

1 集積の経済，および関連する理論モデルの整理については藤田・
ティス 63) を参照されたい．

いった集積の経済の源泉となりえる条件を考慮した分

析が必要であることも，かねてより指摘されていると

ころである（e.g., Harris,17) Bröcker & Mercenier8)）．

経済学分野では，空間を強調した経済理論は空間経済

学と総称される．集積の経済を導入した空間経済学理論

で特に注目すべきものとしては，Krugman24)を嚆矢と

する新経済地理学 (New Economic Geography; NEG)
がある．NEG分野で提案されてきた一群の立地均衡モ
デルは，集積の経済を表現しつつも，一般均衡状態を

表現しうるものであり，強固なミクロ経済学的整合性

をもっている．また，生産要素の空間的移動を考慮可

能であり，土木計画分野で求められる都市・地域政策

の長期的影響評価に応用可能な枠組みを提供している．

実際，近年では久武・山崎 48)，石倉 60)，高山他 51), 52)

に代表されるような，集積の経済を考慮した空間応用

一般均衡分析がなされるようになっている．

地域科学・工学分野一般とは趣を異にし，空間応用一

般均衡分析が興味の対象となってこなかった経済学分

野においても，近年では集積の経済を考慮した一般均衡

型の立地均衡モデルの計量化が国際貿易に背景をもつ

人々によって盛んに行われている．ひとつには，空間的

に詳細なデータが利用可能になったことおよび計算機

能力の飛躍的向上という研究環境上の必要条件があり，

もうひとつには，その黎明期を除き解析可能性の観点か

ら 2立地点空間に過剰に依存してきたNEGおよび関連
分野における理論研究に対する揺り戻しがある．例え

ば Redding & Sturm42) や Allen & Arkolakis4)の研究

を契機とする定量的空間経済学 (Quantitative Spatial
Economics; QSE)と呼ばれる潮流がみられ（Redding &
Rossi-Hansberg41)），NEG以降の空間経済学の知見が
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鳴り物入りで計量分析へ導入されつつある状況にある．

土木計画学分野の研究者は，特に経済学分野におけ

る近年の QSE の流れ，およびそこから得られつつあ
る学術的知見を，政策立案上参考にすべき研究成果と

して諸手を挙げて歓迎するべきであろうか？ 本小論で

は，必ずしもそうとは言えず，慎重な検討が必要であ

るということを論ずる．

読者は，「任意の研究成果は批判的精神でもって検討

されるべきものであるから，上記主張は恒真である」と

思われるかもしれない．もちろん，集積の経済を考慮

した立地均衡モデルによる計量分析という固有の文脈

においてこの主張に何がしかの説得力を持たせるため

には，前提的議論が必要である．ここでは，特に理論モ

デルの数理解析を通じて見えてくる風景を紹介すると

ともに，その立場から上記の見解に到達することを試

みたい．以下，最低限度以上の前提知識なしに筆者の

言わんとする意図を理解可能なように，迂遠さを厭わ

ずなるべく自己完結的に，できれば興味を持って頂け

るように，整理する．本稿の構成は以下の通りである．

1. はじめに 1

2. 基本型の集積経済モデルとその類型化 2
(1) 基本型の集積経済モデル . . . . . . . . 2
(2) 競技場経済とその特長 . . . . . . . . . 3
(3) 分散均衡解の安定性 . . . . . . . . . . 4
(4) 集積経済モデルの類型化 . . . . . . . . 5

3. 複数主体モデルへの展開 8
(1) 確率安定性概念に基づく大域安定性解析 8
(2) 基本型の集積経済モデルの解析 . . . . 10
(3) 複数主体モデルの解析 . . . . . . . . . 11

4. モデルの数理解析がもたらす視点 13
(1) QSEの掲げる目的と基本的アプローチ 13
(2) モデル・クラスの限定がもたらす含意 . 14

5. おわりに 15

2. 基本型の集積経済モデルとその類型化

以下，集積の経済を考慮した立地均衡モデルを総称

して集積経済モデルと呼ぼう．集積経済モデルは，モ

デルの外生変数の如何によって，一般には複数均衡を

持ち，また外生変数の変化に伴って均衡パターンが不

連続的に変化し得る．特にNEG分野では，地域間輸送
費用の低下に伴う内生的な集積形成を表現しうる点が

注目された．本章では，集積経済モデルのうち最も単

純かつ標準的なクラスのモデルを問題とし，その数理

解析および類型化について議論する2．

2 本章の内容は，方法論については赤松他 56) および Akamatsu
et al.3) に，モデルの類型化については大澤他 59)，Osawa et
al.33)，大澤・赤松 58)，Akamatsu et al.2) に基づくものであ
る．方法論に焦点を当てた概説は，高山 49) も参照されたい．

(1) 基本型の集積経済モデル

この論文で扱う立地均衡モデルは，ゾーン・地域・国

家等，何らかの離散化された空間単位（立地点）の集合

を前提として構築される．以下では，最も基本的な形

の離散空間の集積経済モデルを定義する．本節で定義

するモデルを基本型の集積経済モデルと呼ぼう．

離散的な立地点の総数を nとする．また，立地点の

集合を N = {0, 1, 2, . . . , n − 1}で表現する．本章およ
び次章では，経済には企業或いは労働者など単一種類

の移動主体が存在し，それぞれの主体が唯一の立地点

を選択することができると仮定する．立地点 iに立地

する主体の数を連続値 xi ≥ 0 によって表現する．外
部への，または外部からの移住のない閉鎖経済を仮定

する．一般性を失うことなく主体数を 1に正規化する
と，主体数の保存は

∑
i∈N xi = 1 と表現される．以

降ではこれを満足する人口分布 x = (xi)i∈N の集合を

X ≡ {x ∈ Rn
+ | x · 1 = 1}で表現する．ここに 1は全

要素が 1の適切な次元のベクトルである．

人口分布 x ∈ X を所与とした場合に各立地点におい
て行動主体が得る利得，つまり効用または利潤 v(x) =
(vi(x))i∈N を定義し，個々の移動主体が利得を最大化

している，換言すれば立地選択を変更する誘引をもたな

い，静学的な均衡状態を考えるのが最も基本的なタイプ

の集積経済モデルである．即ち，利得関数 v : X → Rn

を与件として，以下の変分不等式

⟨v(x∗), x − x∗⟩ ≤ 0 ∀x ∈ X (1)

を満足する状態x∗が，集積経済モデルの均衡解である．

以下では，v(x)は必要な回数だけ微分可能であるとす
る．この問題は静学的ではあるが，例えば Beckmann
型の交通ネットワーク均衡モデル 6)とは異なり，利得

関数 v(x)は必ずしも単調ではない．従って，均衡解は
一意とは限らない．また，一般には v(x)は積分不可能
であり，最適化問題に変換できない．

利得関数 v(x)はxの関数として陽に指定してもよい

が，NEGのモデルなど応用上興味のあるような一般均
衡型モデルでは，人口分布を固定した条件下における

移動主体の間接効用関数がこれに該当する．この場合，

v(x)は例えば消費者の効用最大化・企業の利潤最大化・
財市場の清算・労働市場の清算を考慮した一般均衡の

結果であるから，陽に得られるとは限らない．また，モ

デルの出力には人口分布 x∗および利得水準 v(x∗)のみ
ならず財価格・賃金なども含まれることに注意する．

典型的な単一主体の集積経済モデルにおいては，地

点 ij 間の空間的な相互作用の強度は，外生的な定数

dij(ϕ) ∈ (0, 1) に依存すると仮定される．なお，ϕ ∈
(0, 1) は輸送技術の水準を表現する，モデルの構造パ
ラメタである．ϕが小さいほど輸送技術が低く交通費
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用が高い状況を，ϕが大きいほど輸送技術が高く交通

費用が低い状況を表現する．この定数をまとめた行列

D(ϕ) ≡ [dij(ϕ)]を赤松他 56) に倣って空間割引行列と

呼ぼう．すると，利得関数 v はD(ϕ)をパラメタとし
て含むことになる．

輸送技術の水準 ϕ，即ち地点間の空間的相互作用のし

やすさの水準が変化することによって，v(x)の性質，ひ
いては解の性質が不連続的に変化し得るのが集積経済モ

デルの特徴である3．具体的には，均衡解の数および安

定性がパラメタ依存的に変化する現象が生ずる．これは

解の分岐と呼ばれる現象である．例えば，Krugman25)

においては，2 地域間の輸送費用が低下するのに伴っ
て，均等に労働者が分布する均衡が一意である状態か

ら，1地域への集積を含む 3通りの均衡解が存在する状
態へとモデルの構造が変化する．

複数均衡を持ち得るモデルにおいては，行動主体が合

理的ならば実現不可能と考えられる均衡も存在し得る

ため，それらを排除する手続きを踏む必要がある．これ

を均衡選択と呼ぶ．この方法の一つとして，利得 v(x)
に依存して行動論的に尤もらしい方向へと人口分布を調

整する何らかの微分方程式，即ち調整動学 ẋ = F (x) =
(Fi(x))i∈N を導入し，F のもとで人口分布に対する微

小な摂動 x∗ 7→ x∗ + ϵに対して頑健な解，即ち局所安

定解を興味の対象とするのが通例である．

均衡の局所安定性の変化と分岐挙動を具体的に調べ

るためには，xの調整動学のクラスを特定するのが便

利である．本章では，調整動学 F は (i) 総人口 1を保
存し，(ii) 必要なだけ微分可能であり，(iii) 変分不等式
(1)の解 x∗においてF (x∗) = 0を満足し，また (iv) 利
得と整合的な方向に調整が生ずる4，と仮定する．これ

らを満足する調整動学の例には，数理生態学分野にお

いて導入されたレプリケータ・ダイナミクスがある：

ẋi = Fi(x) = xi

(
vi(x) − v̄(x)

)
∀i ∈ N． (2)

なお v̄(x) =
∑

i∈N xivi(x)は状態xにおける平均利得．

調整動学 F を導入し，輸送技術パラメタ ϕを明示的

に書けば，我々が興味のある問題は，支配方程式

F (x, ϕ) = 0 (3)

の局所安定解 x∗ の ϕに関する挙動である．

(2) 競技場経済とその特長

構造パラメタ ϕの変化に伴う支配方程式 (2)の解の
分岐挙動は，仮定する地理空間の構造，即ち空間割引行

列D(ϕ)の構造によっては，解析的に調べることは困
3 問題の性質は実際にはその他様々なモデルの構造パラメタに依
存し得る．ここでは交通インフラ整備政策等がモデル上もたら
す結果に注目するため，また NEG 分野における多くの既往理
論研究との整合性のため，輸送技術パラメタ ϕのみに注目する．

4 正確には，F (x) ̸= 0⇔ ⟨v(x),F (x)⟩ > 0 ∀x ∈ X．この条件
は集団ゲームの文脈では positive correlation と呼ばれる 44)．

0 1
2

15
14

図–1: 競技場経済 (n = 16)

難になる．従って，解析的な結果を導くためには，分

析上の興味を損わない範囲で限定する必要がある．特

に経済学分野の理論研究では，
・
な
・
ぜ空間的な集積が生

ずるのかという点に興味が集中し，2立地点のみが存在
する地理空間がひろく用いられてきた現状がある．

一方，土木計画学分野の興味は経済学分野とは対照

的に，
・
ど
・
の
・
よ
・
う
・
な集積が生ずるかに興味がある．基幹的

な交通プロジェクトは一般にその効果が地域的に偏在

し，効果の空間的帰着を合理的な方法で把握したい需

要があるからである．そのためには，2立地点経済にお
ける理論解析では不十分である．より非集計化された

多立地点の地理空間において分析しなければならない．

この問題意識に応え得る地理空間の一つとして，以

下この論文を通じて，競技場経済と呼ばれる地理空間上

において分析を展開する．競技場経済の例を図–1に示
す．図中小さな白丸は立地点を表現し，その間の実線

は交通リンクを表現する．全ての立地点は，単位円周

上に等間隔に配置されており，番号が順に割り振られ

ている．輸送は交通リンクを通じてのみ可能であると

し，空間割引行列の要素は，円周上における地点 ij 間

の最短経路距離を ℓij として5，dij(ϕ) = ϕℓij と定義す

る．これと併せて，例えば各立地点における土地面積

などのモデル上で外生変数とされる変数について，立

地点間の異質性は存在しないとする．

競技場経済は，以下に述べる 3つの理由から，支配
方程式の局所安定解の分岐特性，或いは集積経済モデ

ルの数理特性を調べるための理想的環境である．

第一に，地理的異質性を捨象した，モデル内の
・
純
・
粋

・
に
・
経
・
済
・
的
・
な
・
空
・
間
・
的
・
相
・
互
・
作
・
用のみがもたらす結果を調べ

ることができる．競技場経済においては，全ての立地

点が他の立地点に対して地理的に対等であり，集積が

生ずるとすれば人口の集中が何らかの内生的・循環的

な正の効果をもたらした場合のみである．地理的異質

性の捨象は，集積経済モデル固有の性質を分析する上

で最重要である．なぜならば，地理空間そのものの異

質性がもたらす経済活動の空間的集中は，集積の経済

を考慮せずとも表現可能であり，むしろMatsuyama27)

5 具体的には，ℓij = min{K−1|i− j|, 1−K−1|i− j|}．
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にみられるように集積の経済が存在しないモデルを用

いて分析すべきだからである．

第二に，モデルの解析的な取り扱いが容易になる．競

技場経済において存在し得る均衡解は，支配方程式のも

つ対称性によって大域的に特徴付けられる 20), 61)．ま

た，均衡解の局所安定性と分岐挙動を調べる上で必要と

なる均衡解における F の Jacobi行列の固有値解析も，
均衡解がもつ対称性および空間割引行列D(ϕ)が巡回
対称行列であるという事実によって，解析的に実行可

能となる 2), 3), 56)．加えて，n = 2とすれば，多くの理
論研究が採用している 2地点空間を特殊例として包含
するという意味で，自然な一般化となっている．

第三に，以上のような利点にも関わらず，この地理

空間は現実の多立地点空間経済が持つ重要な特性であ

る
・
立
・
地
・
点
・
間
・
距
・
離
・
の
・
多
・
様
・
性を有している．従って，立地

主体にとって空間上の相対的位置が重要となる．また，

2立地点経済では空間的集積の・程・度のみしか表現でき
ないのに対して，競技場経済においては集積の

・
形
・
状を

議論可能である．これらの特性は，多立地点空間を対

象とした既往研究でみられる 2立地点モデルのもう一
つの一般化手法である等間隔 n立地点経済（dii = 1，
dij = ϕ ∀i ̸= j）にはない優れた特性である．

(3) 分散均衡解の安定性

集積経済モデルの分析における常套手段は，なんら

集積の存在しない分散状態が局所安定である状態から

始め，x̄の不安定化による集積形成を調べることであ

る．前節で導入した，立地点間の異質性を排除した競

技場経済において，立地主体が空間的に一様に分布し

た完全分散状態 x̄ ≡ (1/n)1 = [1/n, 1/n, . . . , 1/n]⊤ が
均衡解であるのは明らかであろう．分散状態が不安定

であるならば，それは即ち何らかの集積の形成を意味

し 36)，特に 2立地点モデルでは一方の立地点への集積
を意味する．では，そもそも分散状態 x̄の安定性を如

何に調べればよいであろうか？ また，x̄が不安定化し

た場合には何が生ずるであろうか？

この問いに答えるのが線形安定性解析である．一般

に，F (x∗, ϕ) = 0なる解 x∗ を考え，この点における

F の Jacobi行列 J(ϕ) ≡ ∇F (x∗, ϕ)を考える．全ての
J(ϕ)の固有値 λ(ϕ) ≡ {λk(ϕ)}k∈N について，全てが

実数であり，かつ非零であるとしよう．このとき，(a)
全ての固有値が負であれば x∗は安定であり，(b) 正の
固有値が存在するならば x∗は不安定であることが知ら

れている．人口分布の摂動 ϵ の発展は x∗ の近傍では

ϵ̇ = J(ϕ)ϵ なる線形微分方程式に従うと見做せること
から直感的には明らかであろう．なお，競技場経済に

おける分散状態 x̄では，J は実対称行列であり，固有

値・固有ベクトルは実数であることに注意する．

安定な均衡解からの分岐による空間的集積パターン

の形成は，固有値の符号の変化によって検出可能であ

る．即ち，全ての固有値 λ(ϕ)が負である状態から，パ
ラメタ ϕの変化に伴ってある特定の固有値 λk(ϕ)が正
となった場合，対応する固有ベクトル ηk = (ηki)i∈N 方

向へと空間パターンが変化する．同様に，複数の固有

値が同時に正となった場合には，対応する固有ベクト

ルたちの線形結合の方向へと変化する6．このような分

岐挙動を，あくまで特定の均衡解に着目した局所的な

分岐という意味で，局所的分岐と呼ぶ．

一般の地理空間では，線形安定性解析に基づく局所

的分岐挙動の分析を解析的に実行するのは困難であり，

数値計算に頼る必要がある．しかし，競技場経済にお

ける基本形の集積経済モデルの均衡解，特に分散状態

x̄においては，解析的分析が容易となる．

利得関数の分散状態 x̄ における Jacobi 行列を
V (ϕ) ≡ ∇v(x̄, ϕ)とし，D(ϕ)を行和で正規化した行
列を D̄(ϕ)とする．また，λk(ϕ), ωk(ϕ), µk(ϕ)をそれ
ぞれ J(ϕ), V (ϕ), D̄(ϕ)の第 k固有値としよう．

競技場経済においては，まず {µk(ϕ)}k∈N を解析的

に計算できる．更に，ある
・
モ
・
デ
・
ル
・
固
・
有
・
の
・
関
・
数 G(µ)が存

在して λk(ϕ), ωk(ϕ), µk(ϕ)は

sgn[λk(ϕ)] = sgn[ωk(ϕ)] k ∈ N \ {0} (4)

sgn[ωk(ϕ)] = sgn[G(µk(ϕ))] k ∈ N (5)

を満足する7．なお，全ての k ≥ 1 について µk(ϕ) ∈
(0, 1)かつ dµk(ϕ)/dϕ < 0が成立する．また，各第 k

固有値に対応する固有ベクトルも陽に与えられる．特

に，J(ϕ), V (ϕ), D̄(ϕ)が全て巡回対称行列であること
により，固有ベクトルは全て共通である．なお，J(ϕ)
の第 0固有値 λ0(ϕ)は平均人口の増減を意味し，総人
口一定を仮定する限りにおいて無視してよい．結果と

して，G(µk(ϕ)) < 0が全ての k ≥ 1について成立する
ならば，x̄は安定であることが理解できる．

式 (4)を眺めると，λk(ϕ)の符号は，人口分布が対応
固有ベクトル ηk方向へ変化した際に主体が被る利得の

増減の如何に対応していることがわかる．具体的には，

v(x̄ + ηk) − v(x̄) ≈ V (ϕ)ηk = ωk(ϕ)ηk (6)

であるから，もしも λk(ϕ) > 0，即ち ωk(ϕ) > 0ならば，
ηki > 0なる立地点 i ∈ N，即ち主体数が増加した立地
点においては利得が増加し，逆も真である．従ってこの

場合には
・
移
・
住
・
し
・
た
・
主
・
体は利得の増加を享受し，移住しな

かった主体は移住しなかったという事実によって利得

6 分岐の説明としてこの内容は数学的には不正確であるが，基本型
の集積経済モデルを考える限りにおいて以上の理解で十分である．
分岐理論一般に関しては Hirsch & Smale19)，Kuznetsov26)，
Guckenheimer & Homes15) などを参照されたい．

7 実際には ωk(ϕ)は µk(ϕ)の関数として陽に書き下せる．ここで
は関数 G(µ) に興味があるために符号条件のみで整理する．同
様に λk(ϕ)も F を特定すれば ωk(ϕ)を用いて陽に書き下せる．

4
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の減少を被る．このような場合，明らかに分散状態は

不安定である．逆に，もし全ての kについて λk(ϕ) < 0
ならば以上の逆が成立し，分散状態は安定である．

即ち，J(ϕ)の固有値 λk(ϕ)は，実質的には V (ϕ)の
固有値 ωk(ϕ)に対応しており，主体の利得の増減の如
何を表現している．分散状態が安定である条件とは，人

口分布が変化した際に移住者が損をするための条件に

他ならず，その不安定化とは ϕの変化に伴なって何れ

かの移住パターン ηkが移住者にとって利益をもたらす

状態が訪れるということである．ここから，V (ϕ)の固
有値 ωk(ϕ)の符号を支配するモデル固有の関数G(µ)の
正体も見えてくる．

(4) 集積経済モデルの類型化

a) 自明な集積経済モデル

例として，次の非常に簡単な利得の特定化を考えよう：

v(x) = D(ϕ)x ∀x ∈ X． (7)

この利得関数は，近接する立地点に他の行動主体が存

在するほど利得が高いという，Beckmann5)型の立地外

部性を表現しており，立地点間の距離構造D(ϕ)に依
存する集積の経済のモデル化のうち，凡そ考え得る最

も単純な形式のものである．

明らかに任意の人口分布 x ∈ X において利得関数の
Jacobi行列は V (ϕ) = D(ϕ)であって，その固有値は

ωk(ϕ) = d(ϕ)µk(ϕ) ∀k ∈ N (8)

と導くことができる．但し，d(ϕ) > 0はD(ϕ)の行和で
ある8．全ての kについて µk(ϕ) > 0が従うので，ωk(ϕ)
また λk(ϕ)も同様に正であり，分散状態は自明に不安
定である．分散を安定化しうる効果が存在しないこと

から，この結果は直観的にも明らかであろう．

モデル (7)の場合，符号を支配しない d(ϕ)を除けば，
G(µ) = µであることがわかる．この関数は，V (ϕ)に
距離行列 D̄(ϕ)に関して 1次の・正・の・項が存在するのに
対応しており，式 (7)がモデル化する距離依存的な集積
の経済を端的に反映している．

全ての固有値が正であることから，分散状態 x̄を初

期値とするならば空間分布は移住者が得られる効用増

分が最大の方向，即ち集積力 ωk(ϕ)が最大の方向へと引
き寄せられる．従って，ωk(ϕ) = d(ϕ)µk(ϕ)の大小関係
に興味がある．いまG(µ) = µであることから，ωk(ϕ)
の大小関係の問題は，結局 µk(ϕ)の大小関係を比較する
問題へと帰着されたことに注意されたい．空間割引行

列 D̄(ϕ)の固有値 µk(ϕ)について，最大固有値は µ1(ϕ)
であり，最小固有値は µn/2(ϕ)である9．また，µk(ϕ)
は大雑把に言えば kに関して単調減少であることがい

8 D(ϕ) は巡回行列であるので，行和は行に依存しない．
9 議論を簡単にするために，立地点数 n を 4 の倍数とする．

0 1 2 3 15

η1,i

(a) η1（1極集積方向）

0 立地点 i

η2,i

0

(b) η2（2極集積方向）

η3,i

0

(c) η3（3極集積方向）

ηn/2,i

0

(d) ηn/2（8極集積方向）

図–2: 固有ベクトル ηk (n = 16; k = 1, 2, 3, n/2)

える10．即ち k = 1が最大の効用増分をもたらす．
この大小関係の意味は，固有ベクトル {ηk}k∈N が表

現する集積の方向を見ることで理解可能である．図–2
に，n = 16の競技場経済の分散状態 x̄における固有ベ

クトルの例として，η1, η2, η3, ηn/2を示す．うち最大

の固有値に対応する η1は，大域的な一極集積の形成を

意味しているから，モデル (7)から生ずるのは一極集
積パターンであることがわかる．また，η2, η3, ηn/2は

多極集積の形成を表現しており，k は集積の極の数に

対応している．従って，kが増加するにつれて利得増分

ωk(ϕ) = d(ϕ)µk(ϕ)の値が減少するのは，kが増加する

につれて近接する行動主体が減少して集積の経済効果

が減少することを反映しており，直観に一致する．特

に，µn/2の最小性は，対応する固有ベクトル ηn/2が最

も一つ一つの集積の大きさが小さくなる方向に対応す

ることから理解できる．

10 厳密には，k > n/2 については µk(ϕ) = µn−k(ϕ) であり，か
つ十分 n が大きいとき ϕ の広い範囲で 1 > µ1(ϕ) > µ2(ϕ) >
· · · > µn/2(ϕ) > 0 である．

5
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0
µ

1
µ∗ µ∗∗ µ∗∗ µ∗

← ϕ大 ϕ小→

(a) クラス I (b) クラス II (c) クラス III

図–3: 各モデル・クラスに対応する G(µ)の例

なお，k ≥ 1について µk(ϕ)は (0, 1)に値をとる ϕの

単調減少関数であり，ϕ → 0で µk(ϕ) → 1かつ ϕ → 1
で µk(ϕ) → 0である．これは，以上の解釈を勘案すれ
ば，輸送技術が向上するにつれて立地点間の距離が重

要でなくなる効果を反映するものである．

b) モデル固有の関数 G(µ)による類型化
モデル (7)に対応してG(µ) = µなる関数が導かれた

ことから，µk(ϕ)の大小関係を介した議論によって，こ
のモデルでは 1極集積が形成されることが形式的に結
論できた．実は，このような議論は，基本型の集積経

済モデル一般に拡張される．各々のモデルに対してあ

る固有の関数G(µ)が計算でき，分散状態から形成され
る集積パターンを予測できる．

一般のモデルにおいて，関数G(µ)はモデルの集積力
と分散力の距離依存構造とその相対的トレードオフ関

係を表現し，与えられたモデルの分散状態から如何なる

空間分布が内生的に形成され得るかを決定づける．こ

こで集積力とは，分散状態の不安定化を指向し，行動主

体の集積を導くモデルの内生的メカニズム，即ち集積

の経済を指す．集積の経済は λを正にしようとする働

きを持つから，G(µ)において正の項として現われる．
一方，人口集中に伴う混雑効果など集積の不経済は分

散力として働き，G(µ)においては負の項として現れる
こととなる．距離への依存性は，D̄(ϕ)の固有値 µへの

依存性として現れる．モデル (7)では，距離に依存する
集積力の存在が G(µ) = µなる関係に現れている．

実は，これまで提案されてきた基本型の集積経済モデ

ルは，モデルに固有な関数G(µ)の特徴によって，高々
3通りのモデル・クラスに類型化可能であることが示さ
れる 2)．しかも，それぞれのモデル・クラスごとに

・
表

・
現
・
可
・
能
・
な
・
集
・
積
・
パ
・
タ
・
ー
・
ン
・
が
・
異
・
な
・
る．これらモデル・クラ

ス間の峻別は，モデルが仮定する分散力の特徴に注目

することに相当する．以下では 3つのモデル・クラス
を I, II, III と番号付けしよう．
クラス Iのモデルでは，G(µ)は c1, c2を正の係数と

して以下のようである：

G(µ) = c1µ − c2µ2 (9)

ともに，第 1項は集積力を表現しており，第 2項が分

散力を表現している．クラス IIのモデルでは，同様に
c0, c1 を正係数として G(µ)は

G(µ) = −c0 + c1µ (10)

であり，第 1項が分散力，第 2項が集積力を表現する．
最後に，クラス IIIのモデルについては G(µ)は

G(µ) = −c0 + c1µ − c2µ2 (11)

で与えられ，第 1項・第 3項が分散力を，第 2項が集
積力を表現する．いずれも，µに依存する項は距離に依

存する集積力・分散力である．

c) モデル・クラスと集積パターン

分散状態 x̄が局所安定である状態が ϕの変化に伴っ

て不安定化するとき，それぞれのモデル・クラスから

形成され得る集積パターンおよび集積が生ずるメカニ

ズムは互いに質的に異なっている．分散状態が不安定

化し得るように，ある µ ∈ (0, 1)においてG(µ) > 0が
成立すると仮定しよう．このような状況におけるG(µ)
を図–3に示す．分散状態 x̄が安定であるのは全ての k

についてG(µk(ϕ)) < 0である場合であり，分岐が生じ
て集積が生ずるのはある k について G(µk(ϕ)) > 0と
なったときである．図–3から見て取れるように，該当
する kに対して µk(ϕ) = µ∗または µk(ϕ) = µ∗∗なる ϕ

が分岐点である．

クラス Iのモデルにおいて分散状態 x̄が安定化する

とすれば，それは全ての µk(ϕ)が大きい領域，つまり輸
送技術パラメタ ϕが小さく立地点間の輸送費用が高い

領域においてである．即ち，x̄の安定性は
・
立
・
地
・
点
・
間の輸

送費用に依存した分散力によって維持されている．以

降ではこのような分散力を，大域的分散力と呼ぶ．ク

ラス Iのモデルを特徴付けるのは，大域的分散力の存在
である．大域的分散力は，

・
集
・
積
・
の
・
外から移動主体を引

き寄せようとする分散力であり，例えば企業が移動主

体であるならば，空間的に分散した消費者からの財需

要によって生み出される．

クラス Iのモデルにおいて G(µ) = µ(c1 − c2µ)と整
理できることに注意すれば，分散状態が不安定化する

のは輸送技術の向上つまり ϕの増加に伴って µが減少

し，
・
分
・
散
・
力
・
が集積力に破れた点においてである（図–3

(a) の µ∗）．実は，ϕ ≈ 0からの ϕの増加を考える場合，

最初に正となるのは第 n/2固有値であり，形成される
のは図–4 (a) に示す n/2極パターン，局所的に広がり
をもたない集積が競技場経済上に大域的に配置された

人口分布であることが示される．単純モデルを用いた

前節の議論を応用すれば，n/2極集積方向に対する分
散力が常に最も弱く，最初に集積が生ずるのが n/2極
方向であることは直観的である．

同様に，クラス IIのモデルにおいて分散状態 x̄が安

定化するのは，全ての µk(ϕ)が小さい領域，つまり ϕ

6
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(a) n/2極集積 (b) 1極集積

図–4: n/2極集積と 1極集積 (n = 16)

が大きく，立地点間の輸送費用が低い領域においてで

ある．しかも，G(µ) < 0は距離に依存しない第 1項に
よって保証される．即ち，x̄の安定性は立地点間の空

間的相互作用によって維持されるのではなく，
・
集
・
積
・
の

・
内
・
部で生じ，集積の外へと移動主体を押し出そうとす

る分散力に依存している．以降ではこのような分散力

を局所的分散力と呼ぶ．クラス IIのモデルを特徴付け
るのは，分散状態を安定化し得る分散力が局所的分散

力のみである点である．例えば，人口増に伴う個別の

立地点における地代の高騰・交通混雑等によって発生

する都市費用は，局所的分散力の例である．

クラス IIのモデルの分散力は輸送技術 ϕに依存しな

い定数である．従って，このクラスのモデルで分散状

態が不安定化するのは，ϕの変化に伴って
・
集
・
積
・
力
・
が分

散力を上回った場合であり（図–3 (b) の µ∗∗），クラス

Iとは対照的である．既にモデル (7)を用いて議論した
ように，最大の集積力は 1極集積方向に働くため，形
成されるのは図–4 (b) に示す 1極集積パターンである
ことが示される．この人口分布においては，集積は大

域的に唯一である．一方集積の形状は，クラス Iとは異
なり局所的な広がりをもっている．

クラス IIIのモデルは，クラス I, IIの複合型であり，
局所的・大域的分散力の両方を有する．従って，分散

状態は，ϕ → 1および ϕ → 0の両方で安定化し，また
図–4 (a), (b) の両方のパターンが分散状態の不安定化
に伴なって形成される．また，次節に見るように，こ

のクラスのモデルは，ϕの単調な増加に伴う集積進展過

程において，集積が大域的に分散しつつ，かつそれぞ

れの集積の内部においては局所的に分散するという特

徴的挙動を示す．

d) 大域的な集積挙動

以上の議論は，分散状態からの局所的分岐に注目し

ている．図–5に，クラス I, II, IIIを代表して，クラス
IIIモデルにおける ϕの単調な増大に伴う集積の進展を

示す（Akamatsu et al.2)から抜粋）．なお，図中A→B
の変化が図–3 (c) の µ∗における分岐に，M→Nの変化
が µ∗∗ における分岐に対応することに注意されたい．

図–5中，A～Eの変化は，大域的に分散した局所的
な集積が段階的に形成される様子を示しており，大域的

A B C D E F G

H I J K L M N

図–5: クラス IIIのモデルが示す集積挙動 (n = 8)

分散力の低下に支配される集積プロセスである．クラ

ス Iのモデルは，ϕの増大に伴って同様の挙動を示す．

この過程では，集積が生ずる点は大域的に数を減らし

つつ，一つ一つの集積のサイズは大きくなり，集積同

士の間隔は広がっていく．

一方，K～Nの変化は，形成された 1極集中的な集積
が交通費用の低下，すなわち局所的分散力の相対的強

まりに伴って崩壊する過程であり，クラス IIのモデル
はこの区間と同様の挙動を示す．この区間においては，
・
地
・
域
・
間輸送技術の向上に伴なって集積は局所的に分散

し，最終的に崩壊する．

クラス IIIモデルを特徴付けるのは，F～J間にみら
れる，集積の大域的分散と局所的分散とが互いに影響

しつつ変化する挙動である．この区間においては，輸

送技術パラメタ ϕの増大は非自明な結果をもたらす．

以上に見たように，基本型の集積経済モデルの分散状

態 x̄における線形安定性解析は，この状態におけるモ

デルの集積力・分散力の構造をモデル固有の関数G(µ)
に集約することを可能とする．また，G(µ)から，内生
的に形成される集積パターンを特定可能である．この

ような解析は，分散状態のみならず例えば図–5中の C,
E などの集積が進展した状態においても実行可能であ
るし，関数 G(µ)が表現する集積力・分散力の構造は，
これらの状態においても保持されていることが示され

る．即ち，モデルが内生的に表現可能な人口分布の特

性は，分散状態 x̄の利得 Jacobi行列 V (ϕ)から導かれ
る G(µ)を見ることで解析的に判定できる．

表–1に，過去提案されてきた様々な基本型の集積経
済モデルを上記モデル・クラスに対応させたものを示

し，同時に 1次元空間において形成される特徴的な集積
パターンの模式図を示した．これらのモデル・クラス

は，ここまでに議論したように，モデルから生ずる分散

力が大域的か局所的かという点によって決定づけられ

る．特に，本稿冒頭で述べた QSE においては，クラス
IIのモデルが採用されていることに注意されたい．即
ち，Redding & Sturm,42) Allen & Arkolakis4) および

Redding & Rossi-Hansberg41) のモデルがそれである．

この事実が意味するところは 4.で改めて議論する．
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表–1: 基本型の集積経済モデルの類型化

分散力の構成 集積パターンと ϕの増大に対する応答 　モデル例

– なし（集積力のみ）

単一地域への集積
（単峰パターン）

自明な集積経済モデル［式 (7)］

クラス I 大域的分散力のみ

大域的分散・局所的集積
（多峰パターン）

ϕ増大→集積の進展

Krugman25)

Puga40)

Forslid & Ottaviano13)

Pflüger38)

Harris & Wilson16)

クラス II 局所的分散力のみ

大域的集積・局所的分散
（単峰パターン）

ϕ増大→集積の崩壊

Helpman18)

Murata & Thisse29)

Redding & Strum42)

Allen & Arkolakis4)

Redding & Rossi-Hansberg41) (§3)
Beckmann5)

Mossay & Picard28)

Blanchet et al.7)

上田・松葉 54)

クラス III 大域的・局所的分散力

大域的分散・局所的分散
（多峰パターン）

ϕ増大の効果は非自明

Tabuchi46)

Pflüger & Südekum39)

高山・赤松 50)

3. 複数主体モデルへの展開

前章では，確定論的な調整動学に基づく局所安定性

解析による基本型の集積経済モデルの分析を議論し，モ

デルが分散力の特徴の如何によって 3通りに類型化さ
れることを示した．ここでは，大域安定性解析を導入

するとともに，これを用いたポテンシャル・ゲームと

呼ばれるクラスに属する集積経済モデルの解析例を紹

介する．特に，モデルがポテンシャル・ゲームである

場合，基本型モデルに含まれないモデルを分析可能で

あることを紹介する．なお，本章の内容も「はじめに」

で述べた問題意識と関係しているが，前章と比較する

とより技術的でありかつ補論に近いゆえ，場合によっ

ては読み飛ばして 4.へと進んでも構わない．

(1) 確率安定性概念に基づく大域安定性解析

a) 局所安定性解析の限界

前章で均衡選択のための方法論として用いた局所安

定性概念には，幾つかの課題が存在する．第一に，特定

の輸送技術水準 ϕに対しても，複数の局所安定な均衡

解が存在し得る．前章のクラス Iモデルの議論では，分
散状態から n/2極パターンが形成されることを述べ，ϕ

の増大に伴なって更なる段階的集積が生ずる例を図–5
に示した．しかし，実際には図–5に描画したもの以外
にも様々の均衡解が存在し，ϕの値によっては同時に安

定化する．これらの複数の安定均衡解のうち，何れが

より尤もらしいのかに関しては，局所安定性解析のみを

通じて直接的に知ることはできない．図–6に，n = 8
なる競技場経済における Krugman25) モデルの集積挙

動を示す11．図中，黒実線は安定均衡解を示す．同一の

輸送技術水準 ϕの値に対しても，複数の安定均衡が存

在し得ることを確認されたい．

第二に，本質的に立地誘引が異なる複数種類の主体

が存在する場合には，競技場経済を仮定した場合でも

解析が困難となる．例えば，表–1に取り上げた全ての
NEGモデルについて，個別の立地点の企業数 yiは労働

者数 xiと比例関係にあって，労働者=消費者の人口分
布 x = (xi)i∈N を定めれば企業の分布 y = (yi)i∈N も

11 Ikeda et al.20) から引用．
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ϕ

xi

図–6: Krugman (1991) モデルの集積挙動 (n = 8)

同時に定まる．一方，立地点間の通勤が生ずる場合に

は，企業と労働者の立地誘引は必ずしも一致せず，独立

した複数種類の立地主体の同時分布 (x, y)を考える必
要がある．関東をはじめとする大都市圏において，通

勤を捨象することは正当化され得ないと考えられるが，

前章で取り扱った全てのNEGモデルは，地域レベルを
考慮することで消費者の立地点間の通勤行動を捨象し

ている12．しかし，通勤・立地を含むようなモデルへ前

章の解析手法を単純に拡張することはできない．例え

ば，異なる立地主体が存在する場合の調整動学をどの

ように定義するのが尤もらしいのかについて直ちに答

えを与えるのは難しい13．調整動学の定義に妥当性に関

する疑義を無視し，例えば単一階層のレプリケータ・ダ

イナミクスを仮定したとしても，非対称かつ双方向的

な相互作用が存在する場合には解析が煩雑となり，モ

デルに特殊な仮定を置かない限り解析的結論は得づら

い．特に，輸送技術水準に関して大域的な分析は実行

困難である．

b) 大域的安定性解析

第一の課題を解決する方法論を総称して大域安定性

解析と呼ぶ．大域安定性解析手法は，調整動学のモデ

ルを強めることによって，局所安定解の集合からより

尤もらしい，多くの場合唯一の均衡を選び取る手続き

である．例えば，立地主体の将来を見越した完全予見

的な立地選択を仮定した完全予見動学によって，各輸

送技術水準 ϕに対して複数の局所安定解のうちから唯

一の均衡を選択することが可能である（Oyama34), 35)）．

或いは，行動主体の選択にランダムな誤りを考慮した

確率的調整動学を仮定し，その確定論的極限を考える

ことによって，定常確率の集中に基づく確率安定性解

析が可能となり，この場合も多くのケースでモデルの
12 例えば，Murata & Thisse29) および Tabuchi46) においては，
通勤は各立地点（地域）内においてのみ考慮されている．

13 問題に長期・短期の階層的な構造を仮定し，それぞれの階層にお
いて異なる調整速度の動学を考えるのが自然に思われるが，進
化ゲーム理論分野においても，階層的な構造を持った調整動学
の理論は発展途上である．

構造パラメタのそれぞれの値に対して大域的・唯一の

均衡選択が可能である（Wallace & Young47)）14．後

者，特にKandori–Mailath–Rob22)型のエラーあり最適

応答動学を用いた確率安定性解析は，ネットワーク形

成ゲームの理論研究においてよく利用されており，土

木計画学分野においても導入されている（Kotani23)）．

大域安定性解析は，特にポテンシャル・ゲームと呼ば

れるクラスの均衡モデルにおいて，簡便に実行可能で

ある．ポテンシャル・ゲームとは，具体的には利得関

数 v(x)が積分可能，即ちあるスカラー関数 f : X → R
が存在して，任意の x ∈ X において ∇f(x) = v(x)
が成立するクラスのモデルを指す15．このような関数 f

は，v(x)に対するポテンシャル関数と呼ばれる．ポテ
ンシャルが存在するモデルにおいては，変分不等式 (1)
の解は下記の最適化問題

max
x∈X

f(x) ≡
∮
0→x

v(ω)dω (12)

の解と対応づけられる．特に，均衡解が一意であれば，

これらの問題は等価である．静学的な交通ネットワー

ク均衡配分の文脈ではよく用いられる変換であること

は周知の通りであろう 6), 62)．

集積経済モデルの場合には，v(x)は必ずしも単調で
はなく，解集合は一般に非凸である．従って，問題 (1)
と問題 (12)とは必ずしも等価ではない．しかし，これ
らの問題はある意味ではより強く関係することが言え

る．具体的には，ポテンシャル・ゲームにおいては (i)
問題 (12)のKarush–Kuhn–Tucker条件を満足する点が
均衡解であり，(ii) 広いクラスの確定論的調整動学のも
とで，局所最大化解が局所安定均衡解，局所最小化解

および鞍点が不安定均衡解となる 44)．

ポテンシャル・ゲームにおいては，ポテンシャル関数の

大域的最大化点が大域安定であることが知られている16．

即ち，大域に安定な均衡は，最適化問題 (12)の大域解を
同定することによって求められる．特に，明らかに局所

安定解のうちに大域安定解が存在することから，ある ϕ

に対応する局所安定解 {x∗
1, x∗

2, . . .}が既知ならば，こ
れらに対するポテンシャル関数値 {f(x∗

1), f(x∗
2), . . .}

を比較することで大域安定解を特定可能である．この

14 なお，確定論的極限を考えない場合，定常確率に基づく状態予
測が可能となる．土木計画学関連の応用としては，集積経済モ
デルの文脈における織田澤・赤松 55)，交通均衡モデルの文脈に
おける Shittaka & Nagae45) を挙げられる．

15 許容領域X は有界凸集合であることから，利得関数が積分可能
であることは利得関数の Jacobi 行列 ∇v(x) が任意の x ∈ X
において対称であることと同値である．なお，ゲーム理論分野
における正確な定義は，X の接錐に射影した上での一致という
より弱い条件を課す．即ち，x ∈ X における X への射影演算
を Px とすれば Px∇f(x) = Pxv(x) ∀x ∈ X が正確なポテン
シャル・ゲームの定義である．

16 正確には，十分割引率が低い完全予見的動学のもとで大域的に
吸引的であり 34), 35)，或いは既約かつ非周期的なMarkov過程
を導く有限人口（有限状態）の確率的調整動学の連続・確定論
的極限のもとで定常確率が正である 43), 47)．
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ためには均衡を列挙することが必要であるから，一般

に困難だが，競技場経済においては代表的な均衡を列

挙可能であり，大域安定性を調べることができる．

(2) 基本型の集積経済モデルの解析

一般に，NEGモデル等の一般均衡型モデルにおいて
は，立地点の人口増は非対称な効果をもたらす．従っ

て，競技場経済を仮定したとしても，∇v(x)は必ずし
も対称ではなく，ポテンシャル・ゲームとはならない．

本節では，ポテンシャル・ゲームとなる基本型の集積

経済モデルとして，Beckmann5) 型 Social Interaction
モデルの 2種類の変形を取り上げる17．

実は，これらのモデルは前章で述べたクラス I, II に
帰着され得るモデルのうち，極小なモデルの組を成し

ている．以降本節では，単純化のために n = 4なる競
技場経済を仮定する．4立地点という設定は，基本型モ
デルにおいてクラス I, IIを峻別するために最小の経済
環境であることに注意されたい．

a) クラス II型 Social Interaction モデル
Beckmann5)のオリジナルのモデルでは，都市内構造

を問題とする．都市の住民は，他の全ての住民との交

流を求めることから，近接して立地する住民が多いほ

ど高い利得を享受する．これを表現するため，式 (7)で
表現される集積の経済を仮定する．一方，土地を需要

することから，人口が集中する立地点には地代による
・
局
・
所
・
的
・
分
・
散
・
力が働く．この結果として，住民の利得関

数は最も単純化すると以下の形式に帰着される：

v(x) = −αx + D(ϕ)x (13)

このモデルの利得関数の Jacobi 行列は，任意の人口分
布 x ∈ X に対して V (ϕ) = −αI + D(ϕ)で与えられ，

G(µ) = −α + d(ϕ)µ (14)

が成立するから，このモデルはクラス IIモデルである．
これを SI–(II)モデルと呼ぼう．
空間割引行列D(ϕ)が対称行列であることから，V (ϕ)

もまた対称である．SI–(II)モデルに対するポテンシャ
ル関数は以下で与えられることが確認できる：

f II(x) = −α

2
x⊤x + 1

2
x⊤D(ϕ)x． (15)

うち第 1項は分散力に対応し，狭義凹関数である．ま
た，第 2項は集積力に対応し，準凸関数である．前者は
X の内点解，即ち分散を指向し，後者は端点解，即ち
少数地域への集積を指向することを確認されたい．例

えば混雑効果 α十分大きければ，f II(x)は全体として
凹であり，極大点は任意の ϕに対して完全分散状態の

みとなることは明らかであろう．

4立地点競技場経済において，SI–(II)モデルの均衡

17 本節は Osawa30) 第 3 章，Osawa & Akamatsu32) に基づく．

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4 ?

??
f II(x∗)

ϕ

図–7: SI–(II)モデルの大域安定解 (α = 1/2)

解 x∗ は以下のように列挙可能である：

x∗ =


x4 ≡ 1

4 [1, 1, 1, 1]⊤ ϕ ∈ (0, 1),

x1′ ≡ 1
2 [1, 1, 0, 0]⊤ ϕ ∈ (0, 1 − α),

x1 ≡ [1, 0, 0, 0]⊤ ϕ ∈ (0,
√

1 − α).

(16)

このうち，x4は分散状態，x1は完全 1極集中状態，x1′

は局所的に分散した 1極集中状態を表現している．同
一の ϕの値に対しても，複数の均衡解が存在すること

を観察されたい．

図–7は，これらの均衡解に対するポテンシャル関数
値を表現している．これらの曲線の上位包絡線に対応

するのが，SI–(II)モデルの大域安定均衡である．実際，
輸送技術パラメタ ϕが大きいとき分散状態は安定であ

り，ϕが小さくなるに従って 1極集中パターンが創発
し，完全 1極集中状態に至るという，図–5 K～N に示
したような，クラス IIのモデルに特徴的な挙動が大域
安定解において確認できる．なお，SI–(II)に関する以
上の結果は局所安定性解析によっても容易に同一の結

果を得ることができる．

b) クラス I型 Social Interaction モデル

SI–(II)モデルの局所的分散力を大域的分散力によっ
て置き換えることを考える．立地主体を商業企業と解

釈し，集積の経済が同一業種店舗の集積によるものと

解釈しよう 64)．また，大域的分散力を生ずる要因とし

て，Harris & Wilson16)のモデルに見られるような，空

間的に分布した消費者からの非弾力的なグラビティ型

需要を考慮する．具体的には，各立地点の需要は一定

値 αであり，立地点 iから j への取引額が以下で与え

られるとする：

α
dij(ϕ)xj∑

k∈N dik(ϕ)xk
． (17)

このとき，行列M(x, ϕ) = [mij(x, ϕ)]をmij(x, ϕ) ≡
dij/

∑
k∈N dik(ϕ)xk で定義すれば，利得関数は

v(x) = D(ϕ)x + αM(x, ϕ)⊤1 (18)
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のように与えられる18．この利得関数の Jacobi行列は，
分散状態 x4 において V (ϕ) = D(ϕ) − α{D̄(ϕ)}2 で与

えられ，G(µ)は以下

G(µ) = d(ϕ)µ − αµ2 (19)

のように与えられるので，クラス Iモデルであることが
わかる．このモデルを，SI–(I)モデルと呼ぼう．
このモデルはポテンシャル・ゲームであり，利得関

数 (18)に対応するポテンシャル関数は次で与えられる
ことを確認できる：

f I(x) = 1
2
x⊤D(ϕ)x + α

∑
i∈N

log
( ∑

j∈N
dij(ϕ)xj

)
．

SI–(II)モデルと同様に，第 1項が集積力を表現してい
る．一方，第 2項は消費者の企業へのアクセシビリティ
に対応し，大域的分散力に対応している．

このモデルはNEG等のモデルと比較して非常に単純
であることから，均衡解を全て列挙できる：

x∗ =



x4 = 1
4 [1, 1, 1, 1]⊤ ϕ ∈ (0, 1),

x2 ≡ 1
2 [1, 0, 1, 0]⊤ ϕ ∈ (ϕ2, 1),

x1′ = 1
2 [1, 1, 0, 0]⊤ ϕ ∈ (ϕ1′ , 1),

x1 = [1, 0, 0, 0]⊤ ϕ ∈ (ϕ1, 1),

x4→2 ≡ x4 + ϵ(ϕ)η ϵ(ϕ) ∈ [0, 1),

x4→1′ ≡ x4 + ϵ̄(ϕ)η̄ ϵ̄(ϕ) ∈ [0, 1),

x1′→1 ≡ x1′ + ϵ̂(ϕ)ˆ̂η ϵ̂(ϕ) ∈ [0, 1),

x2→1 ≡ x2 + ϵ̂(ϕ)η̂ ϵ̂(ϕ) ∈ [0, 1).

(20)

ここに，ϕ2, ϕ1′ , ϕ1はそれぞれ閾値である．η, η̂, ˆ̂η, η̄
はそれぞれ下記：

η ≡ 1
4 [1, −1, 1, −1]⊤, (21)

η̂ ≡ 1
2 [1, 0, −1, 0]⊤, ˆ̂η ≡ 1

2 [1, −1, 0, 0]⊤, (22)

η̄ ≡ 1
4 [1, 1, −1, −1]⊤, (23)

で定義される．ϵ(ϕ), ϵ̂(ϕ), ϵ̄(ϕ)は ϕに関する単調増加

関数であり，解析的に導くことができる．なお，x·→·

のように表記した解は，→の前後の数字に対応する解
を接続する遷移状態の役割を果たしている．

図–8は，(20)に示した均衡解に対応するポテンシャ
ル関数値を示す．ただし，見易さのために分散状態のポ

テンシャル関数値からの差分 f I(x∗) − f I(x4)を示して
いる．図–7と同様に，描画された曲線の上位包絡線に
対応する解が大域的に安定な均衡解である．なお，模

式図としては，均等に人口が分布したパターンである

x4, x2, x1′ , x1のみを示した．図より，SI–(I)モデルの
大域安定解が示す集積挙動は，x4 → x2 → x1という，

前章の図–5中 A～E に見られる挙動と合致している．
18 SI–(I) モデルの定式化の詳細については高山・赤松 50) を参照
（ポテンシャル関数の議論を除く）．第 1 項の空間割引行列と第
2項で用いる空間割引行列はそれぞれ区別すべきものであるが，
ここでは単純のため両者に同一の空間割引行列を用いる．

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00

0.05

0.10

0.15

f I(x∗)
−f I(x4)

ϕ

?

?

?

�
��	

図–8: SI–(I)モデルの大域安定解 (α = 2)

以上の結果は，クラス I, IIというモデル・クラス毎
の集積挙動に関する前章の結果が，均衡選択基準を大

域安定性へと強化しても頑健に成立する特性であるこ

とを示している．換言すれば，局所分岐解析から得ら

れた結果であるが，実は大域安定性という意味におい

ても代表的挙動を選択していたことになる．

(3) 複数主体モデルの解析

前節 SI–(I),(II)の両モデルを通じて，x4, x2, x1′ , x1

なる，行動主体が存在する立地点に関して均等分散と

なっている均衡解を問題とした．これらの均衡解は，レ

プリケータ・ダイナミクス等，複製型の確定論的な調

整動学の
・
輸
・
送
・
費
・
用
・
に
・
よ
・
ら
・
な
・
い停留点となることが証明

されている（Ikeda et al.21)）．このような，構造パラメ

タ ϕの値に人口分布が依存しない均衡解を自明解と呼

ぼう．本節では，自明解の大域的安定性の如何に注目

することで，ここまでの分析では取り扱いが実質的に

不可能な，立地誘引が異なる複数の主体が存在するモ

デルの基本的特性を分析可能であることを紹介する19．

a) FOモデルおよび対応する最適化問題
Fujita & Ogawa14) のモデル（以下，FOモデル）は，
通勤および集積の経済を考慮した複数主体モデルのう

ちで最も単純な構造を持つモデルであり，多極的な都

市内構造の形成を表現しようとするモデルである．比

較的単純な構造を持つにも関わらず，このモデルの均

衡解の安定性および構造パラメタの変化に関する応答

は，筆者らの研究 31), 57) 以前にはほぼ未知であった．

このモデルには，居住地および勤務地を選択する労働

者と，立地点を選択する企業の 2種類の主体が存在する．
労働者の立地・勤務地選択パターンを x = (xij)i,j∈N，

企業の空間分布をy = (yi)i∈N で書く．ここに，xij ≥ 0
は，地点 iに居住し地点 j へと通勤する労働者の数で

あり，yi ≥ 0は地点 iに立地する企業の数である．な
19 本節は Osawa30) 第 4 章，および大澤・赤松,57) Osawa &

Akamatsu31) に基づく．
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お，各地点における土地供給は非弾力的に 1単位であ
り，地代は全て不在地主が受け取るものとする．また，

企業が生産する財は全て都市の外に輸出される．

労働者は土地を非弾力的に 1単位消費し，労働 1単位
を非弾力的に供給して企業から賃金を支給される．企

業は前節と同様の企業同士の立地外部性のもとで，非

弾力的に土地 1単位および労働 L単位を投入して生産

を行う．ここでは，立地点 iにおいて享受される集積の

経済効果を原論文に倣って

Ai(y) =
∑
j∈N

exp[−τℓij ]yj (24)

と表現する．なお，ℓij は ij 間の最短経路距離である．

即ち，D(τ) ≡ [exp[−τℓij ]]としてA(y) = D(τ)yであ
り，前節までの SI–(I),(II)モデルと空間割引行列の定
義以外は同一である．また，労働者は通勤費用を考慮

した勤務地選択を行うので，企業は労働を確保するた

めに通勤費用を補償するだけの賃金を支払う必要があ

るのが特徴的である．

FOモデルの輸送技術パラメタは，企業間の交流のし
やすさを表現する距離減衰パラメタ τ > 0と，労働者
の単位距離あたりの通勤費用 t > 0である．前節まで
の基本型の集積経済モデルでは唯一のパラメタ ϕに関

する安定解の変遷が問題となったが，FOモデルにおい
ては 2種類の構造パラメタに対する反応，即ち (τ, t)-
平面上における安定解の分類が課題となる．

詳細は別の機会に譲るが，実はこのモデルに対して

は以下の最適化問題が対応することが示される 31), 57)：

max
(x,y)∈X

f(x,y) ≡ −t ℓ · x + 1
2
y⊤D(τ)y (25)

ただし ℓ · x ≡
∑

i∈N
∑

j∈N ℓijxij であり，許容領域は

X ≡

(x,y) ≥ 0

∣∣∣∣∣
∑

i∈N
∑

j∈N xij ≤ X,∑
j∈N xij + yi ≤ 1 ∀i ∈ N ,

Lmj ≤
∑

i∈N xij ∀j ∈ N


で与えられる．なお，X は全労働者数，Lは 1企業あ
たりの労働需要である．X の定義はそれぞれ労働者数
の保存，土地の供給，労働の供給に関する制約を表現

し，それぞれの Lagrange乗数が労働者の均衡効用，地
代，賃金に対応している．目的関数 f(x, y)の第 1項
は通勤によって生ずる総費用を表現しており，労働者

が空間的に分散している状況においては
・
企
・
業
・
に
・
と
・
っ
・
て

・
は分散力を表現する20．第 2項は，これまでと同様に集
積力を表現している．

b) 自明解による安定均衡解の予測

前節までの結果を念頭に置けば，調整動学の詳細に

よらず，f(x, y)を X 上で最大化する解に注目するこ
とで安定解を選ぶことができ，FOモデルの安定な解が

20 この力は，企業と労働者を近づけようとする集積力を表現して
いるとも解釈可能である 37)．

N = 0 N = 1 N = 2 N = 3

図–9: FOモデルの自明解候補の例

τ

t

完全分散 (N = 0)

N = 1 2 3 4 5

t∗
�

図–10: (τ, t)-平面におけるポテンシャル最大自明解の分類

示す基本的な特性を把握可能であると期待できる．な

お，以下では，本来の FOモデルが対象とする連続空
間を表現するために，十分大きい立地点数 nの競技場

経済を仮定し，空間を連続近似した場合における均衡

解を考える．この際に，使用されない土地が生じない，

即ち，
∑

i,j∈N xi,j +
∑

i∈N yi = nであると仮定する．

このような場合における企業の立地に注目しよう．企

業が一様分散した状態は明らかに均衡解である．また，

円周上にN = 1, 2, 3, . . .個の同一サイズの企業集積が

等間隔に存在する状態も，明らかに解となり得る．実

際，tが十分小さければ，消費者の行動を考慮した場合

にも τ の値の如何によって均衡解となることを示せる．

即ち，一様分散状態をN = 0とすれば，N を企業集

積の数としてN = 0, 1, 2, . . .に対応する自明解が存在

する．図–9に，連続近似した円周上における FOモデ
ルに対する解候補 (N = 0, 1, 2, 3) を示す．図中N ≥ 1
について，黒で示した部分が企業の立地する点（業務地

区），白で示した部分が労働者の立地する点（居住地）

である．灰色で示したN = 0は，各立地点に均等に企
業が分散し，また労働者も一様に分布する状態である．

これらの自明解におけるポテンシャル関数値を比較

し，最大のポテンシャル関数値を与えるパターンを選択

すると，図–10に示したような分類図を導ける 57)．白

抜きの領域は分散状態のポテンシャル関数値が最大と

なる領域であり，灰色で示されているのはN ≥ 1極な
る集積パターンのポテンシャル関数値が最大となる領

域である．tに閾値 t∗ が存在するのが確認できる．ま
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た，灰色の領域は集積の極の数N によって区分されて

いるが，N が増加する程 τ の大きい領域に配置される．

まとめると，FOモデルの集積特性は以下の通りであ
る．まず，(i) 単位距離あたりの労働者の通勤費用 tが

十分高い場合 (t ≫ t∗) には企業は完全分散し，(ii) tが

低い範囲 (t ≪ t∗) においては集積を生じ得る．また，
(iii) 企業の集積が生ずる範囲において，距離減衰係数
τ が大きい程多数の集積が生じ，τ が小さくなる（輸送

費用が下がる）につれて集積の数は減少するとともに，

最終的に完全分散が生ずる．なお，(iv) N → ∞の極限
において，N 極解のポテンシャル関数値は完全分散パ

ターン (N = 0) のそれと一致することを確認できる．
即ち，FOモデルにおいて t ≪ t∗ なる範囲で tを固定

し τ の変化に注目すれば，生ずる集積挙動は図–5に示
したクラス IIIモデルのそれと類似している．

FOモデルがこのような挙動を示すメカニズムとして
は，近似モデルを介した分析によって，労働者の交通費

用を考慮した通勤行動が企業にとっての大域的分散力

を生み出すことが明らかとなっている 57)．即ち，「多極

的な集積パターンが安定な均衡解として内生的に形成

されるためには大域的分散力の存在が必要である」とい

う，基本型の集積経済モデルの類型化を通じて導かれ

た観察は，FOモデルにおいても成立している．換言す
れば，分散力の特性によるモデル・クラスの分類は，基

本型の集積経済モデルを越えた広がりを見せつつある．

4. モデルの数理解析がもたらす視点

以上 2.および 3.を通じて，多地域空間経済における
集積経済モデルの理論解析を紹介した．本章では，以

上の理論解析の結果を背景として，特に空間経済学に

おける一つの大きな潮流といえるQSEにおける研究を
参照する上で留意すべきと思われる事項を整理する．

本章の議論は Akamatsu et al.2) 第 6章 3節に基づ
いている．なお，同 1節においてはそもそも産業集積
を如何に検出すべきかを，また同 2節においては輸送
インフラ整備の効果に関する誘導系回帰分析21を議論し

ている．これらの話題に関心のある向きにはぜひ参照

されたい．

(1) QSEの掲げる目的と基本的アプローチ
QSEの現在の到達点および展望を包括的にレビュー

している Redding & Rossi-Hansberg41) (RR) によれ
21 例えば地域 iの時点 tにおける集積サイズ指標を SIZEit，アク
セシビリティ指標を ACCESSit，時点間で不変の共変量を xi

とした，下記のような回帰：

SIZEit = C0 + C1ACCESSit + C2xi + (error term)．
例えば，この係数 C1 に関する符号条件は，前提とするモデル・

クラスによって
・
真
・
逆となる場合がある．

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 2.5  3  3.5  4  4.5  5  5.5  6

log[Âi]

lo
g[

x
i
]

図–11: QSEモデル 42) における人口と外生変数

ば，QSEは，Eaton & Kortum11)以降の国際貿易にお

ける計量分析の展開を背景にもつ一群の計量分析，特に

生産要素の移動を考慮した枠組みを指すようである22．

また，QSEとは本稿で問題としてきたような内生的な
集積メカニズムを

・
弱
・
い
・
形
・
で考慮するものであるとして

おり，QSEの文脈で構築されてきたモデル群の目的を
以下のように説明している（強調筆者）：

In contrast to the previous theoretical work, this re-
search does not aim to provide a fundamental expla-
nation for the agglomeration of economic activity, but
instead aims to provide an empirically-relevant quan-
titative model to perform general equilibrium counter-
factual policy exercises. Agglomeration in these
models is simply the result of exogenous local
characteristics, augmented by endogenous eco-
nomic mechanisms.

実際，典型的なQSEモデルにおいては，集積の経済を
モデル上では考慮しつつも，

・
輸
・
送
・
技
・
術
・
水
・
準
・
の
・
如
・
何
・
に
・
よ

・
ら
・
な
・
い
・
均
・
衡
・
の
・
一
・
意
・
性が保証されるもとでの分析が中心

となっている．

均衡の一意性が担保されている場合，例えば交通ネッ

トワークの形状がもたらす地理的優位性，固有アメニ

ティ，生産性など外生的な立地点固定効果を与件とし

た場合，モデルMはそれらの固定効果の組Aから均

衡人口分布 x∗(A)を導く対応

A
M−−−→ x∗

であると言えよう．この対応は仮定により一意である

から，逆に現況の人口分布が xであった場合に，これ

が均衡状態にあると仮定すれば，逆の対応

x
M−1

−−−−→ Â (26)

を考えれば，立地点固定効果 Âを “復元”できる．従っ
て，Âの一部を変形するような政策介入に関する反実

仮想実験が可能となる．特に，均衡の一意性が保証さ

れるのであればモデルの求解は容易となる．

ただし，上記引用でも明言されているように，このよ

うなアプローチは内生的な集積形成を考慮せず，一般均
22 この論文では経済学分野における一般の応用一般均衡分析につ
いては触れているが，工学および地域科学分野で蓄積されてき
た空間応用一般均衡分析の既存研究に関しては触れていない．
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衡効果を考慮しつつも，基本的には立地点固定効果
・
の
・
み

によって人口を表現しようとする方法である．従って，

現況人口 xから復元される外生パラメタの値 Âは，実

際の人口分布を完全に説明する状態に設定されること

となる．しかも，実際にはモデルの一般均衡効果はほ

ぼ影響を与えないようにすら見える．

例として，図–11は，Redding & Sturm42)について

立地点 iの人口シェア xi を外生変数の推定値 Âi に対

してプロットしたものであるが，ほぼ直線に乗ってし

まう．実際，この例では，一般均衡効果は高々人口分

布の 10%を説明するに過ぎず，他の 90%は立地点固定
効果のみによって定まっている．これは，集積の経済

が非常に弱い，解の一意性が保証される範囲を仮定し

ていることと果たして無関係なのであろうか．

上述のような危うさはありつつも，一意均衡のもとで

実行可能となる多彩な反実仮想実験は，政策分析ツール

として一見強力かつ魅力的に映ることは否めない．直

近では，Fajgelbaum & Schaal12)など，交通ネットワー

クの最適化をも統合したモデルも登場するなど，QSE
の文脈で提案されるモデルはいよいよ複雑化の一途を

辿り，より精緻な分析がなされているように錯覚する．

だが，本稿の視点から見た場合，「一般均衡下におい

て集積の経済効果を
・
複
・
数
・
均
・
衡
・
を
・
生
・
じ
・
な
・
い
・
程
・
度
・
に考慮す

る」というQSEの基本的アプローチは，使用するモデ
ル・クラスの限定に依存している．その結果，これら

QSE研究が提示する適用計算の結果を解釈する上では，
十分な注意，特に使用されているモデルの数理特性に

関する慎重な検討を要する．

(2) モデル・クラスの限定がもたらす含意

QSEの基本的アプローチは，・輸・送・費・用・の・水・準・に・依・存
・
せ
・
ず
・
に均衡解が一意となるようにその他のモデルの構

造パラメタを設定することに依存している．競技場経

済においては分散状態は常に均衡解であることを勘案

すると，均衡の一意性は分散状態が ϕの如何によらず

常に安定であることを意味する．図–3を見れば理解で
きるように，これが可能となるのは，モデルがクラス II
或いはクラス IIIに属す場合のみである．なぜならば，
これらのモデルにおいては ϕに関して定数として現わ

れる局所的分散力が十分強い状況を考えることで，分散

状態を任意の ϕに対して安定化可能だからである．一

方，クラス Iモデルでは，分散状態が必ず不安定化する
ことから，常に複数均衡が存在する．

Redding & Strum42) および Allen & Arkolakis4) な

ど，代表的なQSE研究例は，悉くクラス IIモデルを採
用している．クラス IIのモデルを使用した場合，複数
均衡下においては 1極集中パターンのみしか表現し得
ず，多極パターンを表現し得るクラス Iモデルとは性質

図–12: QSEモデル 4) における交通アクセスの悪化の影響

が異なることは 2.で議論した通りである．均衡解の一
意性を仮定した場合に，複数均衡下での挙動の違いに

着目することで得られたモデル・クラスの分類は果た

して問題となるであろうか？
・
問
・
題
・
と
・
な
・
る
・
の
・
で
・
あ
・
る．分散力の特徴の如何は，分散

状態が不安定化し得るか否かとは無関係であることに

注意されたい．実は，立地点間輸送費用の低下が人口

分布に与える影響は，モデル・クラス毎に異なるので

ある．具体的には，ϕの増大は，クラス Iに属するモデ
ルにおいては地域固定効果がもたらす相対的優位性を

増幅する方向に働き，クラス IIに属するモデルにおい
てはその逆であることを証明可能である23．これは，分

岐が発生する状況下においてクラス Iモデルにおいて
は一つ一つの集積のサイズが ϕの増大に伴って増加し，

クラス IIモデルでは逆であることと対応している．
即ち，クラス IIモデルを前提とする限りにおいて，
輸送アクセスの改善は，立地点固有効果がもたらす相

対的優位性によって生じた見掛け上の集積24を必ず崩

壊させる．クラス IIのモデルを利用すると決めた瞬間
に，この結果が

・
数
・
値
・
計
・
算
・
を
・
せ
・
ず
・
と
・
も予測できるという

点が重要である．

図–12は，クラス IIモデルを用いた Allen & Arko-
lakis4)からFigure XVIIIを抜粋したものである．この
図は，州間高速道路を除去した場合に生ずる人口の増

減の如何を描画しており，赤い部分は人口増を，青い部

分は人口減を表現する．州間高速道路の除去は輸送ア

クセスの改悪を意味し，クラス IIモデルにおいては集
積の促進をもたらす．結果，もともとの大都市部，即

ち QSEのアプローチの特性として外生効果 Âが大き

く設定された地域においては人口増が，それ以外の地

域においては人口減がもたらされていると理解可能で

ある．

23 Akamatsu et al.2) Appendix D を参照のこと．
24 ここでは，行動主体の集中がもたらす集積の経済によって内生
的に生じたものではないという意味で見掛け上の集積と呼ぶ．
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クラス IIモデルが持つこの数理的特性を理解し，意
図的に用いている限りにおいて問題はないかもしれな

い．例えば，現実が集積の崩壊段階にあるとの解釈の

もと，空間的な効果の帰着の如何を問うならば，このよ

うな分析も正当化可能であろう．しかし，QSEの多く
の研究において，必ずしも 2.で述べたようなモデル類
型に関する背景知識のない計算例の提示に終始してい

るようであり，そうした結果の解釈には注意を要する．

最近では，QSEの文脈においても，解の一意性を前提
しないアプローチが導入されつつある．特に，Ahlfeld
et al.1) は，3. で取り上げた FO モデルと同様の労働
者の立地点間通勤を考慮したモデルによる計量分析を

提示している．しかし，モデルの安定均衡解の一般的

特性は未解明であり，解釈には注意を要する．その他，

本稿で議論し得る範疇を超えるが，Desmet & Rossi-
Hansberg,10) Desmet et al.9) などの動学的モデルの展

開も注目すべき流れである．しかし，これらのモデル

においても，定常解の一般的特性は未知であり，結果

を素直に解釈するのは難しい．

5. おわりに

本稿では，競技場経済という理想的環境における集積

経済モデルの数理解析を議論した．2.においては，確
定論的調整動学のもとでの分散状態からの分岐に着目

することで，既往の集積経済モデルが少数のクラスに

分類されることを示した．3.においては，ポテンシャ
ル・ゲームにおける大域安定性解析を議論し，2.で導
いたモデル・クラスへの類型化を再検討するとともに，

2.では扱えなかった複数主体モデルの分析を議論した．
最後に，4.においては，モデル・クラス分類の知識を
前提とした場合の QSEの位置付けを検討した．

4.で見たように，モデルの数理的特性を十分理解す
れば，実経済を対象とするような一般均衡モデルの大規

模計算の結果であっても，定性的に解の変化方向を予

測することすら可能である．更に，ミクロ経済学的整

合性の意味では同等のモデルであっても，数理的には

全く異なった挙動を示し得ることは，集積経済モデル

を用いた反実仮想実験において十分留意する必要があ

る．即ち，数理的特性が未解明の集積経済モデルを用

いた計算例は，モデルの論理的整合性が担保されてい

る場合においても，結局のところ結果が生ずるメカニ

ズムが不明という意味では説明可能性がない．本稿で

展開したような解析的分析を行う必要はなくとも，な

るべくなら競技場経済・線分経済など，理想化された

系における系統的な数値解析を通じてモデルの基本特

性を把握する必要がある，というのが全体を通じて得

られた知見である．

集積経済モデルの数理解析で積み残された課題は多

数ある．そのうち，本稿で述べた内容の次のステップと

して (a) より対称性が低いグラフ上における集積形成
メカニズムの分析と競技場経済との比較，(b) 都市内–
都市間の階層構造を持つ空間経済における大域安定パ

ターンの特性，(c) 多数種類の主体が存在する経済にお
けるソーティングと都市規模分布の羃則の関係，を筆

者の考える重要課題として挙げ，本小論を閉じたい．
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