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高速道路橋鋼床版において疲労亀裂が発生・進展すれば，鋼床版の機能が著しく低下する．このような鋼床
版の機能を適切に回復させるためには，鋼床版全体に対する大規模な更新・修繕も視野に入れ，維持管理計画
を策定する必要がある．本研究では，点検データに基づき，不可観測な亀裂発生時点を考慮して，鋼床版の疲
労亀裂の発生および進展を予測する統計的手法を提案する．さらに，推定した疲労亀裂発生・進展過程に基づ
くライフサイクル費用分析を通じて実在の高速道路施設における大規模修繕箇所と通常修繕箇所をそれぞれ選
定するための方法論を提案する．実在する高速道路鋼床版の疲労亀裂を対象として，本研究で提案する方法論
の有用性を議論する．
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1. はじめに

我が国の高速道路においては近年，構造物の老朽化

が問題となっている．本研究で着目する鋼床版におい

ては，交通荷重の繰り返し載荷によって疲労が蓄積し，

その結果として発生する疲労亀裂が顕在化している 1)．

鋼床版に多数の疲労亀裂が蓄積すると，鋼床版の剛性

が低下し，利用者の重大事故に繋がる危険性があるた

め，一定の数の疲労亀裂が蓄積した鋼床版に対して修繕

が実施されている．将来的な鋼床版の老朽化に伴って，

このような疲労亀裂が加速的に発生することが想定さ

れ，従来主体となっている疲労亀裂が発生した後に鋼

床版に対して修繕を行うような事後保全型の修繕を継

続した場合の維持管理費用の飛躍的な増加が懸念され

ている．そのため，疲労亀裂がある程度発生している

鋼床版に対しては，床版全体に対して大規模な修繕を

実施し，疲労耐久性を供用開始以上の水準にまで回復

させ，疲労亀裂の発生を予防的に防ぐ修繕施策（以下，

大規模修繕施策を呼ぶ）が検討されている．

一方で，膨大な数の鋼床版で構成される高速道路ネッ

トワークから，どの鋼床版に対して大規模修繕を適用

すれば，ライフサイクル費用の観点から最適な維持管

理ができるのかという点に対して，定量的な分析を行っ

た研究は数少ないのが実情である．さらに，ライフサ

イクル費用試算の際に必要不可欠となる鋼床版の劣化

予測手法に関しても，鋼床版に発生する疲労亀裂の発

生時点の不可観測性に起因し，従来の開発されている

劣化予測手法をそのまま適用した場合には，疲労亀裂

の発生数や進展速度を過小あるいは過大評価してしま

う可能性がある．

以上の問題意識のもと，本研究では，高速道路橋鋼

床版における疲労亀裂に着目し，ライフサイクル費用

の観点から，個々の鋼床版に対して最適な修繕施策を，

従来通りの通常修繕と大規模修繕の中から選定し，大

規模修繕対象箇所を決定していくための方法論を提案

する．その際，上述の不可観測な疲労亀裂発生時点を

明示的に考慮して疲労亀裂発生・進展過程の推定結果

のバイアスを防ぐための，損傷発生・進展モデルを定式

化する．さらに，実在の高速道路ネットワークの点検

データに提案する方法論を適用し，疲労亀裂発生・進

展過程と現在の疲労亀裂発生状況を考慮して，大規模

修繕対象となる鋼床版を選定する．

以下，2.では，本研究の基本的な考え方を述べる．3.

では，疲労亀裂の発生・進展過程を同時推定し，推定バ

イアスを解消するための統計モデルを定式化する．4.

では，3.で定式化したモデルのパラメータの MCMC

法を用いたベイズ推定手法について詳述する．5.では，

大規模修繕対象となる鋼床版の選定手法をライフサイ

クル費用分析に基づいて提案する．
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2. 本研究の基本的な考え方

(1) 社会基盤施設の大規模修繕

2010年代に入り，高度経済成長期に建設された膨大

な数の社会基盤施設の団塊的な劣化が更に顕著になっ

てきている．特に，従来の通常の修繕ではその健全性

を満足に回復できない（健全性自体を回復できない場

合や修繕後の健全度は回復してもその後の劣化速度が

新設時と比べ相対的に大きくなる場合など，施設の種

類や特性によって多様なパターンが存在する）ような

施設が近年散見されるようになり，そのような施設に

対しては，施設の性能を新設時の水準，あるいはそれ

と同等の水準へと回復させるような大規模修繕の必要

性が頻繁に議論されるようになってきている 27)．しか

しながら，膨大な数の施設で構成される社会基盤施設

ネットワークの中からどの施設に対して大規模修繕を

実施すれば良いのかという点に対してライフサイクル

費用の観点から定量的な分析を行った研究は数少ない．

例えば，道路の舗装構造を考えたとき，表層や基層，

上層路盤を対象とした切削オーバーレイなど，従来の

定期的な業務により実施されてきた修繕は通常修繕と

捉えることができる．一方，下層路盤や路床も含む舗装

構造全体を対象とするような修繕は，本研究における

大規模修繕と捉えることができる．これら 2種類の舗

装の修繕方法に関して，小林等 28)は，路面健全度の劣

化速度が舗装耐荷力の低下に起因して大きくなる点に

着目し，通常修繕で健全性が回復可能な路面健全度の

推移と大規模修繕でのみ健全性が回復可能な舗装耐荷

力の経時的な推移過程を混合マルコフ過程としてモデ

ル化し，大規模修繕も考慮した舗装構造の最適更新モ

デルを提案している．このように，道路舗装に対する

大規模修繕に関する研究は，若干ながら蓄積されてい

るものの，大規模修繕の最適実施方法に関する研究は

端緒についたばかりであり，舗装構造以外の施設に対

しても研究の蓄積が望まれる．本研究の実証分析で対

象とする高速道路橋鋼床版に関しても，実証分析にお

けるモデル推定結果で示されるように，疲労亀裂が既

に発生している径間では疲労亀裂の発生確率が上昇す

る傾向が見られ，当て板による通常修繕でなく，鋼繊維

補強コンクリート舗装（steel fiber reinforced concrete

pavement, 以下，SFRC舗装と呼ぶ）の打設など，よ

り大規模な修繕が必要となる可能性がある．高速道路

橋鋼床版に関して，大規模修繕の通常修繕に対する有

用性や大規模修繕箇所の選定をライフサイクル費用を

明示的に算出して行った研究は，著者らの知る限り過

去には存在せず，この点に本研究の新規性，独自性が

ある．

(2) 統計的劣化予測に関する既往研究の概要

本研究では，点検データを用いた統計的劣化予測モ

デルにより劣化過程を推定し，その推定結果と補修費

用データを用いた最適化モデルを用いて，大規模修繕

の対象とする高速道路橋鋼床版を選定するというアプ

ローチを採用する．統計的劣化予測手法に関しては，近

年，数多くの研究事例が多様な社会基盤施設に対して

蓄積されてきている 2),3)．なかでも，生存時間解析 4)

を用いた劣化予測手法の開発により，故障しているか

否かの 2値状態で劣化状態が観測される施設に対して，

供用開始から管理限界を迎えて更新されたような施設

のデータ（完全データ）のみならず，供用期間中に予

防的な補修や更新が実施された施設に対する点検デー

タ（不完全データ）も用いて劣化予測を行うことが可

能となった 5)．さらに，多段階の離散的な健全度で劣

化状態が記述される施設に対して，複数の劣化ハザー

ドモデルを用いてその劣化過程を記述した多段階指数

劣化ハザードモデル（マルコフ劣化ハザードモデル）6)

や多段階ワイブル劣化ハザードモデル 7)の開発により，

上述の生存時間解析の利点を多段階の健全度推移に対

しても用いることができるようになった．また，これ

らのモデルをもとに混合確率モデルや隠れマルコフモ

デルを定式化することにより，劣化過程のベンチマー

キングや複合的劣化過程の予測など，より複雑な劣化

過程の推定も可能となってきている 8)−12)．本研究に

おいても，このような生存時間解析の考え方を用いて，

高速道路橋鋼床版の疲労亀裂の発生・進展過程を同時

推定するためのモデル（以下，損傷発生・進展モデル

と呼ぶ）を開発する．

(3) 損傷発生・進展モデルと不可観測な劣化発生時点

社会基盤施設の損傷発生・進展モデルに限っても，既

往研究が存在する．力学的な手法に関しては，例えば，

鉄筋コンクリートの損傷発生・進展過程がモデル化さ

れている 13) ．一方，統計的手法に関しては，Madanat

et al.14) が道路舗装の損傷発生・進展モデルを提案し

ている．Madanat et al.のモデルは点検データが獲得

されていれば，対象部材を問わず，鋼床版の疲労亀裂

への適用も可能である．同モデルでは，道路舗装のひ

び割れの発生過程がプロビットモデルで，進展過程が

線形回帰モデルで表現されているが，劣化発生時点の

不可観測性が考慮されておらず劣化が観測された時点

を劣化進展過程の初期時点としているため，鋼床版疲

労亀裂の発生・進展過程に当該モデルを直接適用する

と，疲労亀裂の発生確率を過小評価する可能性がある．

Madanat等の研究グループはMadanat et al.14)を発展

させる形で，社会基盤施設の劣化発生モデルを Coxの

比例ハザードモデルや点検データと試験データを統合

2
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図–1 鋼床版の点検体制

させる方法論を用いて発展させている 15)−17)が，劣化

の進展に関する情報を用いて劣化発生時点の推定精度

を向上させるような方法論は開発されていない．

不可観測な情報を補完しながら社会基盤施設の劣化

過程を推定するための方法論に関しても，2000年代に

入って盛んに研究が行われている．マルコフ劣化ハザー

ドモデルや多段階ワイブル劣化ハザードモデルにおい

ても，積分計算を通じて不可観測な健全度情報を補完

し尤度が定式化されている．さらに，隠れマルコフモ

デルにおいて点検データの時間的不整合性を，MCMC

法において潜在変数を用いた方法論を用いて解消する

方法論が提案され 8)−10)，体系化されつつある 18)．さ

らに，本研究における，不可観測な劣化開始時点を補

完しながら劣化予測モデルを推定するという点は，既

往研究 19)においても共通する考え方である．当該研究

では，パラメトリックに劣化過程を非線形モデルとし

て与え，それにより不可観測な点検開始時点を含む劣

化過程全体を推定していたのと比べ，本研究では，不

可観測な疲労亀裂の発生時点を 1）疲労亀裂の発生の有

無に関する点検データ，2）発生した疲労亀裂長さに関

する点検データ，の 2種類のデータを同時に用いるこ

とにより，疲労亀裂の発生時点を表す潜在変数の推定

精度の向上を通じて，疲労亀裂の発生・進展過程の予

測精度の向上を図る．このように，社会基盤施設の損

傷発生に関する点検データと発生後の損傷進展度合い

を表す点検データを同時に用い，損傷発生時点の不可

観測性を補完しながら，損傷発生・進展過程をモデル

化するための方法論は，著者等の知る限り過去には開

発されておらず，高速道路鋼床版に対して適用した事

例も存在しない．

(4) 鋼床版の点検体制

高速道路会社では，管理する鋼床版に存在する溶接

部における疲労亀裂の発生の有無や発生している疲労

亀裂の長さなどを時間的に離散的な点検によって記録

している．図–1に本研究が対象とする鋼床版の点検体

制を示す．鋼床版内の全ての溶接部は，ある時点で一

斉に点検され，点検結果が点検データとして記録され

ている．このような疲労亀裂の点検体制において，疲

労亀裂が発生した瞬間の時点を観測することは不可能

であり，点検と点検の間に疲労亀裂が発生したという

情報のみがモデルの推定に利用可能である．このよう

3
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図–2 鋼床版の概要図

な疲労亀裂の発生時点の不可観測性に対しては，生存

時間解析における不完全モニタリングデータ 5)に対す

る考え方を用いてワイブル劣化ハザードモデルの推定

を行うことも可能であるが，点検間隔が長い場合や過

去の点検データが利用不可能な場合には，このような

点検データの不完全性が推定されるハザード関数の形

状に大きな影響を与えると考えられる．一方，本研究

では，疲労亀裂の発生・進展過程を同時に表現するた

め，点検と点検の間に疲労亀裂が発生したという情報

に加え，疲労亀裂の発生後の疲労亀裂長さの進展に関

する情報も疲労亀裂発生モデルの推定に利用すること

ができ，モデルの推定精度の向上を図ることができる．

(5) 鋼床版に発生する疲労亀裂

高速道路鋼床版上を通過する交通荷重は，荷重を直

接支えるデッキプレート，鋼床版の剛性を高めために

デッキプレート下面において橋軸方向に接合されてい

る縦リブ，橋軸直角方向に溶接されている横リブによっ

て支持され，桁に伝達される．鋼床版には様々な種類

が存在するが，本研究では図–2に示すような主たる縦

リブ形状として閉断面リブの一種である逆台形断面の

トラフリブ（以下，Uリブと呼ぶ）が用いられている

鋼床版を対象とする．近年，このような鋼床版におい

て，デッキプレートとUリブとの溶接ルート部（以下，

溶接部と呼ぶ）を起点とした疲労亀裂の発生が多数報

告されている 20)．このタイプの疲労亀裂は進展すると

デッキプレートを貫通し，路面の陥没を招く危険性が

あるため，鋼床版の維持管理上，重要なタイプの疲労

亀裂である（鋼床版に発生する疲労亀裂にはこの他に

も様々な種類が存在するが，これ以降本論文において

単に疲労亀裂という言葉を用いている場合には，この

種の疲労亀裂を指すものとする）．溶接部を起点とする

疲労亀裂の発生原因は，車両載荷直下で発生するデッ

キプレートの局所的なたわみとそれに伴う閉断面リブ

の板曲げ変形により，溶接部に高い応力集中であるこ

とが，車両載荷時の鋼床版の FEM解析結果から明らか

にされている 21)．鋼床版の疲労亀裂は，一般に車両載

荷位置の直下で発生し，さらに大型車が多く走行して

いる車線において，疲労亀裂が多数発生する傾向があ

る 1)．このため，例えば首都高速道路においては，車

両軸重を用いた疲労環境の評価手法に基いて疲労環境

の評価が行われている 22)．

以上の背景を踏まえ，本研究では，疲労亀裂に着目

し，点検データに基づいて疲労亀裂の発生を予測する

方法論を提案する．その際には，前段落で述べたよう

な疲労亀裂の発生の特徴に着目し，鋼床版において疲

労荷重を直接受ける溶接部，すなわち輪荷重直下に位

置する溶接部を疲労亀裂の発生・進展予測の最小単位

とする．具体的には，対象とする鋼床版の全ての溶接

部における疲労亀裂の発生と進展の過程をハザードモ

デルを援用してモデル化し，点検データに基いてモデ

ルを推定することにより，疲労亀裂の発生と進展を再

現する．ただし，どの溶接部においても最大で 1つの

疲労亀裂しか発生しないこととする．

3. モデルの定式化

(1) 疲労亀裂発生モデル

鋼床版における溶接部に疲労亀裂が発生するまでの

過程を表現するための疲労亀裂発生モデルを，ワイブル

劣化ハザードモデル 5)に基いて定式化する．いま，任

意の鋼床版内に存在するある単一の溶接部に着目する．

当該溶接部が属している鋼床版の供用開始時点を始点

とする時間軸を導入し，時点 t ∈ [0,∞]をこの時間軸

上において定義する．鋼床版の供用開始時点から任意

の時点 tまで，当該溶接部に疲労亀裂が発生しない確

率 F̃ (t)は，鋼床版の供用開始時点から時点 tまでに当

該溶接部に疲労亀裂が発生する確率 F (t)を用いて，

F̃ (t) = F (t)− 1 (1)

と表せる．ここで，当該溶接部において時点 tまで疲労

亀裂が発生せず，かつ微小期間 [t, t+ δt]の間に疲労亀

裂が発生する条件付き確率は，

h(t)δt =
f(t)δt

F̃ (t)
(2)

と表せる．式 (2)中の h(t)は一般にハザード関数と呼

ばれる．ハザード関数 h(t)に，

h(t|λ, α) = λαtα−1 (3)

で表されるワイブル分布を設定することにより，ワイ

ブル劣化ハザードモデルを表現できる．ワイブル劣化

ハザードモデルの確率密度関数および生存関数はそれ

4
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ぞれ，式 (1)から式 (3)を用いて，

fwe(t|λ, α) = λαtα−1 exp (−λtα) (4a)

F̃ (t|λ, α) = exp (−λtα) (4b)

と導出できる．さらに，本研究では疲労亀裂の発生過

程に影響を与える可観測要因を特性変数として考慮す

るために，未知パラメータ λおよび αをそれぞれ，

λ = exp(xϕ′) (5a)

α = exp(yψ′) (5b)

と定義する．記号「′」は転置操作を表す．また，x =

(x0, · · · , xI)は疲労亀裂の発生速度に影響を与える特性
変数ベクトル，ϕ = (ϕ0, · · · , ϕI)は各特性変数が疲労
亀裂の発生速度へ及ぼす影響の度合いを表現する未知

パラメータベクトルである．I は特性変数の数を表す．

なお，x0ϕ0は定数項を表すとし，x0 = 1とする．一方

で，y = (y0, · · · , yJ )は疲労亀裂の発生加速度に影響を
与える特性変数ベクトル，ψ = (ψ0, · · · , ψJ)は各特性

変数が疲労亀裂の発生加速度へ及ぼす影響の度合いを

表現する未知パラメータベクトルである．J は特性変数

の数を表す．なお，y0ψ0 は定数項を表すとし，y0 = 1

とする．

(2) 疲労亀裂進展モデル

鋼床版における溶接部に発生する疲労亀裂の進展過

程を表現するための疲労亀裂進展モデルを，連続量を

用いた劣化ハザードモデル 19)に基いて定式化する．い

ま，任意の鋼床版内に存在するある単一の溶接部に着

目する．当該溶接部における疲労亀裂の発生時点を原

点とする時間軸を導入する．この時間軸上の任意時点 t

における疲労亀裂の長さを r とする．疲労亀裂の進展

過程を，

r = exp(−B)fba(t,β) (6a)

B = σw (6b)

と表現する．ここに，B は疲労亀裂の進展過程の異質

性を表現する指標である．ただし，wはいま着目してい

る溶接部の疲労亀裂に固有な劣化要因を表す確率誤差

項，σは偏差パラメータである．また，fba(t,β)はベー

スラインの劣化過程を表す劣化モデル（以下，ベース

ラインモデル）であり，tに関して単調増加関数である．

また，β = (β1, · · · , βN )はベースラインモデルを特徴

づける未知パラメータベクトルである．exp(−B) = 1

が成立する場合，劣化曲線はベースラインモデルに一

致する．力学的モデルにより理論的曲線を導出できる

場合には，理論的曲線をベースラインモデルとして用

いることができる．

ここで，式 (6a)の両辺の対数を取れば，

ζ = ln fba(t,β)

= ln r + σw (7)

を得る．ただし，ζ = ln fba(t,β)は非線形化された寿

命インデックスである．確率変動項 wが確率密度関数

gw(w) = exp{−w − exp(−w)} (8)

で表現される標準ガンベル分布に従うと仮定する．た

だし，E(w) = γ（E(w)：w の期待値）であり，γ (=

0.57722 · · · )はオイラー定数である．式 (6a)を，

w =
ζ − ln r

σ
(9)

と書き直し，確率密度関数 (9)の変数変換を行う．その

結果，疲労亀裂の長さが r に到達するまでの寿命イン

デックス ζ の条件付き分布を表す確率密度関数は，

hζ(ζ|r) =
1

σ
gw

(
ζ − ln r

σ

)
=

1

σ
exp

{
− exp

(
−ζ − ln r

σ

)
− ζ − ln r

σ

}
(10)

と表すことができる．寿命インデックス ζ = ln f(t,β)

には未知パラメータ β が含まれている．寿命インデッ

クスの 1階微分を fwe,d(t,β) = dfwe(t,β)/dtと表記す

れば，

dζ =
fwe,d(t,β)

fwe(t,β)
dt (11)

が成立する．したがって，管理水準 r に到達するまで

の実寿命 tの条件付き分布を表す確率密度関数は，

ϑ(t|r)

=
fwe,d(t)

σfwe(t)
exp

{
− exp

(
− ln fwe(t)− ln r

σ

)
− ln fwe(t)− ln r

σ

}
(12)

と表される．確率密度関数 (??)より，生存関数は，

Sw(w) = 1−
∫ w

−∞
gw(w)dw

= 1− exp{− exp(−w)} (13)

と表現される．寿命インデックス ζ が経過した時点で，

劣化管理指標値が r まで到達していない確率は，生存

関数

Sζ(ζ|r) = Sw

(
ζ − ln r

σ

)
= 1− exp

{
− exp

(
−ζ − ln r

σ

)}
(14)

を用いて表現できる．さらに，実経過時間 tに関する生

存関数は，次式で表される．

St(t|r) = 1− exp

{
− exp

(
− ln fwe(t)− ln r

σ

)}
(15)
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(3) ベースライン関数の導出

疲労亀裂進展の力学的モデルとしては，ParisとErdo-

ganが提案したParisの疲労亀裂進展則（Paris fatigue-

crack-propagation law）29)が知られている．この法則

では，疲労亀裂進展速度 dr/dN を，

dr

dN
= Ama (∆Kth)

mma (16)

と表現する．ここに，N は荷重の繰り返し載荷回数，

Amaおよびmmaは材質によって決まる定数，∆Kthは応

力拡大係数範囲（fatigue-crack-propagation threshold）

である．なお，この応力拡大係数範囲∆Kth は，

∆Kth = ∆σstYco
√
πr (17)

と表せる．ここに，∆σst は応力範囲，Yco は無次元の

修正係数である．ここで，初期疲労亀裂長さ r(0)から

任意の疲労亀裂長さ r(N)まで疲労亀裂が進展するまで

に必要な荷重の繰り返し載荷回数N を，式 (16)の両辺

の逆数を取って，さらに両辺を rで r(0)から r(N)ま

で積分することにより，∫ r(N)

r(0)

dN

dr
dr =

∫ r(N)

r(0)

1

Ama (∆Kth)
mma

dr(N)

(18)

が成立する．式 (18)をN に関して整理すると，

N =

∫ r(N)

r(0)

1

Ama (∆Kth)
mma

dr(N) (19)

と求めることができる．ここに，式 (17)を代入すると，

N

=

∫ r(N)

r(0)

1

Ama (∆σst)
mma Yco

mπ
mma

2 r(N)
mma

2

dr(N)

=
1

Ama (∆σst)
mma Yco

mmaπ
mma

2

·
[

1

−mma

2 + 1

{
r(N)

−mma
2 +1 − r(0)

−mma
2 +1

}]
(20)

となる．上式は r(N)について，

r(N) =
{(

−mma

2
+ 1

)
Ama

(
∆σstYco

√
π
)mma

N

+r(0)
−mma

2 +1
} 2

−mma+2

(21)

と整理できる．ここで，未知パラメータ β1, β2, β3と導

入し，
β1 =

(
−mma

2
+ 1

)
Ama

(
∆σstYco

√
π
)mma

(22a)

β2 = r(0)
−mma

2 +1
(22b)

β3 =
2

−mma + 2
(22c)

とおくと，式 (21)は，

r(N) = (β1N + β2)
β3 (23)

となる．本研究では，この式 (23)をベースラインモデ

ルと考える．

なお，3.(1)，3.(2)では，時間軸を用いて疲労亀裂

発生・進展過程をモデル化したが，経過時間の代わりに

式 (23)のように荷重の繰り返し載荷数を直接用いて疲

労亀裂発生・進展過程をモデル化することも可能であ

る．本研究では，疲労亀裂発生過程，進展過程ともに

荷重の繰り返し載荷数を時間軸の代わりに用いたモデ

ル化を行う．具体的には，実証分析においては累積 10

トン換算軸数を用いて疲労亀裂発生・進展過程をモデ

ル化する．以下のパラメータ推定手法に関しても，経

過時間に基づくハザードモデルの推定手法を定式化す

るが，適用対象に応じて，荷重の繰り返し載荷数など

に適宜読み替えて欲しい．

4. パラメータ推定手法

(1) MCMC法を用いたベイズ推定

提案したモデルのパラメータを推定するために，本

研究ではベイズ推定法を援用したパラメータ推定のた

めのアルゴリズムを構築する．ベイズ推定法において

は，ベイズの定理を援用することにより，パラメータ

の真の値の確率分布（事後確率分布）を推定する．ベ

イズの定理から，パラメータの事後確率分布は，デー

タが得られる確率（尤度）および情報が無いときのパ

ラメータの確率分布（事前確率分布）に比例する．よっ

て，パラメータの事後確率分布を推定するためには，尤

度および事前確率分布を設定する必要がある．尤度の

定式化に関しては 4.(2)で，事前分布の設定に関して

は付録 (1)で詳述する．

しかし，この事後確率分布が非常に複雑になること

が多いため，それに基づいた議論や考察をすることが

難しくなるといった欠点が存在する．このような問題

を解決するために，1)事前確率分布に事後確率分布と

自然共役な関係にある確率分布を設定する，2)事後確

率分布に従う確率標本を発生させ，確率分分布を表現

するといった手法が一般的に用いられる．

(2) 尤度関数の定式化

パラメータを推定するための情報が得られる確率を

尤度関数として定式化する．本研究では，尤度関数を

定式化するための情報は，図–1に示したような疲労亀

裂に関する点検データとなる．同図には，以下で定義

する文字を記載しているので，適宜参照されたい．い

ま，D個の鋼床版を分析対象とする．個々の鋼床版そ

れぞれに番号：1, · · · , Dを付与する．
ここで，任意の鋼床版 d (= 1, · · · , D) に着目する．

鋼床版 dに対しては，時間的に離散的な点検結果が全

Kd回記録されている．各回の点検の結果として，1)点

検実施時点，2)鋼床版内に存在する全ての輪荷重直下

6
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の溶接部で，疲労亀裂が発生しているか否か，3)疲労

亀裂が発生している溶接部に関して，発生している疲

労亀裂の合計長さ，といったデータが記録されている．

点検結果を時系列に並べ，過去の点検から順に番号：

1, · · · ,Kd を付与する．

鋼床版 d内には，合計 Ad 個の溶接部が存在してい

る．個々の溶接部それぞれに番号：1, · · · , Adを付与す

る．このとき，一般性を損なうことなく，直近の点検に

までに疲労亀裂の発生が記録されていない溶接部（以

下，疲労亀裂未発生溶接部と呼ぶ）の溶接部の番号を

1, · · · , A′
d，一方で，直近の点検までに疲労亀裂の発生

が記録されている溶接部（以下，疲労亀裂発生済み溶

接部と呼ぶ）の溶接部の番号をA′
d +1, · · · , Adとする．

また，個々の溶接部それぞれに，その溶接部が属す

る鋼床版が供用開始した時点を原点とする時間軸を導

入する．これ以降，本節で時点という言葉を使う場合

は，特に断りがない限り，着目している領域が属する

鋼床版が供用開始した時点を原点とする時間軸上の時

点を意味する．第 kd (= 1, · · · ,Kd)回目の点検が実施

された時点を t̄d,k とする．ただし，鋼床版 dの供用開

始時点を t̄d,0(= 0)とする．なお，点検データを表す文

字には，そのことを明確に示すために，記号「¯」を付

している．

また，鋼床版 d内の溶接部における疲労亀裂の発生速

度および発生加速度を表現する構造条件や環境条件等の

複数の説明変数をそれぞれ x̄d,1, · · · , x̄d,I ; ȳd,1, · · · , ȳd,J
とする．ただし，定数項を表現するために，x̄d,0 =

1, ȳd,0 = 1 が成立する x̄d,0, ȳd,0 を導入し，鋼床版 d

の説明変数ベクトルを x̄d = (x̄d,0, · · · , x̄d,I)，ȳd =

(ȳd,0, · · · , ȳd,J)と定義する．
ここで，任意の鋼床版 d (d = 1, · · · , D)内に存在す

るある疲労亀裂未発生溶接部 ad (ad = 1, · · · , A′
d)に着

目する．この溶接部に関して定義される部分尤度関数

ℓd,aは，時点 t̄d,0から時点 t̄d,Kd
まで疲労亀裂が発生し

ない確率として定義できる．よって，式 (4b)を用いて，

ℓd,a(ϕ,ψ|Ξ̄d,a) = F̃ (t̄Kd
|λ, α) (24)

(d = 1, · · · , D; a = 1, · · · , A′
d)

となる．ただし，λ = exp(x̄dϕ
′), α = exp(ȳdψ

′)であ

る．なお，Ξ̄d,a (ad = 1, · · · , A′
d)は，着目している疲労

亀裂未発生溶接部adの尤度関数を定義するために必要な

点検データセットを表し，具体的に Ξ̄d,a = (t̄Kd
, x̄d, ȳd)

で構成される．

一方で，任意の鋼床版 d (d = 1, · · · , D)内に存在する

ある疲労亀裂発生済み溶接部 ad (ad = A′
d+1, · · · , Ad)

に着目する．この疲労亀裂発生済み溶接部において，初

めて疲労亀裂の発生が記録されている点検は，第K ′
d,a

回目の点検であるとする．第 K ′
d,a 回目の点検から第

K ′
d,a回目の点検までの点検で記録されている疲労亀裂

長さをそれぞれ r̄d,a,K′
d,a−1, · · · , r̄d,a,Kd

と表す．

着目している疲労亀裂発生済み溶接部に関する部分

尤度関数 ℓ′d,a は，疲労亀裂の発生過程と進展過程が独

立であると考えると，疲労亀裂が発生する確率と，進

展する確率との積で定義できる．疲労亀裂の発生時点

は記録されていないことが想定されるが，少なくとも

時点 t̄d,K′
d,a−1 から時点 t̄d,K′

d,a
の間に存在することは

判断できる．さらに，疲労亀裂の発生時点がある時点

ξd,a (ξd,a ∈ (t̄d,K′
d,a−1, t̄d,K′

d,a
))となる事象は排反事象

である．よって，式 (4)および式 (12)を用いて，

ℓ′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a)

=

∫ t̄d,K′
d,a

t̄d,K′
d,a

−1

f (ξd,a|λ, α)

·
Kd∏

k=K′
d,a

ϑ (t̄d,k − ξd,a|r̄d,a,k) dξd,a (25)

(d = 1, · · · , D; a = A′
d + 1, · · · , Ad)

となる．ただし，λ = exp(x̄dϕ
′), α = exp(ȳdψ

′)であ

る．なお，Ξ̄d,a (ad = A′
d +1, · · · , Ad)は，着目してい

る疲労亀裂発生済み溶接部 adの尤度関数を定義するた

めに必要な点検データセットを表し，具体的に Ξ̄d,a =

(t̄d,K′
d,a−1, · · · , t̄d,Kd

, x̄d, ȳd, r̄d,a,K′
d,a−1, · · · , r̄d,a,Kd

)

で構成される．

点検データ全体の尤度関数 L(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄)は，分析

対象とする全鋼床版の全溶接部において獲得されてい

る点検データが独立に生起していると考えると，それ

らの同時確率を計算することにより定義できる．よっ

て，式 (24)と式 (25)を用いて，

L(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄)

=

D∏
d=1


A′

d∏
ad=1

ℓd,a(ϕ,ψ|Ξ̄d,a)

·
Ad∏

ad=A′
d+1

ℓ′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a)

 (26)

となる．ただし，Ξ̄ は尤度関数 (26) を定義するため

に必要な点検データセットを表し，具体的に Ξ̄ =

(Ξ̄1,1, · · · , Ξ̄D,AD
)で構成される．なお，読者の便宜を

図るために，付録においてベイズ推定法と MCMC法

を用いたパラメータの推定手法を詳細な説明を加えて

いる．

(3) 尤度関数の完備化操作

尤度関数 (26)は，未知パラメータ ϕ,ψ,β, σに関し

て高次の非線形多項式であり，複素解を含む多くの最

適解を有しているために，最尤推定法を用いて未知パ

ラメータの最尤推定値を求めることは非常に困難であ

7
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る 30),31)．最尤推定法の代わりにベイズ推定法を用いれ

ば，高次の非線形最適化問題を解くことを回避できる

が，尤度関数 (26)が非常に多くの項で構成され，計算

量が膨大になってしまう欠点がある 30)−32)．このよう

な計算上の問題を克服するために，尤度関数の完備化

操作が必要になる．

ここで，任意の鋼床版 d (d = 1, · · · , D)内に存在する

ある疲労亀裂発生済み溶接部 ad (ad = A′
d+1, · · · , Ad)

に着目する．尤度関数 (26) を完備化操作するために，

疲労亀裂発生済み溶接部 adにおける疲労亀裂の発生時

点が ξ̃d,a であると考える．なお，潜在変数を表す文字

には，そのことを明確に示すために，記号「˜」を付し

ている．このとき，部分尤度関数 (25)を完備化操作し

た尤度関数（以下，完備化尤度関数と呼ぶ）は，

ℓ̃′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a, ξ̃d,a)

=

Kd,a∏
k=K′

d

f(ξ̃d,a|λ, α) · ϑ
(
t̄d,k − ξ̃d,a

)
(27)

(d = 1, · · · , D; a = A′
d + 1, · · · , Ad)

と定義できる．ただし，λ = exp(x̄dϕ
′), α = exp(ȳdψ

′)

である．同様にして，全ての疲労亀裂発生済み溶接

部 A′
d + 1, · · · , Ad において，疲労亀裂の発生時点

ξ̃d,A′
d+1, · · · , ξ̃d,Ad

(= ξ̃d)を設定し，部分完備化尤度関

数 ℓ̃′d,A′
d+1, · · · , ℓ̃′d,Ad

を定義することができる．さらに，

分析対象とする全ての鋼床版内の疲労亀裂発生済み溶接

部においても同様に部分完備化尤度関数を定義できる．

よって，点検データ全体に関する完備化尤度関数は，

L̃(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄, ξ̃)

=
D∏

d=1


A′

d∏
ad=1

ℓd,a(ϕ,ψ|Ξ̄d,a)

·
Ad∏

ad=A′
d+1

ℓ̃′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a, ξ̃d,a)

 (28)

と定義できる．ただし，ξ̃は潜在変数ベクトルを表し，

具体的に ξ̃ = (ξ̃1, · · · , ξ̃D)で構成される．完備化尤度

関数 (28)は通常の尤度関数 (26)よりも大幅に簡略化さ

れている．ただし，完備化尤度関数 (28)を構成する潜

在変数ベクトル ξ̃は観測できない変数である．そこで，

この潜在変数ベクトルに関する全条件付き事後確率分

布を，完備化尤度関数 (28)をもとに導出する．疲労亀

裂の発生時点 ξd,aは，期間 (t̄d,K′
d,a−1, t̄d,K′

d,a
)に存在す

るため，

t̄d,K′
d,a−1 < ξd,a < t̄d,K′

d,a
(29)

を満足する．したがって，疲労亀裂の発生時点 ξaが ξ̃a

である確率を表現する全条件付き事後確率分布は，

Prob
[
ξd,a = ξ̃d,a|ϕ,ψ,β, σ, Ξ̄d,a

]
=

ℓ̃′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a, ξ̃d,a)∫ t̄d,K′
d,a

t̄d,K′
d,a

−1
ℓ̃′d,a(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄d,a, ξd,a)dξd,a

(30)

となる．全条件付き事後確率分布 (30)は，未知パラメー

タϕ,ψ,β, σで構成されるため，潜在変数 ξ̃の全条件付

き事後確率分布を先験的に求めることは不可能である．

そこで，MCMC法を用いて，未知パラメータϕ,ψ,β, σ

の確率標本と潜在変数 ξ̃ の確率標本とを反復的にラン

ダム発生させることにより，未知パラメータを推定す

る．このような手続きを用いて推定した未知パラメー

タのベイズ推定値が，尤度関数 (26)のみを用いて推定

した未知パラメータの最尤推定値に収束することが証

明されている 33)．

(4) 疲労亀裂進展モデルのサンプル選択と母集団特性

本研究では，疲労亀裂の発生・進展過程モデルにお

いて疲労亀裂の進展過程を推定する際に，疲労亀裂の

発生している溶接部のみの点検データを用いる．これ

は，疲労亀裂が発生している溶接部であるか否かに関

係ない疲労亀裂の進展に関する普遍的な知見の獲得を

目的とする場合，すなわちバイアスがなくランダムに

発生した疲労亀裂の進展過程をモデル化する場合には，

サンプル選択バイアス 34)が発生している状態であると

捉えられる．また，社会基盤施設の損傷発生・進展モデ

ルの推定においても，Heckmanの提案した方法論 34)

に基づき，サンプル選択バイアスを補正してモデル推

定を行う方法が提案されている 35)．これらの方法では，

損傷の進展量と損傷発生の有無を表す潜在変数のそれ

ぞれの誤差項が多次元正規分布に従い相関していると

仮定し，その相関性を利用しながらサンプル選択バイ

アスを補正する．さらに，多次元正規分布以外の分布

を仮定した場合においても確率変数の変数変換により，

同様の補正が可能である 36)．本研究で提案するような

ハザードモデルに基づく疲労亀裂発生・進展過程モデ

ルにおいても同様の方法によりサンプル選択バイアス

の補正が可能であると考えられるが，その方法の妥当

性の検証などは本論文の範疇を超えると判断し，今後

の課題とする．そのため，本研究では，疲労亀裂が未発

生の溶接部の疲労亀裂の進展過程の不可観測性に起因

するサンプル選択バイアスの影響を排除したのちのラ

ンダムに発生した疲労亀裂群を母集団として分析対象

とした場合には，疲労亀裂の進展過程は疲労亀裂の発

生の有無と無相関に決定できると仮定して疲労亀裂発

生・進展過程をモデル化している点には留意されたい．

しかしながら，疲労亀裂の進展過程が疲労亀裂の発生

の有無に応じて変化するような現象に，本研究で提案
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する方法論を適用することは，疲労亀裂の発生の有無

に起因した疲労亀裂の進展過程特性を持つような実際

に観測される疲労亀裂群を母集団として分析を行って

いると考えることができ，すでに疲労亀裂が発生して

いる溶接部の疲労亀裂の進展過程を適切に評価すると

いうマネジメント上の目的は満足できると考える．

5. 大規模修繕箇所の選定方法

(1) 最適な修繕施策の選択方法

本研究では，修繕施策の評価に対し平均費用法 37)を

用いる．平均費用は，

平均費用 =
総ライフサイクル費用
ライフサイクル期間長

(31)

と定義される．

鋼床版の修繕方法を議論するための時間軸として，カ

レンダー時刻（以下，時刻）を用いる．鋼床版の修繕方

法を決定する単位として個々の径間の個々の車線単位

（以下，修繕単位）で，通常修繕か大規模修繕かを選定

できるとする．以下，鋼床版 d (d = 1, · · · , D)は修繕

単位を意味するものとする．鋼床版の修繕費用に基づ

く修繕施策の最適化問題は以下のように定式化される．

目的関数

⋄ 鋼床版 d (d = 1, · · · , D)の平均費用：ACd

設計変数

⋄ 鋼床版 dに対する修繕施策：OMPd

制約条件

⋄ 鋼床版 dにおける任意の時刻 tでの疲労亀裂発生

済み溶接部数の期待値：gd(t)

⋄ 鋼床版における疲労亀裂発生済み溶接部数の許容
値：M

その他の条件

⋄ 溶接部 1つに対する当て板補修費用：Uj

⋄ SFRC舗装の施工費用：Up

⋄ 現時刻：Tp
⋄ 大規模修繕実施時刻：Tl
⋄ 高速道路の償還時刻：Te
本研究では，鋼床版に対する修繕施策として，1)通常

修繕施策（OMP = 0）と 2)大規模修繕施策（OMP =

1）を設定する．図–3(a)には通常修繕施策を採用した

場合の疲労亀裂発生済み溶接部数と累積修繕費用の時

間変化を表現した詳細図を示している．同図に示すよ

うに，鋼床版における疲労亀裂発生済み溶接部数が疲

労亀裂発生済み溶接部数の許容値M に達した時刻で，

鋼床版内の全ての疲労亀裂発生済み溶接部に対して一

斉に当て板補修が実施される．したがって，この場合

のライフサイクル費用CN,dを，高速道路の償還時刻ま

でに要する鋼床版 dの溶接部の修繕費用 CN1,d と高速

(a) 通常修繕施策

(b) 大規模修繕施策

図–3 疲労亀裂発生済み溶接部数と累積修繕費用の時間変化
を表現した概念図

道路の償還時刻での残存補修費用 CN2,d を足し合わせ

ることにより，

CN,d = CN1,d + CN2,d (32a)

CN1,d = ⌊gd(Te)
M

⌋ ·M · Uj (32b)

CN2,d = mod {gd(Te),M} · Uj (32c)

と定式化する．ここに，記号 ”⌊ ⌋” は床関数を表す．
このとき，平均費用は，

ACd,N =
CN,d

Te − Tp
(33)

と定式化できる．

一方で，図–3(b)には大規模修繕施策を採用した場

合の疲労亀裂発生済み溶接部数と累積修繕費用の時間

変化を表現した概念図を示している．同図に示すよう

に，鋼床版における全ての疲労亀裂発生済み溶接部数が

大規模修繕実施時期 Tpにおいて一斉に修繕され，同時

に舗装路面に対して，SFRC舗装が施工される．SFRC

舗装の施工後には，疲労亀裂は発生しないと考える．し

たがって，この場合のライフサイクル費用 CL,dを，大

規模修繕の実施時期までに要する鋼床版 dの溶接部の
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修繕費用 CL1,d と SFRC舗装の施工費用 CL2,d を足し

合わせることにより，

CL,d = CL1,d + CL2,d (34a)

CL1,d = gd(Tl) ·M · Uj (34b)

CL2,d = AREAd · Up (34c)

と定式化する．ここに，AREAd は鋼床版 dの舗装面

積を表す．このとき，平均費用は，

ACd,L =
CL,d

Te − Tp
(35)

と定式化できる．

鋼床版 dに対する最適な修繕施策OMP ∗
d は，通常修

繕施策を採用した場合の平均費用ACd,N と大規模修繕

施策を採用した場合の平均費用 ACd,Lを比較すること

により，

OMP ∗
d =

0 (if ACd,N < ACd,L)

1 (if ACd,N > ACd,L)
(36)

と決定される．

(2) 本研究におけるアプローチに関する留意点

本研究では，ライフサイクル期間に発生する修繕費

用をライフサイクル費用と設定し，修繕単位ごとに通

常修繕施策を採用したときの平均費用と大規模修繕施

策を採用したときの平均費用を比較し，小さい方の修

繕施策を当該修繕単位の最適修繕施策と決定する．

実施時刻の早い大規模修繕と実施時刻の遅い大規模

修繕に関して比較検討する際に，本研究では，平均費用

法を用い，大規模修繕後にはライフサイクル期間中に

疲労亀裂が発生しないと仮定しているため，図–4に示

すように，実施時刻の早い大規模修繕と実施時刻の遅

い大規模修繕を比較した場合，実施時刻の早い大規模

修繕をすることによって，ライフサイクル期間に発生

する疲労亀裂の累積数を少なくすることができ，それ

らを修繕するためのあて板補修費用も少なくなるため，

大規模修繕の実施時刻が早ければ早いほど，修繕費用

の低減が見込まれる．したがって，当て板補修費用 Uj

や大規模修繕実施時刻 Tpが可変に設定されている条件

のもとで，最適な大規模修繕の実施時刻を検討する際

には，1)大規模修繕施策がより有利となる条件設定と

して，大規模修繕の実施時刻が最小，あて板補修費用

が最大，の場合と 2)通常修繕施策がより有利となる条

件として，通常修繕の実施時刻が最大，あて板補修費

用が最小の 2通りに関しての検討を実施する．その上

で，分析対象の修繕単位を，1)どのような条件設定で

も，通常修繕シナリオの平均費用が低い修繕単位，2)

条件設定によって，通常修繕シナリオの平均費用が低

い場合も大規模修繕シナリオの平均費用が低い場合も

ある修繕単位，3)どのような条件設定でも，大規模修

(a) 実施時期の早い大規模修繕計画

(b) 実施時期の遅い大規模修繕計画

図–4 大規模修繕の実施時期が累積修繕費用に及ぼす影響

繕シナリオの平均費用が低い修繕単位の 3つのグルー

プに分類する．

6. おわりに

本研究では，膨大な数の鋼床版で構成される高速道

路ネットワークシステムの中から，大規模修繕を適用

することが修繕費用の観点から望ましい鋼床版を選定

するための方法論を提案した．修繕費用は，ライフサ

イクル期間中に発生する疲労亀裂の修繕費用と設定し

た．さらに，既設の鋼床版に対する点検業務によって獲

得される情報に基づいた鋼床版のための統計モデルを

開発し，その推定手法を示した．モデルと疲労亀裂の

発生時点を同時にベイズ推定することにより，疲労亀

裂の発生時点の不可観測性を解消している点が，本研

究で開発したモデル推定手法の大きな特長である．さ

らに，本研究で提案した方法論を実際の高速道路に関

するデータに適用した実証分析を行い，本研究の有用

性を示した．本研究によって獲得された知見は，高速

道路橋管理者がアセットマネジメントをより高度化す

るために活用されることが期待される．なお，本研究

で提案した方法論を高速道路橋の点検データに適用し

た実証分析に関しては，研究発表会当日に発表する予

定である．
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付録　ベイズ推定法とMCMC法を用いたパ
ラメータ推定

(1) 事前確率分布の設定

貝戸ら 39)は，未知パラメータの事前確率分布を，技

術者が有する先験的知識に基づいて設定することによ

り，データ数が少ない場合でも，精度良くパラメータ

を推定できるという利点があることを挙げている．し

かし，このような主観に基づき，事前確率分布を設定

するのは，それを用いて推定するパラメータの事後確

率分布に客観性が少ないという問題が存在する．さら

に，尤度関数を決定するために用いるデータや事前分

布の設定によっては，尤度関数に比べて事前確率分布

が圧倒的な情報量を持ち，推定された事後確率分布が

設定した事前確率分布と大差ない場合もある．

そこで，本研究では，モデルの全パラメータの事前

確率分布に無情報事前分布を設定することにより，推

定するパラメータの事後確率分布の客観性を担保する．

具体的には，すなわち確率分布の変数変換を行っても，

少なくとも尤度がある程度存在する範囲においては一

様性を保つようにするために，部分的な一様分布を設

定する．Jeffreysはフィッシャーの情報量の平方根に比

例するように定めることで，このような局所一様分布

が得られることを示している．

(2) 事後確率密度関数の定式化

事後確率密度関数は，尤度関数と事前確率密度関数

の積で定義できる．点検データセット Ξ̄，および潜在

変数ベクトル ξ̃を所与としたときの完備化事後確率密

度関数 Π(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄, ξ̃)は，

Π(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄, ξ̃)

= L̃(ϕ,ψ,β, σ|Ξ̄, ξ̃) (付 1)

と定義できる．

(3) パラメータ推定アルゴリズム

本研究で提案するモデルのパラメータの事後確率分

布を推定するためのサンプルをランダム発生させるため

の具体的なアルゴリズムを以下と付図–1の推定フロー

チャートで説明する．なお，設定したパラメータの初

期値，潜在変数の初期値がパラメータの事後確率分布

の推定に及ぼす影響を小さくするために，記録したサ

ンプリング値を事後確率分布の推定に用いる．

ステップ 1　初期設定

未知パラメータの初期値 ϕ(0),ψ(0),β(0),σ(0) を設定

する．また，潜在変数についても初期値 ξ̃
(0)
を設定す

る．さらに，MCMC法のバーイン回数 n，パラメータ

のサンプリング回数（アルゴリズムの計算回数）nを設

定する．n = 1としてステップ 2に進む．

付図–1 推定フロー

ステップ 2　未知パラメータのサンプリング

ステップ 2-1　 ϕ(n) のサンプリング

ϕ0
(n)をMHアルゴリズムにより，ランダムサンプリ

ングする．ϕ0
(n−1) に対して，ϕ0

(n) の候補点 ϕ0
′ を酔
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歩連鎖

ϕ0
′ = ϕ0

(n−1) + ϵ (付 2)

により発生させる．ここに ϵは平均が 0,分散が σ2の正

規分布に従う乱数（正規乱数）である．

候補点 ϕ0
′ の採択確率 ηは，

η(ϕ0
(n−1), ϕ0

′) =

min
[{

Π(ϕ0
′|ϕ1(n−1), · · · , ϕA(n−1),ψ(n−1),β(n−1),

σ(n−1), ξ̃
(n−1)

, Ξ̄) · q(ϕ0′, ϕ0(n−1))
}/

{
Π(ϕ0

(n−1)|ϕ1(n−1), · · · , ϕA(n−1),ψ(n−1),β(n−1),

σ(n−1), ξ̃
(n−1)

, Ξ̄) · q(ϕ0(n−1), ϕ0
′)
}
, 1
]

(付 3)

となる．候補点を採択するか否かを決定するには，(0, 1)

上の一様乱数 ν を発生させて，

ϕ0
(n) ={
ϕ0

′ if ν ≤ η(ϕ0
(n−1), ϕ0

′)

ϕ0
(n−1) if ν > η(ϕ0

(n−1), ϕ0
′)

(付 4)

とランダムに ϕ0
(n)を決定する．以下，ϕ0

(n)のサンプ

リングと同様に，順次 ϕ1
(n), · · · , ϕA(n)をランダムサン

プリングする．

ステップ 2-2に進む．

ステップ 2-2　 ψ(n) のサンプリング

⋄ 未知パラメータ ψ0
(n) を Π(ψ0

(n)|ϕ(n), ψ1
(n−1),

· · · , ψB
(n−1),β(n−1), σ(n−1), ξ̃

(n−1)
, Ξ̄) からラン

ダムサンプリングする．
...

⋄ 未知パラメータ ψB
(n) を Π(ψB

(n)|ϕ(n), ψ0
(n),

· · · , ψB−1
(n),β(n−1), σ(n−1), ξ̃

(n−1)
, Ξ̄) からラン

ダムサンプリングする．

ステップ 2-3に進む．

ステップ 2-3　 β(n) のサンプリング

⋄ 未知パラメータ β1
(n) を Π(β1

(n)|ϕ(n),ψ(n),

β2
(n−1), β3

(n−1), σ(n−1), ξ̃
(n−1)

, Ξ̄) からランダム

サンプリングする．
...

⋄ 未知パラメータ β3
(n) を Π(β3

(n)|ϕ(n),ψ(n),

β1
(n), β2

(n), σ(n−1), ξ̃
(n−1)

, Ξ̄)からランダムサンプ

リングする．

ステップ 2-3に進む．

ステップ 2-4　 σ(n) のサンプリング

⋄ 未知パラメータ σ(n) を Π(σ(n)|ϕ(n),ψ(n),β(n),

ξ̃
(n−1)

, Ξ̄)からランダムサンプリングする．

ステップ 3に進む．

ステップ 3　潜在変数 ξ̃
(n)
のサンプリング

⋄ 潜在変数 ξ̃
(n)
A′+1 を Prob

[
ξ = ξ̃

(n)
A′+1|ϕ

(n),ψ(n),

β(n), σ(n), Ξ̄A′+1

]
からランダムサンプリングする．

...

⋄ 潜在変数 ξ̃
(n)
A を Prob

[
ξ = ξ̃

(n)
A |ϕ(n),ψ(n),

β(n), σ(n), Ξ̄A

]
からランダムサンプリングする．

ステップ 4に進む．

ステップ 4　確率標本サンプリングの終了判定

稼働検査期間（burn-in period）に抽出された確率標

本を，事後確率分布の推定に用いるのは，確率標本に初

期値の影響が含まれているために，相応しくない．初期

値の影響が十分に排除された確率標本を用いて，事後確

率分布を推定するために，サンプリング回数 nがバーイ

ン回数nよりも小さい場合，n = n+1とし，ステップ 2

に戻る．nがnよりも大きい場合，ϕ(n),ψ(n),β(n), σ(n)

を記録し，ステップ 5に進む．サンプリング回数 nがア

ルゴリズムの終了回数nに達していない場合，n = n+1

とし，ステップ 2に戻る．nが nに達した場合，ステッ

プ 5に進む．

ステップ 5　確率標本の収束判定

Geweke 検 定 に よ り，MH ア ル ゴ リ ズ

ム で 得 ら れ た 各 パ ラ メ ー タ の 確 率 標 本

ϕ(n+1), · · · ,ϕ(n),ψ(n+1), · · · ,ψ(n),β(n+1), · · · ,β(n),

σ(n+1), · · · , σ(n) の収束性を確認する．ここでは，

Geweke 検定 40) を用いて確率標本の収束性を仮説

検定する．Geweke 検定では，標本系列の前半の

一部と後半の一部で確率標本の平均値が同じであ

るかどうかを確認する．具体的には，例えば，確

率標本系列 ϕ0
(n+1), · · · , ϕ0(n) の前半の一部分と後

半の一部分の平均値をそれぞれ µ̂1(ϕ0), µ̂2(ϕ0) と

すると，不変分布である事後分布に収束していれ

ば，µ̂1(ϕ0) = µ̂2(ϕ0) であることが期待される．そ

こで，帰無仮説 H0 : µ̂1(ϕ0) = µ̂2(ϕ0) を対立仮説

H1 : µ̂1(ϕ0) ̸= µ̂2(ϕ0)に対して仮説検定を行い，帰無

仮説 H0 が棄却されるならば確率標本は収束していな

いという 2標本 Z 検定を行う．

仮説検定を行うための標準正規分布に従う検定統計

量（Geweke検定統計量）は，

Zϕ0 =
µ̂1(ϕ0)− µ̂2(ϕ0)√
ν̂21(ϕ0) + ν̂22(ϕ0)

(付 5)
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となる．ここに，

µ̂1(ϕ0) =

n+n1∑
n=n+1

ϕ0
(n)

n1
(付 6a)

µ̂2(ϕ0) =
n∑

r=n−n2+1

ϕ0
(n)

n2
(付 6b)

ν̂21(ϕ0) =
2πf̂1,ϕ0(0)

n1
(付 6c)

ν̂22(ϕ0) =
2πf̂2,ϕ0(0)

n2
(付 6d)

である．ただし，n1, n2はそれぞれ確率標本系列の前半

部分，後半部分を決定するパラメータであり，Geweke

の推奨値に従って n1 = 0.1(n− n), n2 = 0.5(n− n)を

採用する．また，2πf̂1,ϕ0(0), 2πf̂2,ϕ0(0)はスペクトル密

度関数であり，その推定値は，

2πf̂l,ϕ0
(0) = lω̂0 + 2

q∑
s=1

w(s, q)lω̂s,q (付 7)

(l = 1, 2)

として求まる．ここに，

1ω̂0 =

n+n1∑
n=n+1

(ϕ0
(n) − µ̂1(ϕ0))

2

n1
(付 8a)

2ω̂0 =
n∑

n=n−n2+1

(ϕ0
(n) − µ̂2(ϕ0))

2

n2
(付 8b)

1ω̂ (付 8c)

=

n+n1∑
n=n+s+1

(ϕ0
(n) − µ̂1(ϕ0))(ϕ0

(n−s) − µ̂1(ϕ0))

n1

2ω̂ (付 8d)

=

n∑
n=n−n2+s+1

(ϕ0
(n) − µ̂2(ϕ0))(ϕ0

(n−s) − µ̂2(ϕ0))

n2

w(s, q) = 1− s

q + 1
(付 8e)

である．ただし，qは，スペクトル密度の近似度を表す

パラメータであり，Gewekeの推奨値に従って q = 20

を採用する．標準正規分布は原点に関して対象である

から，標準正規分布のパーセント点 Z(φ/2)を用いて，

|Zϕ0 | > Z(φ/2)となった場合，不変分布への収束性に

関する帰無仮説 H0 を，設定した有意水準において棄

却でき，|Zϕ0 | ≤ Z(φ/2)となった場合，帰無仮説 H0

を設定した有意水準において棄却できない．ここに，

Z(φ/2)は標準正規分布においてその点より上側の確率

が 100φ%となるパーセント点である．例えば，有意水

準 5% (φ/2 = 0.025)を設定したとき，Z(φ/2) = 1.96

となる．他のパラメータの確率標本に関しても，同様

に収束の有意性を検定する．確率標本の収束の有意性

が確認できれば，ステップ 7に進む．収束の有意性が

確認できなければ，ステップ 1に戻り，バーイン回数 n

やパラメータのサンプリング回数 nを増やしたり，パ

ラメータの初期値を変更して再度確率標本のサンプリ

ングを実施する．

ステップ 6　事後確率分布に関する統計量の算出

得られた各パラメータの事後確率分布の確率標本を

用いて，事後確率分布に関する統計量を算出する．例

えば，未知パラメータ ϕ0の場合，事後確率分布の期待

値を算出するには，

E[ϕ0] =
n∑

n=n+1

ϕ0
(n)

n− n
(付 9)

と計算する．さらに，100(1− 2κ)%ベイズ信用区間を

算出するには，確率標本 ϕ0
(n+1), · · · , ϕ0(n)を小さい順

に並べ替えた順序統計量 ϕ0
{1}, · · · , ϕ0{n−n}を用いて，

ϕ0
{⌈(n−n)κ⌉} ≤ ϕ0 ≤ ϕ0

{⌊(n−n)(1−κ)⌋} (付 10)

と定義できる．ここに，記号 ”⌈ ⌉” は天井関数を表
し，⌈(n − n)κ⌉は (n − n)κ以上の最小の整数を示す．

また，記号 ”⌊ ⌋” は床関数を表し，⌊(n − n)(1 − κ)⌋
は (n − n)(1 − κ) 以下の最大の整数を示す．例えば，

n = 3, 000かつ n = 13, 000であるとき，90%ベイズ信

用区間 (κ = 0.05)は，[ϕ0
{500}, ϕ0

{9500}]となる．他の

パラメータに関しても，得られた確率標本から同様に

事後確率分布の期待値，ベイズ信用区間を計算して，未

知パラメータの推定は終了となる．
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