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ネットワークに関する研究は古くは18世紀にさかのぼることができるが，Network ScienceあるいはCom-

plex Networkと呼ばれる研究分野は，近年ネットワーク形状を数学的に記述することが提案され，かつネ

ットワークに関する膨大な情報が入手可能となったことにより精力的に研究が進められているものである．

本研究では，交通ネットワーク信頼性解析にNetwork Scienceを援用することを考える．Network Scienceの

世界で示されている頑健性指標と交通工学の分野の中での様々な指標との関係性を考察することで新たな

交通ネットワーク信頼性解析手法に向けた検討を加えたい． 
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1. はじめに 

 

災害発生後の状況下では，重傷患者の搬送や物資輸送，

復旧復興支援のための輸送などに使われるなど，平常時

より増して道路の役割は重要になる．一方，地震・豪雨

などの自然災害によって道路閉塞が生じる可能性があり，

道路は必ずしも頑健とはいえない．道路網の一部区間の

不通によって，集落の孤立や長大な迂回を余儀なくされ

るなどの悪影響が生じる可能性がある．このため，道路

網が深刻な機能不全に陥らないよう，道路不通時の影響

を最小限にとどめる対策が重要である． 

災害時の影響を把握するための一般的な手法には，事

象の発生確率とその事象が生じた際の損失との積の和

（損失の期待値）を用いたリスク評価があり，リスクマ

ネジメントを対象とした研究や河川事業・斜面防災の事

業評価等で広く用いられている．例えば，Nicholson and 

Dalziell1)は，ニュージーランドの道路網を対象にリスク

評価を行い，高頻度で影響度の小さな事象（氷雪による

道路閉塞）は，低頻度で影響度の大きな事象（地震によ

る道路閉塞）よりも経済への影響が大きく優先順位が高

いことを示している．一方で，小林2)は，リスク評価の

主要な対象が高確率で影響度の大きな事象であり，低確

率の事象は，損失が大きかったとしても，リスクの小さ

いものと扱われてしまう可能性があると指摘している． 

交通ネットワークの研究分野では，災害時の影響を緩

和することを目指して多くの研究が蓄積されてきた．そ

れらの研究経緯と課題は，初期から90年代前半の研究に

ついて整理した岡田ら3)，最近までの研究を整理した中

山4)，研究課題のフレームを整理した倉内ら5)のレビュー

が詳しい．現在，低頻度で影響度の大きな事象をどのよ

うに考慮するかという研究課題があり，一つの方向性と

して事象の生起確率には重きをおかず事象の影響度のみ

に着目するネットワーク脆弱性の考え方が提案されてい

る．Taylor et al.6)はリンクの被災によって，アクセシビリ

ティが大幅に減少するノードを脆弱性の高いノードと定

義している．Bell7)は総走行時間を最大化しようとする邪

悪な存在とそれを避けようとするドライバーとの間のゲ

ームの帰結として，ネットワークの総走行時間の増加に

影響の大きなリンクを抽出する方法を提案している．ま

た，Kurauchi et al.8)はリンク途絶によってネットワーク容

量の減少が大きなものを重要なリンクとする容量脆弱性

の考え方を提案している．ただし，容量を考慮する場合，

交通需要のインプットは不可欠であり，需要の大きさに

よって異なる結果となる可能性がある．また，非常時の

交通需要は平常時のそれとは大きく異なり，平常時のデ

ータを用いて議論することは適切ではないといえる． 

このような背景のもと，Kurauchi et al.9)は，交通需要を

扱わず，到達の可能性を評価する接続脆弱性の概念を提

案している．接続脆弱性とは，「二点間の接続性につい

て，途絶確率を考慮せず途絶発生時の影響のみによるネ

ットワークの弱さ」と定義することができ，この値によ

りネットワーク全体の接続性に影響を及ぼす重要なリン
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クや接続性が失われやすい脆弱なノードを見つけ出すこ

とが可能である．Kurauchi et al.9)では，二地点間のリンク

を共有しない独立な経路（非重複経路）を数え上げるこ

とで，確率を扱わず被災時の到達の可能性を評価してい

る．また，倉内ら10)は，この考え方を台湾道路ネットワ

ークに適用し，ある接続性を確保する場合における全て

の出発地と複数の災害対策センターとの走行時間の最小

化問題を解き，施設配置問題に応用している．さらに，

原田ら11)は，先行研究の方法を拡張し，Taylor et al. 6) の提

案する脆弱性の考え方と合致する評価方法を構築した． 

また，ネットワークの接続性，連結性の研究は従来か

ら行われており，例えば若林・亀田12)，若林13)は，ロ

マ・プリエタ地震や阪神淡路大震災を対象とし，連結信

頼度指標を用いた連結信頼性評価を行っている．さらに，

南ら14)は，拠点的医療施設への2系統アクセスを保証す

るためのネットワーク構造を検討している．  

上記の筆者らの接続性に関する一連の研究や，連結信

頼性指標を活用した研究においては，ネットワーク容量

計算や混雑度計算のように配分計算を必要とはしないも

のの，最短経路探索アルゴリズムを援用することや，途

絶可能性の数え上げなど特に大規模ネットワークにおい

ては計算が困難であるものが多い．さらに，Kurauchi et 

al.9)でも指摘されているとおり，接続性評価においては，

取り扱うネットワークの詳細度や範囲により結果が変化

する危険性がある．そのため，大規模ネットワークにお

いても容易に計算できる方法論の構築が求められている． 

本研究では，このような大規模ネットワークにおける

信頼性評価のために，Network Science の知見を援用する

ことを考えた．Network Science とは，複雑なネットワー

ク（Complex Network）やシステムを研究するプラットフ

ォームである．たとえば，2013 年に創刊された Network 

ScienceのEditorial15)には，以下のように表現されている． 

“we view network science as the study of the collection, 

management, analysis, interpretation, and presentation of 

relational data.” 

 この文言を見る限り，関連するデータ間の分析や解釈

全般を含むことになる．高度に複雑化した現在では，

「どこにでもネットワークは存在」し，それらを分析す

るための科学（Science）は重要な意味を持つだろう．ま

た，当然ながらNetwork Scienceの文脈において，ネット

ワークやシステムが有効に機能することは重要な評価指

標であり，それゆえNetworkの脆弱性（Vulnerability），頑

健性（Robustness），そして強靱性（Resilience）に関連す

る分析論も多く提案されている．本稿においては，

Network Scienceの考え方を交通ネットワーク信頼性解析

に適用するための第一歩として，ネットワークの性質を

表す指標と交通工学的知見からの指標との関係性を考察

した結果を示す． 

 本論文の構成は以下の通りである．1.では，本研究の

背景と目的を述べた．2.では，ここで活用する，交通工

学的観点からのネットワーク評価指標について説明する．

続いて，3.ではNetwork Scienceの分野で活用される基本的

な指標についてその定義と性質について述べる．さらに，

4.ではこれらの指標間の関係性について簡単なネットワ

ークで考察を行う．5.において，本研究で得られた知見

をまとめ，今後の展開の可能性を論じる． 

 

 

2. 交通工学的な信頼性評価指標 

 

(1) 非重複経路本数 

 交通ネットワークの評価にあたり，脆弱性の観点を重

視し，事象の発生確率ではなく，生起した後の事態の深

刻さを計測する指標として，Kurauchi et al.9)は，非重複経

路本数を数え上げる方法を提案している．これは，OD

ペア間について，「リンクを共有することなく接続可能

な経路の本数」を意味しており，もしODペア間に𝑛個

の非重複経路が存在する場合，最悪𝑛 − 1個のリンクが

途絶したとしても接続性を保つことが保証される．重複

性の低いネットワーク形状であれば，最悪ケースにおい

ても十分な接続性を確保することが可能といえるだろう． 

今，道路ネットワークを𝐺(𝐕, 𝐄)の有向グラフとして

表す．ただし，𝐕はノード集合，𝐄はリンク集合である．

また，𝑥𝑎を二値の決定変数とし，あるリンクが非重複

経路を構成していれば1そうでなければ0とする．ODペ

ア𝑖𝑗間に存在する非重複経路の数を𝑛𝑖𝑗とすると，次の3

つの条件が満たされている必要がある；1)非重複経路を

構成するリンク集合のうち，出発ノード𝑖に接続してい

る流出方向のリンク数と到着ノード𝑗に接続している流

入方向のリンク数はどちらも非重複経路数𝑛𝑖𝑗に等しい．

2)非重複経路を構成するリンク集合のうち，途中のノー

ド𝑒(𝑒 ∈ 𝐕, 𝑒 ≠ 𝑖, 𝑗)に接続する流入方向のリンク数と流

出方向のリンク数は等しい（フローの保存）．3)出発ノ

ード𝑖へ流入するリンクと到着ノード𝑗から流出するリン

クは経路を構成するリンク集合には含まれない．これよ

り，ODペア𝑖𝑗間において，所与の非重複経路𝑁本を保証

しつつ，経路の所要時間の総和が最小となる最適化問題

は，次のように記述することができる． 

 max
𝑁𝑖𝑗

𝑁𝑖𝑗  (1) 

     subject to 

 ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑜𝑢𝑡(𝑖) = 𝑁𝑖𝑗 , ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑖𝑛(𝑖) = 0 (2) 

 ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑜𝑢𝑡(𝑗) = 0, ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑖𝑛(𝑗) = 𝑁𝑖𝑗 (3) 

 ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑜𝑢𝑡(𝑒) = 0 −  ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝑖𝑛(𝑒) = 0   

                                                   ∀𝑒 ∈ {𝑒 ∈ 𝐕, 𝑒 ≠ 𝑖, 𝑗} (4) 

 𝑥𝑎 = {0,1}, 𝑒 ∈ 𝐕, 𝑒 ≠ 𝑖, 𝑗 (5) 
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ここで，𝑁𝑖𝑗はODペア𝑖𝑗間の非重複経路数（未知変数か

つ目的関数），𝑜𝑢𝑡(𝑒)はノード𝑒からの流入リンク集合，

𝑖𝑛(𝑒)はノード𝑒への流入リンク集合である．この問題は

制御変数𝑥𝑎が0 − 1変数である線形計画問題であり，与

えたネットワークの任意の OD ペア𝑖𝑗について存在する

非重複経路数𝑁𝑖𝑗が求まる．ここでは，非重複経路の最

大本数を求めることができるが，どのような経路を選択

するかは決められておらず，一意には決まらない．

Kurauchi et al.9)においては，この問題を解いて得られた最

大非重複経路数を制約条件として，それらの経路の所要

時間の総和が最小となる，「最短𝑛番目非重複経路」を

求めることも行っているが，ここでは純粋な接続本数に

分析をとどめておく． 

 非重複経路本数は ODペアごとに求まるものである．

そのため，OD ペア数が多ければその分上記の最適化問

題を繰り返す必要がある．一方で，災害時の機能評価を

考える場合，ある地域の防災機能を評価する際に特定の

地域への接続ではなく，「他の地域への接続」を評価す

れば十分であるともいえる．これについては，仮想の到

着セントロイドを設定し，自身以外のセントロイドから

そこまでの仮想リンクを設定することで評価が可能であ

る 11)． 

 

(2) ネットワーク容量 

 非重複経路数は，OD ごとあるいはある地域を評価す

るための指標であった．一方で，ネットワーク全体の性

能評価のための指標として，ここではネットワーク容量

（Network Capacity）を取り上げる．ネットワーク容量と

は，「所与の ODパターンの元，ネットワークに渋滞が

起こることなく受け入れ可能な交通量」と定義すること

ができる．これを求めるためには，所与の需要をリンク

に割り当てる必要があり，一般的には利用者均衡配分を

仮定して交通量を割り当て，交通量が容量を超えない需

要レベルを求める 2レベル最適化問題として定式化され

る 16)．ネットワーク容量は，現時点の交通需要に対して

ネットワークが十分な機能を有しているのかを判断する

ために有用な指標といえる．さらに，現在の需要に対し

てそれぞれのリンクがどの程度余裕があるかについても，

様々なサービス変動に対する有用な情報を与えうる．こ

の指標は，「供給予備力（reserved capacity）」と呼ばれ，

ネットワークの余裕量を示す指標である 17)． 

ネットワーク容量を算定するにあたり，利用者均衡配

分を下位問題として取り扱う場合，上位問題が生成交通

量の 1変数の最適化問題ではあるものの候補解ごとに利

用者均衡状態を求める非線形最適化問題を解く必要があ

り，計算効率性は高くない．そのため，ここでは，容量

制約つき直角関数利用者均衡配分（Capacitated User Equi-

librium Assignment with right-angle function）18)を用いることと

した．この手法は，配分問題としては総走行時間最小化

問題を解くことで最適リンク交通量を求めるが，一方で

容量を超えるリンクに対してはシャドウプライスとして

遅れ時間を加味し，各 ODペア間の等時間原則を表現す

る方法論である．一般的な BRT 関数などをベースにし

た利用者均衡配分とは得られるフローは異なるが，線形

計画問題として利用者均衡配分問題を解くことができる

ため，計算負荷が大きく軽減されることが特徴的である．

この問題は次のように定式化できる． 

 max
𝐱

𝑍 (6) 

subject to 

∑ 𝑥𝑎𝑑𝑎∈𝑖𝑛(𝑖) − ∑ 𝑥𝑎𝑑𝑎∈𝑜𝑢𝑡(𝑖) =

{

−𝑍𝑔𝑖𝑑 if 𝑖 ∈ 𝐎

∑ 𝑍𝑔𝑗𝑖𝑗∈𝑅−𝑑 if 𝑖 = 𝑑

0 otherwise

, ∀𝑑 ∈ 𝐃
   (7) 

 ∑ 𝑥𝑎𝑑𝑑∈𝐷 ≤ 𝑠𝑎  ∀𝑎 ∈ 𝐄 (8) 

 𝑥𝑎𝑑 ≥ 0 ∀𝑎 ∈ 𝐄, 𝑑 ∈ 𝐃 (9) 

ただし，𝑍：総生成交通量（未知変数，ネットワーク容

量）， 𝑥𝑎𝑑：目的地𝑑に向かう交通のうち，リンク𝑎を

通る交通量（未知変数），𝑔𝑜𝑑：OD 確率（∑ 𝑔𝑜𝑑𝑜𝑑 =

1），𝑠𝑎：リンク𝑎の容量，𝐎：出発地集合，𝐃：目的地

集合，𝐄：リンク集合． 

 なお，ネットワーク容量は，所与の ODパターンを前

提をしているため，災害時に生起しうる ODパターンと

は異なる可能性がある．一方で，災害時には ODパター

ン自身が変化するため，災害時のネットワーク機能を表

現しているとは限らない．しかしながら，平常時の交通

需要を処理可能であるネットワークであれば，少なくと

も平常時に向けて回復する交通需要を対処できるといえ

るため，災害に対する耐性は高いといえるだろう．さら

に，Kurauchi et al.19)はネットワーク容量を評価指標とし，

混雑が発生しない条件にてこれを最大化する，つまりネ

ットワークの効率性を最大化する災害発生後のエリア交

通規制方法を提案している． 

 

 

3. Network Scienceに基づく評価指標 

 

 本章では，Network Science に関連した評価指標につい

て説明する．また，それらの指標を計算するための基礎

指標についても言及する． 

 

(1) 基礎的な指標 

 ここでは，特にスペクトラルグラフ理論 20)を活用する

ことを考える．スペクトラルグラフ理論とは，グラフの

持つ特性を隣接行列，ラプラシアン行列などを活用して

考察するものである．なお，ここで取り扱うのは無向リ
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ンクとする． 

a) 隣接行列 

 隣接行列（Adjacency matrix）とは，ネットワーク上の

接続関係を表現するものである．今，ネットワークが

𝐺 = (𝐕, 𝐄, 𝐰)で表現されるものとする．ただし，𝐕はノ

ード（vertex）の集合，𝐄はリンクの集合，そして𝐰は各

リンクに紐付けられた重み（> 0）であるとする．この

とき，隣接行列𝐀𝐺は，大きさ|𝐕| × |𝐕|であり，以下を

要素に持つ行列である． 

 𝑎𝑢𝑣 = {
𝑤𝑒  if 𝑒 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐄,

0 otherwise  (10) 

つまり，ネットワーク上のノード𝑢から𝑣に向けてリ

ンクがある場合，そのリンクに対応する重み𝑤𝑒を要素

に持つ．もし，重みを考慮しない場合，𝑤𝑒 = 1とする．

無向リンクの場合隣接行列𝐀𝐺は対称行列となる．  

b) 次数行列 

 次数行列とは，重みがない場合には各ノードに流入，

あるいは流出するリンクの数になる．また，重み付きの

場合には，その重みの和である． 

 𝑑𝑢𝑢 = ∑ 𝑎𝑢𝑣𝑣∈𝐕 , 𝑢 ∈ 𝐕. (11) 

なお，無向リンクの場合にはこの値は列和をとっても

行和をとっても一致する．なお，上記の𝑑𝑢𝑢を対角行列

にもち，それ以外の要素をゼロとする行列を次数行列

𝐃𝐺と定義する． 

c) ラプラシアン行列 

 ラプラシアン行列とは，隣接行列および次数行列を用

いて以下のように定義できるものである． 

 𝐋𝐺 = 𝐃𝐺 − 𝐀𝐺  (12) 

 定義より，ラプラシアン行列の列和あるいは行和はゼ

ロになる． 

d) 正規化ラプラシアン行列 

 正規化ラプラシアン行列とは，ラプラシアン行列の対

角要素を 1に正規化したものであり，以下の通り定義で

きる． 

 𝐍𝐺 = 𝐃𝐺
−0.5𝐋𝐺𝐃𝐺

−0.5  (13) 

 

(2) 固有値 

𝑛 × 𝑛行列𝐌が対称行列である場合，実数の固有値が

存在する．隣接行列𝐀𝐺 の𝑛個の実数の固有値を

𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑛(𝜇1 ≥ 𝜇2, … , ≥ 𝜇𝑛)とし，またそれに対応し

た𝑛個の互いに直交する固有ベクトル𝝍1, 𝝍2, … , 𝝍𝑛と置

くことにする．このとき，最大固有値𝜆1およびこれに

対応する固有ベクトル𝝍1は以下のレイリー商を最大化

する問題の解として定式化できる． 

 𝜇1 = max
𝐱

𝐱𝑇𝐀𝐺𝐱

𝐱𝑇𝐱   (14) 

 𝝍1 = arg max
𝐱

𝐱𝑇𝐀𝐺𝐱

𝐱𝑇𝐱   (15) 

さらに 2 番目以降の𝑖番目固有値については，それま

でに見つかった𝑖 − 1の固有ベクトルと直交しつつ，レ

イリー商を最大化するものとして，以下のようにかける． 

 𝜇𝑖 = max
𝐱⊥𝝍1,…,𝝍𝑖−1

𝐱𝑇𝐀𝐺𝐱

𝐱𝑇𝐱   (16) 

 𝝍𝑖 = arg max
𝐱⊥𝝍1,…,𝝍𝑖−1

𝐱𝑇𝐀𝐺𝐱

𝐱𝑇𝐱   (17) 

続いて，ラプラシアン行列の二次形式について考えて

みる．以下のように書くことができる． 

 𝐱T𝐋𝐺𝐱 = ∑ (𝑥(𝑢) − 𝑥(𝑣))
2

(𝑢,𝑣)∈𝐄  (18) 

この値はいかなる𝐱であっても正の値となるため，ラ

プラシアン行列の固有値は負になることはない．また，

ラプラシアン行列の定義より，ベクトル𝐱をすべての要

素が1のベクトルとすると，レイリー商の値はゼロにな

る．つまり，ラプラシアン行列の固有値を小さなものか

ら順に𝜆1 ≤ 𝜆2 … ≤ 𝜆𝑛とおくと，𝜆1 = 0となる．ラプラ

シアン行列の 2番目最小固有値は，「グラフの幾何学的

接続度（Algebraic Connectivity of Graphs）」と呼ばれてい

る 21)．ラプラシアン行列と同様に，正規化ラプラシアン

行列の固有値も非負となり，さらに少なくとも 1つはゼ

ロをとる．この固有値を𝜈1 ≤ 𝜈2 … ≤ 𝜈𝑛とおくことにす

る． 

 

(3) 接続性指標とその上下界値 

 グラフ特性を表す隣接行列，ラプラシアン行列および

正規化ラプラシアン行列の固有値は，様々な接続に関連

する指標の上界・下界値を与えることが示されており，

それ自身が接続性の指標になり得る． 

a) ネットワークエントロピー（Network Entropy） 

 Demetrius and Manke22)は，ネットワークの頑健性を表す

指標として，Network Entropy を提案している．ここでは，

ネットワーク上の情報の移動をMarkov行列𝐏 = (𝑃𝑖𝑗  )に

よる確率過程と仮定する．𝑝𝑖𝑗は，状態𝑖から𝑗への繊維

を意味しており，∑ 𝑝𝑖𝑗𝑗 = 1，その定常分布は，𝛑 =

𝛑𝐏である．このプロセスの動的エントロピーH(𝐏)をネ

ットワークエントロピーと定義し，次のように記述でき

る 22)． 

 H(𝐏) = ∑ 𝜋𝑖
𝑁
𝑖=1 𝐻𝑖 , where Hi = − ∑ 𝑝𝑖𝑗 log 𝑝𝑖𝑗𝑗  (19) 

 また，ネットワークエントロピーは，ある特定の

Markov 行列𝐏を用いることで，以下のように記述できる． 

 log 𝜇1 = − ∑ 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 log 𝑝𝑖𝑗𝑖𝑗 + ∑ 𝜋𝑖𝑝𝑖𝑗 log 𝑎𝑖𝑗𝑖𝑗  (20) 

 さらに，隣接行列の要素の値が0 − 1の時，すなわち

リンクの重みを考慮しない場合には，(20)式の右辺第 2

項はなくなり，𝐻 = log 𝜇1となる．したがって，ネット

ワークエントロピーの値は，重みのない隣接行列であれ

ば第 1最大固有値の対数（この場合の底は 2）をとった

ものになる．さらに，Demetrius and Manke22)は，ネットワ
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ークエントロピーの値がシステムの頑健性と比例関係で

あることをしめしている． 

 なお，𝐻は，ネットワークの平均次数 𝑑̅および最大次

数𝑑𝑚𝑎𝑥の対数値により上下界値が与えられることが示

されている 23)． 

 max{log 𝑑̅ , 0.5 log 𝑑𝑚𝑎𝑥  } ≤ 𝐻 ≤ log 𝑑𝑚𝑎𝑥 (19) 

 

b) ネットワーク接続性 

グラフのサブセットを𝐒と定義しよう．今，全体のグ

ラフ𝐕からあるサブセット𝐒を分離することを考える．

このとき，𝐒とそれ以外とをつなぐリンクの数を数える

こととする．以下を定義する． 

 𝜕(𝐒) ≡ {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐄: 𝑢 ∈ 𝐒, 𝑣 ∈ 𝐕 − 𝐒} (20) 

 このとき，以下のようなベクトル𝐱𝑠を考える． 

 𝑥𝑆(𝑢) = {
1 𝑚⁄  if 𝑢 ∈ 𝐒

1 (𝑚 − 𝑛)⁄  if 𝑢 ∈ 𝐕 − 𝐒 (21) 

ここで，𝑚はサブセット𝑺に含まれるノードの個数であ

る．このとき， 𝐱𝑆 ⊥ 𝟏であることは明らかである．以

上より， 

 𝜆2 ≤
𝐱𝑆

𝑇𝐋𝐺𝐱𝑆

𝐱𝑆
𝑇𝐱𝑆

=
𝑛

𝑚(𝑛−𝑚)
∑ 𝑤𝑒𝑒∈𝜕(𝐒)  (22) 

と書くことができる．つまり，ラプラシアン行列の第 2

最小固有値は，式(22)で表される指標の最小値をとる．

ここで，右辺の値を最小にすることを考えよう．まず分

数部分について，𝑛が所与であることを鑑みると，𝑚と

𝑛 − 𝑚がほぼ同数，つまりサブセット𝐒と残余セット

𝐕 − 𝐒のノード数がほぼ等分されることにより最小にな

る．また，シグマの中は境界に属するリンクの重みの和

である．つまり，「境界リンクの重みの和が最小になり

つつネットワークをほぼ２等分になるような事象の起き

やすさ」を𝜆2が表しているといえる．ちなみに，元々

ネットワークが非連結である場合には，部分グラフの数

の分の𝜆𝑖の値がゼロになる． 

c) コンダクタンス（conductance）とCheeger定数 

 コンダクタンスとは，以下のように定義される 20)． 

 ℎ(𝐒) =
1

min [𝑑(𝐒),𝑑(𝐕−𝐒)]
∑ 𝑤𝑒𝑒∈𝜕(𝐒)  (23) 

ただし，𝑑(𝐒)はサブセット𝐒の次数の和を表す．コンダ

クタンスも接続性を示すひとつの指標であり，この値が

最小のものをCheeger定数ℎ𝐺と呼ぶ． 

  ℎ𝐺 = min
𝐒⊂𝐕

ℎ(𝐒) (24) 

 また，Cheeger定数の上下界値は Cheeger不等式により， 

  0.5𝜈2 ≤ ℎ𝐺 ≤ √2𝜈2 (25) 

と示されており，正規化ラプラシアン行列の第 2最小固

有値𝜈2により規定される． 

 

 

(4) まとめ 

 以上 Network Scienceに関連し，信頼性や頑健性を表す

指標を示した．それらは隣接行列，ラプラシアン行列，

および正規化ラプラシアン行列の固有値により上下界値

が与えられるものであり，逆にいえば，それらの行列の

固有値を代理指標としてネットワークの信頼性，頑健性

評価が可能となると期待できる．次章では，それぞれの

特性や指標の意味を踏まえ，それらと関連性の高い交通

工学的視点からの指標との関係性を探る． 

 

 

4. 指標間の関係性 

 

(1) 非重複経路数 

 式(19)に示されたとおり，Network Entropy指標𝐻は平均

次数あるいは最大次数により範囲が規定される．そのた

め，「𝜇1は平均的な次数を表すものであるため，あま

り意味がない」といった記述が Network Scienceの文献の

中で散見される．一方で，この値は次数の平均と最大値

により規定されることから，これらの値の差に影響をう

けると考えることができるだろう．さらに，regular ネッ

トワーク，すなわちすべてのノードの次数が等しいネッ

トワークにおいては， 𝑑̅ = 𝑑𝑚𝑎𝑥となるため，𝐻 =

log 𝑑̅となる． 

 ここで，regular ネットワークの性質を考えると，すべ

てのノードから𝑑̅の次数分リンクが存在するため，あら

ゆるノード𝑖からその他のノード𝑗までには，𝑑̅の非重複

経路があるといえる．そのため，ここでは非重複経路数

と𝐻との関係をみてみることとする．関連し，𝜆2，ν2と

𝐻値との関係も併せて考察する． 

 当然ながら，ネットワークの形状により指標値が変化

すると考えられる．ここでは，ノード数 50，平均次数 4

とし，regularネットワーク，Scale Freeネットワーク，お

よび確率𝛽で再結線をする Small Worldネットワークをそ

れぞれ 100個ずつ作成し，すべてのノード間の非重複経

路を求めその平均値を得るとともに，𝐻を計算した．こ

の計算ケースにおいては重みはすべてのリンクで 1とし

ている．なお，𝛽について，0～1まで 0.25刻みで計算し

ており，𝛽 = 0は regular ネットワークを，𝛽 = 1は

randomネットワークを表す．図 1に結果を示す． 

 図を見ると，全体のプロットは直線上に存在しており，

𝐻値と平均非重複経路数には強い相関関係があるといえ

る．詳しくみると，Regularネットワークでは想定通り非

重複経路数は 4，𝐻値は，2（= log2 4）であった．それ

に対し，randomネットワーク，Small Worldネットワーク

は𝐻値が 2.1～2.3 であり，平均非重複経路数が 3～3.7，

Scale Free ネットワークでは𝐻値が 2.6～2.9，平均非重複

経路数が 2.2～2.6となった．つまり，Scale Freeネットワ
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ークでは，巨大なハブが形成される可能性が高まるため，

ある特定のリンクの利用が集中し，平均非重複経路数が

減少したと考えられる．なお，計算時間について，非重

複経路数を数え上げるためには，2,450 回線形計画問題

を解く必要があり，それを求めるのにかなりの時間を費

やした．一方で，この程度の大きなネットワークであれ

ば，固有値は瞬時に求めることが可能であり，計算時間

としては，𝐻値を活用する方が圧倒的に有利である． 

 参考までに，𝜇1から求められる𝐻値と𝜆2，ν2との関係

を考察する．図 2，3にそれぞれ𝐻値と𝜆2，𝐻値とν2の関

係式を示す．𝜆2，ν2ともに，接続性の指標ととらえる

ことができ，その値が小さければ小さいほどより少ない

本数のリンクでネットワークを非連結にすることができ

ることになる．図 2，図 3の外観をみると，ほとんど計

算結果に違いはなくほぼ同様の関係性を有しているよう

である．そのため，図 2についてのみ細かく確認すると，

まずネットワークの形状によってその性質が大きく異な

るようである．Small Worldネットワークに着目すると，

Regular ネットワークが最小の値をとりそこから𝛽が大き

くなるにつれて𝜆2の値が大きくなる傾向にある．また，

同じネットワークの設定であれば，𝐻値と𝜆2は正の相関

性をもつともいえるだろう．また，Scale Freeネットワー

クも概して𝜆2の値は大きく，Random ネットワークとほ

ぼ同等の接続性を有していると考えることができる． 

 

(2) ネットワーク容量 

 ネットワーク容量が決定づけられる要因は，ある特定

の断面においてリンク容量が一杯になり，それ以上代替

経路を見つけ出すことができないためであると考えられ

る．そのため，ネットワーク容量は，リンク容量が比較

的小さい断面を求めれば類似した結果を得ることができ

ると期待できる．今，式(22)や(23)をみると，𝜆2やν2が

規定するネットワーク接続性やコンダクタンスは，その

断面における重みが最小のものを探し出すことになる．

したがって，リンクの重みをリンク容量として𝜆2やν2

を求め，それとネットワーク容量の値との関連性を見る

こととする．Sioux Fallsネットワーク 24)を用いた．元々設

定されていたリンク交通量について，一様乱数を用い，

各リンクの容量を元の設定値の 50%～150%まで変化さ

せた 100の計算セットを用い，ネットワーク容量を計算

する．併せて𝜆2やν2を求め，その関係性を分析した．

図 4に計算結果を示す．図 4には，それぞれの指標値と

ネットワーク容量の関連性を示す散布図と，各指標間の

相関係数を示している．この結果をみると，ネットワー

ク容量は，ラプラシアン行列の第 2最小固有値との関連

性が比較的高い．つまり，𝜆2の値を用いることで，お

およそネットワーク容量の性能評価と同等のことが実施

できる可能性が高い． 

 

図 1 非重複経路数とNetwork Entropyの関係 

 

 

図 2 𝜆2とNetwork Entropyの関係 

 

 

図 3 𝜈2とNetwork Entropyの関係 
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5. おわりに 

 

 以上本研究では，交通ネットワーク信頼性解析への

Network Science の考え方を適用することをめざし，交通

工学的な指標と Network指標との関係性を考察した．そ

の結果，平均非重複経路本数はNetwork Entropy値と，ネ

ットワーク容量は，接続性指標であるラプラシアン行列

の第 2最小固有値と関連性が高いことが確認できた．非

重複経路本数の数え上げやネットワーク容量の算定にお

いては，最適化問題を繰り返し解く必要があり，それと

比較すると固有値問題を解くだけの方法は，計算時間に

関して大きな優位性を持つ．特に，ここで示した方法論

では，せいぜい第 2番目までの最大あるいは最小の固有

値をえるだけで十分であるため，Gram-Schmidt 直交化法

を用いた共益勾配法 25)を用いることで簡単に解を求める

ことができる．今後いくつかのネットワークで計算を実

施し，その計算結果の安定性について検証を加えていく

必要がある． 

 なお，ここで示した方法は，現在あるネットワークの

性能値を調べる方法といえ，ネットワーク内の重要なリ

ンクなどを抽出するものではない．たとえば，𝐻値ある

いは𝜆2，𝜈2の値を大きく低下させるリンクの抽出など

の考え方により，重要リンクの抽出などが可能かどうか，

検証を加えていく必要があるだろう．一つの方法として，

ラプラシアン行列の第 2最小固有値に対応する固有ベク

トルの符号によりネットワークを分割し，その境界リン

クを重要度の高いリンクとすることも考えられる 26)． 

また，交通ネットワーク評価において，全ての交差点

間の接続性を評価することの重要性は薄い．セントロイ

ド間の接続性や，あるいは土木構造物の重要性を測るこ

とが重要であろう． 上記のような考え方に基づいた場

合，そのまま network science の理論を，我々が慣れ親し

んだ道路ネットワークグラフに適用することの意味合い

は大きくないかもしれない．我々が見たい視点に対応し

たネットワークと従来の道路ネットワークグラフが整合

しないのであれば，「我々の視点に適合する抽象ネット

ワーク」を実際の道路ネットワークから作成することも

できるかもしれない．このように，様々な発展の方向性

があり，それらについて今後検討を加えていく予定であ

る． 
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