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交通分野では，ランダム効用理論に基づいた離散選択モデルの中で，操作性の高さからロジットモデルが

多用されている．ロジットモデルの誤差項は極値分布の一つのガンベル分布に従うが，著者らが開発した

一般化ロジットモデルはガンベル分布を特殊形として含む一般化極値分布に従うランダム効用を持つ離散

選択モデルである．本稿では，一般化極値分布をさらに一般化した多変量化一般化極値分布に従い，ネス

ト構造化されたランダム効用を持つ一般化ネスティッドロジットモデルを構築する． 
 

     Key Words :generalized nested logit model, multivariate generalized extreme value distribution 
 
 

1. はじめに 
 
交通分野では，ランダム効用理論に基づいた離散選択

モデルの中で操作性の高さからロジットモデルが多用さ

れている． 
ロジットモデルはランダム効用理論に基づいた離散選

択モデルの一つであり，効用が極値分布の一つであるガ

ンベル分布に従う．効用が正規分布に従う場合はプロビ

ットモデルと呼ばれている．中心極限定理などから類推

できるように，プロビットモデルの方が現象の再現上，

本来的には望ましいとも考えられるが，正規分布の確率

密度関数を積分することができないことを起因として，

プロビットモデルの推定は数値的に扱うもしくは近似的

にしか扱うことができないという欠点を持つ．一方，ロ

ジットモデルは閉形式で問題を記述することができ，数

理的な操作性が高く，プロビットモデルよりもロジット

モデルが多用されている． 
ロジットモデルを基礎としたより精緻化された様々な

モデルがこれまでにも開発されている．ロジットモデル

の問題点である IIA 特性の緩和することができるネステ

ィッドロジットモデルは実務的にも多用されている． 
ロジットモデルで用いられているガンベル分布は極値

分布の一つであるが，ガンベル分布を含むより一般的な

分布として一般化極値分布 1)がある．著者らはロジット

モデルで用いられるガンベル分布を一般化極値分布に拡

張した場合の離散選択モデルを開発した 2)．しかし，そ

のモデルはロジットモデルの一般化ではあるものの，各

選択肢のランダム効用は独立であるという問題点を持っ

ている．本稿では，その問題を緩和するために，一般化

ロジットモデルを多変量化する．選択肢にネスト構造を

仮定し，各選択肢のランダム効用が多変量一般化極値分

布に従う離散選択モデルである．これは従来までのネス

ティッドロジットモデルを一般化したモデルと言える．

このような一般化ネスティッドロジットモデルを構築し，

それを広島市の買い物行動の目的地と交通手段選択行動

の分析に適用し，そのモデルの妥当性等を検討する． 
 
 

2. q一般化ロジットモデル  
（１）一般化極値分布 

ロジットモデルでは，効用（もしくは誤差項）はガン

ベル分布に従っている．ガンベル分布は極値分布の1つ
のタイプであり，ガンベル分布を含むより広い極値分布

には一般化極値分布がある．一般化極値分布はガンベル

分布を一般化したものであり，一般化極値分布の累積分

布関数 )(~ xF は以下の通りである． 
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ここで，γ = 0 の時， [ ]γγ γ
1

0 1lim)exp( xx += → となるた

め，上の式は 
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となり，ガンベル分布であることがわかる．なお，さら

に，θ = 1, μ = 0 の時は標準ガンベル分布である． 
 以降の議論を分かりやすくするために，以下のq-指数
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関数 

[ ] qxqxq
−−+= 1
1

)1(1:)(exp  (3) 

を導入する．これはツァリス統計でよく用いられている

ものである．前述の通り， [ ]γγ γ
1

0 1lim)exp( xx += → で

あり，上述の )(exp xq は q = 1 通常の指数関数となる．つ

まり，exp1(x) = exp(x) である．このようにq-指数関数は通

常の指数関数を特殊形として持つ一般化指数関数の一つ

である．同様に， 

q
xx

q

q −
−

=
−

1
1:)(ln

1
 (4) 

も導入する．このq-対数関数も，q = 1 の時，ln1(x) = ln(x) 
と通常の対数関数であり，対数関数の一般化である．ま

た，lnq(expq[x]) = x であることは容易に分かる． 
 q-指数関数を用いると，一般化極値分布の累積分布関

数 )(~ xF は 
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と書くことができる． 
 一般化極値分布の平均は 
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である．なお，η = 0.572216 (オイラー定数)，Γ(⋅) はガン

マ関数である．q ≥ 2 の時は平均値が存在しない．分散

は 
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である．分散は q ≥ 3/2 の時存在しない． 
 図-1は，q = 1, μ = 0 の場合の一般化極値分布（ガンベ

ル分布）の確率密度関数である．q = 1 の場合の一般化

極値分布はガンベル分布となる．図-1から分かるように，

θ によってばらつきが異なる．なお，ガンベル分布の定

義域は −∞から+∞ までである．図-2は，q = 1/2, θ = 1 の場

合の一般化極値分布の確率密度関数である．q = 1 のガ

ンベル分布の一般化極値分布の定義域は −∞ から +∞ ま
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       図-1  q = 1, μ = 0 の時の一般化極値分布の確率密度関数          図-2  q = 1/2, θ = 1 の時の一般化極値分布の確率密度関数 
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図-3   q < 1, θ = 1,  μ = 0の時の一般化極値分布の確率密度関数 図-4   q > 1, θ = 1,  μ = 0の時の一般化極値分布の確率密度関数 
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でであったが，q ≠ 1の一般化極値分布の定義域は上限も

しくは下限がある．図-2から分かるように，μ によって，

分布が x 軸について平行移動する．図-3は q < 1, θ = 1, μ = 
0の場合の一般化極値分布の確率密度関数である．この

図から分かるように，q < 1 の場合の一般化極値分布は

上限があり，下限はない（−∞ まで）．図-4は q > 1, θ = 1, 
μ = 0の場合の一般化極値分布の確率密度関数である．q 
> 1 の場合は，図-3とは逆に，下限があり，上限がない

（+∞ まで）分布となる．所要時間などは負の値はとら

ず，基本的には自由走行時間以上の値をとるため，この

うような分布をモデル化するためには，ガンベル分布よ

りも一般化極値分布の方が都合が良いと考えられる． 
 
（２）一般化ロジットモデル2) 

前節で述べた一般化極値分布に従うランダム効用を持

つ離散選択モデルを本節では考える．通常のロジットモ

デルでは，ランダム効用 Ui はガンベル分布に従うが，

Ui = vi + εi と確定効用と誤差項（確率項）に分離可能で

ある．しかしながら，このように確定項と確率項が分離

されるために，確定項の大小にかかわらず，効用の分散

が同じになる（homegeneity である）．所要時間などはそ

の平均値が長ければ分散も大きくなることが通常であり，

必ずしもhomegeneityが良いとは限らない．本研究では，

確定項と確率項を分離させない．ランダム効用 Ui の平

均値を効用関数で与えることにする．つまり， 

[ ] ii vU =E  (8) 

である．ここで，E[⋅] は期待値をとる操作子，Ui は選択

肢 i のランダム効用，vi は選択肢 i の効用の平均値である．

このように効用の平均値を効用関数で与えるが，本稿で

は線形効用関数で与えることにする．つまり， 

∑
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とする．ここで， 0iα は選択肢 i の定数項，αk はパラメ

ータ（k = 1, 2,…, K），yik は選択肢 i の k 番目の変数である． 
平均値が vi となる（選択肢 i の）効用が従う一般化極値

分布の累積分布関数 Fi(x) は以下のようになる． 
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入することによって，E[Ui] = vi であることを確認するこ

とができる．ただし，q < 2 でなければならない．また，

q≠1の場合， 0)1(1 ≥−+ ivq でなければならない． 

選択肢 i を選択する確率はその選択肢のランダム効用

が他の選択肢のランダム効用よりも大きい確率であり， 
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として与えられる．ここで，fi(x) は選択肢 i のランダム

効用が従う一般化極値分布の確率密度関数であり，I は
選択肢の総数，Ω は定義域である．ここで，

)(exp: xz q −= とすると，確率密度関数 fi(x) は 
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となる．また，dz/dx = −[expq(−x)]q であり，これらを式(11)
に代入すると， 
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となる．ここで， iΩ̂  は z の定義域である．このように， 
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が得られる．q = 1 の時，上の式は 
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であり，式(14)の一般化ロジットモデルは通常の多項ロ

ジットを含むことが分かる．通常の多項ロジットモデル

と一般化ロジットモデルの違いは，通常のものでは通常

の指数関数が用いられている一方，一般化ロジットモデ

ルでは，その指数関数を一般化された指数関数である q-
指数関数に置き換わっている点である．ロジットモデル

の一般化としては様々なものがあるため，本研究での一

般化ロジットモデルを「q 一般化ロジットモデル」と呼

ぶことにする． 
 式(14)の q 一般化ロジットモデルでは，選択肢の効用

が一般化極値分布となる．これによって，多項ロジット
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モデルでの各選択肢の効用のばらつきが同じという問題

を緩和することができる．このモデルを経路選択に適用

することを考えよう．単純に，vi = − ci と設定してみる．

ただし，− ci は経路 i の所要時間平均である．ランダム不

効用 − Ui の分布（所要時間分布）は図-5，図-6の通りと

なる．なお，いずれも q = 0.5 の場合である．図-5 は所

要時間の平均値が 10と 20の場合であり，図-6は所要時

間の平均値が 50と 60の場合である．多項ロジットモデ

ルの場合は 10，20，50，60 に関わらずばらつきは同じ

になるが，q 一般化ロジットモデルの場合は平均所要時

間が長いほどばらつきが大きく，現実に近い状況を表現

することができている． 
 式(14)は 
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と変形できる．ここで， 
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である．このように，式(14)は効用がワイブル分布に従

う離散選択モデルであるワイビットモデル 3)も含むこと

もわかる．このように，一般化ロジットモデルはワイビ

ットモデルも含む． 
ランダム効用 Ui (i =1, 2,…, I) の最大値の分布の累積分

布関数 )(max xF は以下のように与えられる． 
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このように最大効用の分布も一般化極値分布となる．そ

の平均が式(6)で与えられ，上の式と式 (10) を比較するこ

とにより，最大効用の期待値は 
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となることが分かる．q = 1, の時，max[Uij |∀j] = 
ln[Σi exp(vi)] となり，いわゆるログサムである．この点に

おいても通常のロジットモデルの一般化であることを確

認できる． 
 
 
3. ネスティッドモデルの一般化  
上述の一般化ロジットモデルでは，一般化極値分布を

誤差項に持つものの，それぞれの選択肢の誤差項は互い

に独立であった．この独立の仮定の緩和を考える．通常

のロジットモデルについては，これまで選択構造のネス

ト化によるこの問題の緩和が一つの主要なアプローチで

あった．このアプローチでは，ネスティッドロジットモ

デル，クロスネスティッドモデルなど様々なモデルが開

発されてきている． 
本稿では，q一般化ロジットモデルについて，選択肢

構造のネスト化を行う． 
McFadden4) は，以下の４つの性質をもつ G(y1, y2,…) 関

数を用いて，ロジットモデルの多変量化を行った． 
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なお，この②の性質は以下のような s 次同次（s ≥ 2）に
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図-5 所要時間が 10 と20 の経路の不効用の確率密度(q = 0.5) 図-6 所要時間が 50 と60 の経路の不効用の確率密度(q = 0.5) 
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まで拡張されていることを付記しておきたい5)． 
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ここで，以降の議論のために， 

i

I
Ii y

yyyGyyyG
∂

∂
=

),,,(),,,( 21
21 ααα  (26) 

と表記することにする．各選択肢の誤差項が 

[ ]),,,(exp 21 IeeeG εεε −−−−  (27) 

という結合累積分布関数を持つ多変量極値分布に従う場

合のランダム効用離散選択モデルの選択肢iの選択確率

は以下のように与えられる4)． 
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以上のように，McFadden4) は，選択肢間の誤差項がG
関数を用いた多変量極値分布に従うということにより，

選択肢間の誤差項間の相関を考慮できるロジット系ラン

ダム効用離散選択モデルを構築した． 
Mattsson et al.6) はMcFadden4) のG関数を拡張したA関数

（aggregation function）を提案した．A関数を用いた多変

量極値分布の結合累積分布関数は 
[ ]))(ln,),(ln),(ln(exp 2211 IIA εωεωεω −Ψ−−Ψ−−Ψ−−

 (29) 
である．なお，Ψ はシード（種）となる分布の累積分布

関数で，ωi > 0 である． 
本研究では，以下の結合累積分布関数 F(x) を持つ多変

量極値分布を用いる． 
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なお，式を短く書くために，q-指数関数の表記を 

x
qq ex =)(exp  (31) 

と単純化している． 
McFadden4) は式(27)を考えていたため，その拡張と言

える．一方，Mattsson et al.6) の特殊形と言える． 
G関数自体は陽な関数形を与えず一般的なものとなっ

ているが，McFadden4) はネスティッドロジットモデルが

導出される以下の具体的なG関数形を提示している． 
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ここで，m はネストの数，ni はネスト i の選択肢の数，

ρi はスケールパラメータである．このネスティッドロジ

ットモデルを導出するG関数を式(30)に入れ込むことに

よって，一般化ネスティッドロジットモデルを導出する

ことが可能となる．McFadden4) と異なっている点は，G
関数の引数として， ixe− を用いずに， ii x
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qee −
−2 を用いて

いる点である．つまり，指数関数ではなく，その一般形

であるq-指数関数を用いていることである．この観点か

ら，導出されるモデルは一般化ネスティッドロジットモ

デルと言える．したがって，以下の多変量一般化極値分
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この偏微分を考えよう． 
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なお， 
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であるため，これを式(34)に代入すると， 
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が得られる．ここで，x11 = x12 = … = x を上の式に代入し

たものを ∂Fgn(x, x,…, x)/∂xij と表記することにする．また， 
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であり，ここで， 
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とおくと， 
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と書くことができる．ネスト i の選択肢 j の選択確率 pij 
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となる．ここで， 
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であるため， 
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である．ここで，さらに， 
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とおく．これを用いると， 
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となり，したがって， 
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が得られる． 
次に，ネスト i の選択肢 j の効用 vij がネスト i 自体の効

用 wi と選択肢 j の効用 υij から構成されている場合を考え

よう．通常のネスティッドロジットモデルでは vij = wi + 
υij と線形和で考えることが多いが，本研究では，一般化

ネスティッドロジットモデルであるため，より一般的な

構成を考える．和を一般化したq-和を以下のように定義

しよう． 
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であり，通常の指数関数のように，q-指数関数内の変数

のq-和はq-指数関数の積となる． 
 本研究では，q-和を用いて，ネスト i の選択肢 j の効用 
vij を 

ijqiij wv υ−⊕= 2
 (53) 

とする．これを式(49)に代入すると， 

第 54 回土木計画学研究発表会・講演集

 141



 

 

( ) { }

{ }

( ) ( ) { } { }

{ }

( ) { }

{ }

{ }

{ }
( )
{ }∑∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

=
−

−

= =
−−

=
−−

= =
−−

−

=
−−−

= =
−−

−

=
−−−−

= =

⊕
−

−

=

⊕
−

⊕
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

−

−−

i i
ij

i
ij

ii i
iji

ii i
iji

ii i
iji

ii i
ij

i
iji

ii i
iji

ii i
iji

i
i

iji
i

ii i
ijqi

ii i
ijqi

i
ijqi

n

j
q

q

m

i

n

j
q

w
q

n

j

v
q

w
q

m

i

n

j
q

w
q

n

j

v
qq

w
q

m

i

n

j
q

w
q

n

j

v
q

w
qq

w
q

m

i

n

j

w
q

n

j

w
q

w
q

ij

e

e

ee

ee

ee

eee

ee

eeee

e

ee
p

1
2

2

1

1

1
22

1

1
22

1

1

1
22

11

1
222

1

1

1
22

11

1
2222

1

1

1
2

11

1
22

2

22

ρ
υ

ρ
υ

ρρ
υ

ρρ

ρρ
υ

ρρρ
υ

ρρ
υ

ρρρρ
υρ

ρρ
υ

ρρ
υ

ρ
υ

 (54) 

ここで，式(47)の vij を υij に置き換えたものとして， 
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とおく．なお， iρ′は式(45)と同じである．また，式(48)
と同様に， 
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であり，これらを式(54)に代入す
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が得られる．これをq一般化ネスティッドロジットモデ

ル(q-NLモデル)と呼ぶことにする．これは通常のネステ

ィッドロジットモデル式と似ており，違いは指数関数の

代わりにq-指数関数が用いられており，通常の和の代わ

りにq-和になっている点である．上の式で q = 1の時は通

常のネスティッドロジットモデルとなる．このようにq
一般化ネスティッドロジットモデルは通常のネスティッ

ドロジットモデルを含む一般的なネスティッドロジット

モデルである． 
 
 
5. 一般化ネスティッドモデルの適用例  
上述のq一般化ネスティッドロジットモデルを広島市

交通実態調査データに適用し，買物目的トリップの交通

手段・目的地選択行動の分析を行う．広島市交通実態調

査データは，2008年に実施された調査で合計37,253票が

回収されたものである．このうち，以下のクリーニング

作業を行った後のデータで分析を行った． 
・対象は広島市のみ 
・ Home-baseのトリップのみ抽出し，内々トリップは

削除（内々のLOSデータが未整備なため，また，コ

ンビニ等の細かな買物行動を対象から除外するため

である） 
・公共交通が利用できないODペアについてはデータ

から削除． 
・当該目的地を選択したサンプルが10以上あるゾーン

を選定． 
クリーニング後のサンプル数は1,002の買い物トリップ

である．仮定したネスト構造は図-7の通りである．また，

選択肢集合と説明変数は以下の通りである． 
・交通手段の選択肢集合： 
 車，バス，軌道系 
・交通手段の説明変数： 
 移動費用，移動時間，定数項 
・目的地選択の選択肢集合（目的地）： 
 30ゾーン（広島市全体で143ゾーン有り） 
・目的地選択の説明変数： 
 売り場面積，CBD（中区）ダミー，ゾーン面積 
q-NLモデルのモデル式は，上述の通り， 
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であるが，wi は目的地 i の確定項，υij は目的地 i に対す

る交通手段 j の確定項，ρi はスケールパラメータである．

上の式では exp2-q[υ] = [1 + (q − 1) υ]1/(q-1) が含まれているため，

q ≠ 1 の場合，υ のとり得る値は−∞から+∞ではなく，上

車

目的地1 目的地30・ ・ ・

バス 軌道系 車 バス 軌道系
 

図-7 仮定したネスト構造 
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限または下限がある．よって，定義域を正又は負に限定

できる設定が望ましい．0 ≤ q ≤ 1 では，少なくとも υ < 0 
のすべての領域で exp2-q[υ] の計算が可能である．一方，

確定項 υ が正の場合，1 ≤ q < 2 では，少なくとも υ > 0 の
すべての領域で exp2-q[υ] の計算が可能である．いずれに

しても，q の値によって，分布形が大きく変わるため，

適切な分布形となるような設定を考える必要がある．実

際に推定を行う際は，効用の確定項を正又は負に限定で

きるのであれば，それにあわせて q の範囲を設定すれば

良い．しかしながら，交通手段選択・目的地選択行動に

おいては，通常，前者の効用は負の領域，後者の効用は

正の領域をとる．したがって，本稿では，目的地選択の

効用関数 wi を以下のように設定することによって，両

者が負となるようにする． 

332211 i

m

ii
i

m

ii
ii yyyw ααα −−−= ∑∑

≠′
′

≠′
′

 (60) 

ここで，α1，α2，α3 はそれぞれ商業床面積，ゾーン面

積及びCBDダミーについてのパラメータ，yi1，yi2，yi3 は

それぞれゾーン i の商業床面積，ゾーン面積及びCBDダ
ミー（中区ダミー）である． 
 交通手段についての効用関数については 

22110 ijijjij yy βββυ ++=  (60) 

である．ここで， 0jβ は定数項，β1，β2 はそれぞれ所要

時間及び費用についてのパラメータ，yij1，yij2 はそれらの

変数である． 
 

（２）推定結果 

多項ロジットモデル，通常のネスティッドロジットモ

デル，一般化ネスティッドロジットモデルの３つのモデ

ルの推定結果を表-1に示す．推定されたパラメータにつ

いては，全てのモデルにおいて，交通手段選択に関する

パラメータは負，目的地選択に関するパラメータは正と

なっており，旅行費用・時間の増加に伴い効用は低下す

ること，商業施設の床面積が大きい地域ほど目的地とし

て選択される傾向にあることが示された．また，CBDダ
ミーが正で有意であることから，都心部に該当するゾー

ンが選択される傾向があることが確認された． 
AICに基づきlogitモデル，nested logitモデル，q-nested 

logitモデルを比較すると，q一般化ネスティッドロジッ

トモデルを用いることによってモデル適合度が向上する

ことが確認された．このことは，前述の通り，q一般化

ロジットモデルの性質から，誤差項と確定項が分離され

ているのではなく，効用の平均の増大に伴いばらつきが

増大することなどによって，適合度が上がっていると思

われる．より具体的には，一般化旅行費用の高い交通手

段ほど，費用の認知誤差が大きくなること（交通手段選

択），買物魅力度 の高い目的地ほど，認知される魅力

度の個人間差異が大きくなること（目的地選択）を示し

ている．政策の視点からは，前者は，一定の旅行時間短

縮は，一般化旅行費用の高いODよりも低いODにおいて

手段選択に与える影響が大きい傾向にあること，後者は，

ある特定の新たな商業施設が，既に多くの商業施設が立

地するゾーンよりも既存の商業施設が少ないゾーンに立

地する場合，目的地選択に与える影響が大きい傾向にあ

表-1 推定結果 
 

  Multinomial logit Nested logit q-nested logit 
  Estimate t value Estimate t value Estimate t value 
Mode choice       

Travel time [100 min] -3.675 -15.84 -4.367 -21.04 -5.226 -13.63
Travel cost [1000 JPY] -4.259 -8.63 -1.930 -5.00 -3.484 -3.85
Constant (car) -0.968 -7.30 -0.773 -9.29 -1.100 -7.00
Constant (public transport) -1.179 -10.51 -0.709 -8.75 -0.989 -6.39

Destination choice       
ln (shopping floor area [0.1 km2]) 0.234 6.95 0.233 6.96 0.120 4.44
ln (zone size [10 km2]) 0.137 4.38 0.132 4.24 0.068 5.36
CBD dummy (destination = Naka ward) 0.876 8.47 0.884 8.62 0.427 5.27

Scale parameter rho 1.0 (fixed) 1.739 12.50 1.744 11.33
q 1.0 (fixed) 1.0 (fixed) 0.862 22.77
Sample size 1002   1002   1002   
Initial log-likelihood at zero (q=1.0) -4508.81   -4508.81   -4508.81 
Final log-likelihood -3639.51   -3619.73   -3612.09   
AIC 7293.02  7255.46  7242.18  
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ることを示唆している． 
 

 
6. おわりに  
ロジットモデルでは効用はガンベル分布に従う．ガン

ベル分布は極値分布の一つであり，ガンベル分布を含む

より一般的な極値分布が一般化極値分布である．著者ら

は一般化極値分布に従う効用による離散選択モデルであ

るq一般化ロジットモデルを開発した．本稿では，これ

を多変量化し，選択構造をネスト化したq一般化ネステ

ィッドロジットモデルを構築した．そして，それを広島

市交通実態調査データに適用し，買物目的トリップの交

通手段・目的地選択行動の分析を行った．q一般化ネス

ティッドロジットモデルの適合度は多項ロジットモデル

や通常のネスティッドロジットモデルよりも高く，q一
般化ネスティッドロジットモデルの妥当性を確認するこ

とができた． 
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Q-GENERALIZED NESTED LOGIT MODEL 

 
Shoichiro NAKAYAMA, Makoto CHIKARAISHI 

 
In the field of transportation, the logit model has widely been used as a random utility discrete choice 

model. The error terms in the logit model follow the Gumbel-distribution, which is an extreme value dis-
tribution. The authors have developed the q-generalized logit model that includes the standard logit model. 
In this paper, the q-generalized logit model is “multivarized,” and the q-generalized nested logit model is 
developed. In the proposed model, the alternatives are nested, and their utilities follow the multivariate 
generalized extreme value distribution.  
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