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本研究では，リアルタイムに観測されるプローブデータの補間を目的とし，過去に観測されたプローブデータ
をもとに，ネットワーク全体の交通状態を表現する生成モデルの学習手法を提案する．モデルの学習では，ネッ
トワーク上の道路リンクの交通状態は，複数のガウシアングラフィカルモデル (GGM)が混合した混合 GGMか
ら生成されていると仮定をおき，プローブデータから混合 GGMを学習するアプローチを行った．また，パラ
メータ推定の逐次解法である EMアルゴリズムを適用することで，プローブデータに基づいたモデルの学習を可
能にした．さらに，L1正則化付き最適化問題の解法である Graphical Lassoを用いることで，わずかなサンプル
数から膨大なパラメータの学習を可能にした．また，実データによる検証を行い，本モデルは観測データごとに
異なる混合 GGMを表現することが可能であり，時間推移する相関構造を考慮したモデルであることを示した．
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1. はじめに

道路交通制御・管制のために，車両感知器やプロー

ブデータ等と利用して，道路ネットワークのモニタリ

ングが行われてきた．しかし，センサーデータはあく

までネットワーク全体の交通状態のサンプルデータで

あり，未観測領域が存在する．そのため，現状の観測

データから未観測領域を補間する手法が必要である．

観測データから未観測領域の補間を行う手法として，

花岡ら1)はネットワーク上の交通状態の生成モデルを推

定する手法が提案した．この手法は，蓄積されたプロー

ブデータからモデルの学習を行い，オンラインで得ら

れるプローブデータを学習されたモデルを用いて，リ

アルタイムに補間する手法である．

しかし，花岡らのモデルは，ネットワーク上の交通

状態はただ 1つ多次元正規分布を確率分布とするガウ

シアングラフィカルモデル (GGM)によって生成される

という仮定を置いている．そのため，花岡らにより提

案された生成モデルでは，時間帯に応じてリンク間の

相関関係が変化するネットワーク上の交通状態を正確

に表現できるとは言い難い．

以上を踏まえて，本研究では過去に観測されたプロー

ブデータと，現状で観測されたプローブデータにより，

ネットワーク全体の交通状態を把握することを目的と

する．具体的には，花岡らによって提案された手法を

拡張し，時間推移するネットワークの交通状態の相関

関係を適切に表現したモデルの学習手法を提案する．

2. 混合GGMのモデル化と対数尤度関数

(1) 本研究の仮定

本研究では，ネットワーク上の交通状態は複数のGGM

が混合した混合 GGMによって生成されていると仮定

する．また，混合 GGMの混合要素として，GGMを採

用していることにより，パラメータ推定を行う際の計

算を容易かつ厳密に行うことができる．そして，未観

測を含む交通状態データが観測されたときに，事後確

率の周辺分布を用いることで，未観測データの補間が

可能である．

(2) 混合 GGMのモデル化

次に，混合 GGM のモデル化を行う．ネットワーク

上の交通状態 x = (x1, x2, ..., x|V|)は N 個の GGMが混

合した確率分布から生成されると仮定し，この確率分

布に従う生成モデルを混合 GGMと定義する．ここで，

i番目の GGMの平均ベクトルは µi = (µi1, µi2, ..., µi|V|)
で，分散共分散行列はΣiであり，N個の GGMは混合
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比 π = (π1, π2, ..., πN)の割合で混合しているものとす
る．また，観測データ xが生成された基となる GGM

が i番目の GGMであることを表すとき ωi = 1，それ
以外であれば，ωi = 0となるような離散変数ベクトル
ω = (ω1, ω2, ..., ωN)を定義する．

いま，ωi = 1である時に，観測データxが得られる確

率を p(x|ωi) = p(x|µi,Σi)とすると，N個の混合 GGM

による観測データ xの生成モデルは，以下となる．

p(x)　 =
N∑

i=1

p(x|ωi)p(ωi) =
N∑

i=1

πi · p(x|µi,Σi) (1)

ここで，
∑N

i=1 πi = 1であり，0 ≤ πi ≤ 1,∀iである．ま
た，ωi の確率分布は p(ωi = 1) = πi,∀iで表わされる．
次に，ある観測データxが得られたときに，観測デー

タ xが i番目のGGMから生成される負担率 γi(x)を定
義する．これは，観測データ xが得られた後の事後確

率 p(ωi|x)なので，p(ωi) = p(ωi = 1)と定義すると

γi(x) =
p(x|ωi)p(ωi)

p(x)
=

p(x|ωi)p(ωi)
N∑

j=1

p(ω j)p(x|ω j)

=
πi · p(x|µi,Σi)

N∑
j=1

π j · p(x|µ j,Σ j)

(2)

と求めることができる．また，πi は ωi = 1 となる事
象の事前確率を示し，γi(x) は x が観測されたときに

ωi = 1となる事象の事後確率ととらえることができる．
そして，この負担率は混合 GGMのパラメータを推定

する上で重要な役割を担う．

(3) 混合 GGMの対数尤度関数の導出

いま，観測データ xdとそれに対応する潜在変数ベク

トル ωd が与えられたとすると，式 (1)の混合 GGMの

尤度関数 f (π,µ,Σ|xd,ωd)は，

f (π,µ,Σ|xd,ωd) =
N∑

i=1

πi · p(xd|µi,Σi) · δ(ωd
i ) (3)

と表される．ここで，δ(ωd
i )は ωd

i = 1のとき δ(ωd
i ) = 1

であり，ωd
i = 0のとき δ(ωd

i ) = 0である．ここで，観
測データ xd に対応する潜在変数ベクトル ωd はベクト

ル要素のうちどれか１つの要素のみ１となるため，式

(4)は以下のように式変形できる．

f (π,µ,Σ|xd,ωd) =
N∏

i=1

[
πi · p(xd|µi,Σi)

]ωd
i

(4)

したがって，各観測において，観測結果 xd が互

いに独立であると仮定すると，観測結果 X =

(x1, ...,xd, ...,xD)と各観測結果に対応する潜在変数Ω =

(ω1, ...,ωd, ...,ωD) が与えられた時の混合 GGMの尤度

関数 f (π,µ,Σ|X ,Ω)は，以下で表現できる．

f (π,µ,Σ|X ,Ω) =
D∏

d=1

N∏
i=1

[
πi · p(xd|µi,Σi)

]ωd
i

(5)

したがって，対数尤度関数は，以下となる．

ln f (π,µ,Σ|X ,Ω) =
D∑

d=1

N∑
i=1

ωd
i · {logπi + log p(xd|µi,Σi)}

(6)

3. プローブデータに基づいた混合 GGMの
学習手法

(1) プローブデータに基づくの対数尤度関数

いま，実際に得られる観測データは時間帯ごとに観測

されるリンクが異なると仮定する．そして，得られる観

測データを xd = (xd
u,x

d
o)とし，xu と xo をそれぞれ未

観測の道路リンクの交通状態と観測された道路リンクの

交通状態と定義し，これらの道路について，p(x|µi,Σi)
の平均ベクトル µi，共分散行列Σi をそれぞれ

µi = (µiu,µio), Σi =

Σiuu Σiuo

Σiou Σioo

 (7)

と分割する．今部分的な観測データ xdに基づく観測結

果X = (xu,xo)とそれに対応するΩが与えられた時の

混合 GGMの対数尤度関数は，式 (8)より以下となる．

ln f (π,µ,Σ, |X ,Ω)

=

D∑
d=1

N∑
i=1

ωd
io · {logπi + log p(xd

u,x
d
o |µi,Σi)} (8)

ここで，ωd
io は観測リンクの交通状態 xd

o が生成された

基となるGGMが i番目のGGMであることを表すとき

ωd
io = 1，それ以外であれば，ωd

io = 0となるような離散
変数ベクトル ωd

o = (ωd
1o, ω

d
2o, ..., ω

d
No)と定義する．

(2) パラメータ推定の枠組み

いま，式 (8)の対数尤度関数を最大化するようなパラ

メータを求めたい．しかしながら，この対数尤度関数は

データからは観測できない潜在変数ベクトルωdと未観

測の交通状態xd
uを含み，直接計算することができない．

そこで，この問題に対するために，EMアルゴリズム2)

による手法を援用する．EMアルゴリズムでは，はじめ

に求めたいパラメータに適当な初期値を与える．そし

て，次の 2段階の更新手続きを繰り返し行う．まず，現

在のパラメータを用いて潜在変数の期待値を計算する．

これを Eステップという．次に，これらの事後確率に

基づき，平均，分散，混合パラメータを再計算する．こ

れをMステップという．すなわち，EMアルゴリズム

では，Eステップにて潜在変数の期待値を計算し，Mス

テップにて Eステップで求めた潜在変数に基づきパラ

メータを推定する．また，Mステップでは得られる分散
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共分散行列に対して，正則が保障され，スパースな分散

共分散行列を求めることができるGraphical Lasso(GL)3)

のアルゴリズムを用いて推定する．以下では，あらかじ

め初期値が与えられたもとで，EステップとMステッ

プをそれぞれ説明する．

(3) EMを用いたパラメータ推定

a) Eステップ

E ステップでは，既知のパラメータ θ(t) =

(π(t),µ(t),Σ(t)) を用いて潜在変数ベクトル ωd と未

観測の交通状態 xd
u の期待値を求める．まず，潜在変

数ベクトル ωd の期待値は，ある観測データ xが得ら

れたときに，観測データ xd のうち観測された道路リ

ンクの交通状態 xd
o が i番目の GGMから生成される確

率を表しており，未観測道路リンク xd
u に対して周辺

化した負担率 γ(xd
o)と対応している．そこで，ωdの期

待値は，式 (2)より，以下で表される．

E[ωd
io] =

πi · p(xd
o |µ(t)

io ,Σ
(t)
ioo)

N∑
j=1

π j · p(xd
o |µ(t)

jo ,Σ
(t)
joo)

次に未観測の交通状態 xd
uの期待値は，未観測道路リ

ンクに対して周辺化した事後確率の最大化により求め

ることができるため，以下の最大化問題を解くことに

よって求められる．

E[xd
u] = arg max

xd
u

p(xd
u|xd

o ,π
(t),µ(t),Σ(t))

= arg max
xd

u

N∑
i=1

E[ωd
io]p(xd

u|xd
o ,µ

(t)
i ,Σ

(t)
i )

b) Mステップ

Mステップでは，Eステップで求めた未知変数の期

待値と θ(t) を用いて，パラメータの更新を行う．まず，

式 (8)の対数尤度関数の期待値をQ関数とすると，Q関

数は，以下で表される．

Q(θ|θ(t)) = Eωxu [log f (θ(t)|xu,xo,ω)]

=

D∑
d=1

N∑
i=1

E[ωd
io]
{
logπ(t)

i + log f (µ(t)
i ,Σ

(t)
i |x

d
o ,E[xd

u])
}
(9)

いま，i番目の GGMは確率分布として多次元正規分布

をもつために，式 (9)は以下のように変形できる．

Q(θ|θ(t)) =
D∑

d=1

N∑
i=1

E[ωd
i ] ·
{
logπ(t)

i +
D
2

log detΘ

− 1
2

D∑
d=1

(xd′ − µ
(t+1)
i )Θ(xd′ − µ

(t+1)
i )T

}
(10)

ただし，i 番目の GGM の分散共分散行列の逆行列を

Θ = Σ−1 と定義し，xd′ は，以下のように定義する．

xd′ =

x
d
o , i f i ∈ Od

E[xd
u], i f i ∈ Ud

ここで，ネットワーク全体の道路リンクのうち d番目
の観測において，観測された道路リンクの集合を Od，

未観測道路リンクの集合を Ud と表す．

いま，混合 GGMの各要素 iの平均ベクトル µi，分

散共分散行列Σi，混合比 πi は式 (10)の Q関数を各パ

ラメータに関して最大化を行うことで，求めることが

可能である．そこで，まずは混合GGMの各要素 iの平
均ベクトル µiの導出を行う．式 (10)の Q関数を GGM

要素 iの平均 µi に関して偏微分し０とおくと，以下を

得る．

∂Q(θ|θ(t))

∂µi
= Σ−1

i

D∑
d=1

E[ωd
i ](xd′ − µ

(t+1)
i ) = 0

∴ µ
(t+1)
i =

D∑
d=1

E[ωd
i ](xd′ − µ

(t+1)
i )

D∑
d=1

E[ωd
i ]

(11)

次に，分散共分散行列Σiの更新を行う．式 (11)と同

様にして，式 (9)のQ関数を各要素 iの共分散の逆行列
Θiに関して偏微分し０とおくと，各要素 iの共分散Σi

は以下のように与えられる．

∂Q(θ|θ(t))

∂Θi
=

D∑
d=1

E[ωd
i ]
{

1
2

∂detΘi

∂Θi

− 1
2

∂(xd′ − µ
(t+1)
i )Θi(xd′ − µ

(t+1)
i )

∂Θi

}

Σ
(t+1)
i =

D∑
d=1

E[ωd
i ](xd′ − µ

(t+1)
i )(xd′ − µ

(t+1)
i )T

D∑
d=1

E[ωd
i ]

(12)

最後に，混合比 πiの更新を行う．ここでも式 (11)と

同様にして，混合比 πi は式 (10)の Q関数を混合比 πi

に関して最大化を行うことで，求めることが可能であ

る．ただし，
∑N

i=1 πi = 1であるという制約条件を考慮
しなくてはならないので，ラグランジュ未定乗数法を

用いる．ここで，ラグランジュ関数 L(π,µ,Σ)は，

L(π,µ,Σ) = Q(θ|θ(t)) + λ
( N∑

i=1

πi − 1
)

(13)

で表される．ここで λ はラグランジュ未定乗数を表

す．したがって，ラグランジュ関数 L(π,µ,Σ)を πi(i =
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1, ...,N)で微分して 0とおくと，

∂Q(θ|θ(t))

∂πi
=

1

π(t+1)
i

D∑
d=1

E[ωd
io] − λ = 0

π(t+1)
i λ =

D∑
d=1

E[ωd
io] (14)

を得る．ここで，d番目の観測における潜在変数ωd
ioの総

和は１となるため，上式の両辺に
∑N

i=1を施すと，λ = D
を得る．したがって，以下を得る．

π(t+1)
i =

1
D

D∑
d=1

E[ωd
io] =

Di

D
(15)

ここで，Di は観測結果X が得られた時に観測データ

xd が生成された基となる GGMが i番目の GGMであ

る回数の期待値を表す．

(4) GLによる分散共分散行列の推定

Mステップで示したように理論的には，i番目のGGM

における 3つのパラメータ µi，Σi，πiの推定値を求め

ることが可能である．しかし，このパラメータ推定に

は大きく 2つの課題がある．まず，1つ目の問題は過学

習の可能性があることが挙げられる．これはパラメー

タ数に対して，推定のためのデータが十分に得られて

いない場合，推定されたパラメータは推定の際に用い

たデータに強く依存してしまい，モデルの汎用性が低

下してしまう問題である．2つ目の問題は，標本分散共

分散行列の正則性である．式 (12)のΣiは，標本分散共

分散行列であり，正則になることは保障されておらず，

逆行列を求めることはできない．そこで，これらの問

題を解決するために，本研究では，多次元正規分布に

正則化項を加えた分布を予測モデルとし，Freadman et

alにより提案された GLアルゴリズムによりパラメー

タを推定する方法を用いる．この GLのアルゴリズム

を用いることで，標本分散共分散行列から正則化が保

障された分散共分散行列を求めることができる．

いま，式 (12)より得られる標本分散共分散行列を Si

とすると，i番目の GGMの対数尤度関数は以下のよう

に整理できる．

ln f (µi,Θi) =
1
2

Di · log detΘi − tr(SiΘi) + const (16)

GLアプローチでは，対数尤度関数 (16)に正則化項を

加えた以下の最適化問題を解く．

Θi = arg max
Θi

Di

2
log detΘi − tr(SiΘi) − ρ||Θi||1 (17)

ここで，||Θi||1は，L1ノルムであり，Θiの絶対値の和∑|V|×|V|
i, j=1 |Θi|によって定義される．
式 (17)の最適化問題は，第三項に L1ノルムが含ま

れており，Θi j = 0で微分不可能であるため勾配法を用
いることができない．しかしながら，劣勾配法による

解法であるGLによるアルゴリズムを用いることで，こ

の問題を解くことが可能である．

そこで次に，GLによる完全観測データに基づく共分

散構造推定について解説する．GLでは，式 (17)の問題

を，特定の変数に関して式変形を行う．そして，各変

数ごとの L1制約付きの回帰問題に帰着させることで，

最適解を求める．式 (17)を Θi について微分すると以

下を得る．

∂

∂Θi
ln f (Θi) = Θ−1

i − Si − ρ・Sign(Θi) (18)

ここでは，劣勾配記法を用いており，θi j , 0 のとき
Sign(θi j) = sign(θi j)であり，θi j = 0のとき Sign(θi j) ∈
[−1, 1]である．対数尤度関数 (17)を最大化するために

は，式 (18)を用いることにより，以下の方程式の解を

求めなければならない．

Θ−1
i − Si − ρ・Sign(Θi) = 0 (19)

いま，分散共分散行列 Σi = Θ−1
i の最適解をWi とし，

Θi，Wi および Si を以下のように分割する．

Θi =

Θi11 θi12

θT
i12 θi22

 , Wi =

Wi11 wi12

wT
i12 wi22

 ,
Si =

Si11 si12

sT
i12 si22

 (20)

ここで，θi12，wi12，si12 はそれぞれ，各行列の一列を

抜き出し，非対角項のみで構成されたベクトルであり，

θi22，wi22，si22はその対角項であり，スカラーで表わさ

れる．

ここで，式 (19)の解法を求める．GLを用いると，非

対角の要素に関しては，他の変数を全て固定したとい

う条件の下で，以下の問題として表わされる．

∂
∂βi

{1
2

(
W 1/2

i11 βi − b
)2
+ ρ||βi||1

}
= 0 (21)

これは，βiについての L1制約付き回帰問題である．こ

こで，βi = W −1
i11wi12，βi ∈ R|V|−1，bi = W −1/2

i11 si12 で

ある．

いま分散共分散行列Σiの最適解Wiを求めたい．式

(21)より，最適解Wiを分割した右上ブロックwi12は，

βiについての L1制約付き回帰問題であるため，次の手

順で求めるられる．まず，βiの最適解を求める．次に，

βi =W −1
i11wi12によりwi12を求める．さらに，wii = sii+ρ

によって対角項を得る．そこで，本研究では，式 (12)

で求められる標本分散共分散に対して，GLアルゴリズ

ムを適用することによって，スパースで正則が保障さ

れた分散共分散行列Σi を推定する．
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4. 実データによる精度検証

(1) 精度検証の設定条件

a) データ概要

対象ネットワークをバンコク中心部とし，Open Street

Mapから 508本のリンクにより構成されるネットワー

クを作成した．また本検証で用いるデータは，バンコク

中心部において 2013/9/1-9/7，10/14-11/5 の延べ 30 日

間で取得されたプローブカーデータである．このデー

タを作成したネットワークに対してマップマッチング

を行い，プローブカーが通行した道路リンクにおいて，

5分間平均リンク速度を算出した．対象時間は午前 0時

から午後 24時までの 24時間 (288単位)とし，1データ

を 508リンクの 5分間平均速度とすると全データセッ

トは全部で 8640個 (288時間帯× 30日間)存在する．

b) 精度検証方法

全観測期間 (8640データ)のうち，データを学習用の

訓練データ (7776)と精度検証を行うための検証データ

(864)に分割する．ただし，検証用データは本データは

未観測リンクの真値は得られていないため，各データ

ごとに観測リンクをランダムに 10個欠損させ，真値と

予測値の比較を行う．

(2) 精度検証結果

以下では，正則化係数 ρ = 5，混合数 N = 4と設定
し，交通状態補間を行った結果を示す．図 1，2はそれ

ぞれ 2013年 10月 29日の 14:00～14:05における実際

の観測状態と提案手法による補間結果を示す．このよう

に，本手法を用いて，空間的な観測率が低い観測データ

からネットワーク全体の交通状態の補間が可能である．

250m

図–1 観測プローブデータのリンク速度

　次に，真値と予測値の関係を示す．本モデル (赤)に

よる補間結果における真値と予測値の関係を図 3に示

す．ここで，真値と予測値のばらつきを比較するため，

250m

2013/10/29/ 14:00～14:05

図–2 本手法が補間したネットワーク全体のリンク速度

真値に対する予測値の中央値，25パーセントタイル値

と 75パーセントタイル値をプロットした．また，横軸

に真値，縦軸に予測値をとっており，補間精度が高けれ

ば，両者の関係は 45◦線に近い値を示す．また，図 3の

青の中央値は混合数 N = 1である既往モデルの中央値
を表しており，既往モデルよりも真値に近いことがわ

かる．また，既往モデルでは RMSEが 14.27[km/h]で
あったのに対して，混合数 N = 4としたときの本モデ
ルでは RMSEは 14.10[km/h]となり，既往モデルより
も若干精度が向上した．

図–3 本モデル (N=4)における真値と予測値の関係

(3) 検証結果の考察

ここでは，本モデルが学習した 4つの GGMを順に

GGM1～4とし，各 GGMの考察を行う．図 4は，学習

された負担率のうち，平日の結果のみを抽出し，1時間

単位の平均値をとったもので，平日における負担率の

時間推移を表す．また，各 GGMのパラメータ µi，Σi

に関しては，紙面の都合上，分析結果のみを示す.

まず，学習された各 GGMの平均値 µiは，GGM2が

第 53 回土木計画学研究発表会・講演集

 1992



最も高い値を示し，その次にGGM3が続いた．一方で，

GGM4は最も低い値をとり，GGM3はその次に低い値

をとった．次に，各GGMの共分散構造の学習結果に関

しては，GGM1，GGM3，GGM4は主要幹線道路に強

い正の相関を持ち，特に GGM4では，非常に強い正の

相関を示した．一方で，GGM2は，他の GGMと同様

に主要幹線道路に正の相関を持つが，ネットワーク全

体として相関が小さい値を示した．

図–4 学習された負担率の平日平均の時間推移

以上の結果を踏まえて，図 4より各 GGMは以下の

ように位置づけられる．まず，日中の長い時間帯におい

て負担率が高い GGM1は，低い平均値をもち，ネット

ワーク上の主要道路に強い正の共分散を持つ GGMで

あり，7時から 22時にかけての渋滞しやすい交通状態

を捉えている．深夜から明け方にかけて負担率が高い

GGM2は，平均値として高い速度をとり，ネットワー

ク上の相関関係が比較的小さいため，同時間帯の交通

量が少なく，各道路リンクは高い速度をとりやすい現

象を捉えている．

次に，明け方 5時に負担率が高い GGM3は，平均値

としてやや高い速度をとり，ネットワーク上の主要道

路に比較的大きい共分散を持つため，GGM1と混合す

ることで，明け方から通勤時間帯にかけての渋滞直前

の交通状態捉えられている．最後に夕方 18時前後に負

担率を持つ GGM4は平均値として非常に低い速度をと

り，ネットワーク上の主要道路に非常に強い正の共分

散を持つ GGMであり，18時前後の激しく渋滞しやす

いの交通状態を捉えている．

5. まとめ

今回の検証では，GGMの混合数が１つである既往モ

デルと比べて混合 GGMを用いた手法の方が高精度な

結果が得られたため，混合GGMによって推定された予

測モデルの方がより現実の交通現象を表現するモデル

であったと考えられる．さらに，学習された混合GGM

の各要素はそれぞれ異なる相関構造を持ち，各GGMの

負担率が観測データごとに変化することでネットワー

クの相関構造の時間推移を捉えていることを示した．

ただし，今回対象としたネットワークは非常に小さ

く，ネットワーク上の各道路リンクは空間的に似た性

質を持っていることが考えられ，複数の GGMが扱え

るという本モデルの特徴を評価するためには，時空間

に均一ではないエリアを対象として検証することが求

められる．
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