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インフラ維持管理の計画策定においては，効率性の観点からの最適化が重視されてきた．そのため，多くの
研究で，リスクは事故に伴うコストの期待値で定量化され，LCCに算入されている．一方で，重大事故を避け
るというリスクマネジメントの観点が重要となっている．重大事故を避けるためには，リスクのテイル部の考
慮が不可欠であろう．こうした観点から，いくつかの研究でリスクは VaRや CVaRなどのリスクのテイル部の
形状を考慮する指標で定量化される．加えて，インフラの維持管理は，状況状況に応じた意思決定がなされる，
動学的な問題としての性質を有する．こうした観点の考慮はこれまで十分になされて来なかった．動学的な問
題において，動学的な問題に適用できないリスク評価手法に基づいて意思決定を行うと，各時点の意思決定と，
全体を通した最適パスとの間に齟齬が発生し得る．その結果，当初最適と考えられたパスが実現しない．本研
究では，こうしたリスク指標を，インフラ維持管理の計画策定問題という動学的な問題に適用する手法につい
て検討する．その結果，iterated risk measureを用いる必要があることを指摘する．更に，テイルリスク評価の数
値解析手法についても提案する．
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1. はじめに

アメリカや日本などの先進国では，建設から数十年
が経過し，橋やトンネルなどの道路構造物の高齢化が
進んでいる．日本では，2033年には道路橋のうち 67%，
トンネルのうち 50%が供用後 50年を超えるとされてい
る 1)．これらの構造物の性能や，そのリスクを把握し
た上で，適切に管理を実施していく必要がある．
道路構造物の管理者は，限られた予算で，大量の構

造物群の維持管理を実施している．この際，多くの管
理者は，長期の効率性を重視した維持管理を実施して
いる．これは軽微な補修を繰り返す予防保全を実施す
ることで，構造物を長寿命化し，長期的なコストを抑
えるものである．
一方で，近年先進国では，トンネルや橋梁の崩落な

どの事故が相次いでいる．こうした事故は直接的な影
響も大きいが，何よりも社会的な影響が大きい．例え
ば笹子トンネルの事故による通行止めに伴う経済被害
の大きさは 600億円程度と推計される 2)．こうした，発
生頻度は小さいものの影響が大きな事象を避けること
は，社会インフラを管理する管理者にとって重要なこ
とである．この「影響が大きな事象の回避」という観
点での危険性を定量化し，計画策定などに反映させる
必要があるだろう．

効率性の観点からの計画策定において，多くの場合リ
スクは期待値で定量化されてきた 3),4),5),6)．しかし，「影
響が大きな事象の回避」という観点での危険性を定量化
する際には，確率分布の期待値ではなく，「影響大事象」
に該当する Tail部を直接定量化する Value at Risk(VaR)
や Conditional Value at Risk(CVaR)などのリスク指標を
用いる必要があるだろう．実際に，維持管理で発生する
コストや状態値の確率分布について，VaRや CVaRな
どのリスク指標を用いてリスクを定量化し，計画策定
に反映させる手法は複数提案されている 7),8),9),10)．大澤
ら 10)は，不確実性を有する点検などの結果に基づいて
補修優先順位付けなどを管理者が行なっているため，管
理戦略の変更はリスクの Tail部を厚くする可能性があ
ることを指摘した．更に，その変化を捉えるためには，
リスクを，期待値ではなく，VaRや CVaR，EVaR等で
定量化することが有効であることを示した．
これに加えて，本研究では，維持管理が，各時点の
状況に応じて実施されるという，動学的な性質を有し
ていることに着目する．構造物群の劣化過程は，不確
実性を有する確率過程であるため，その状況状況に応
じた意思決定が実施される．劣化進行が当初想定して
いた期待ペースよりも早ければ，早めに多くの予算を
つけて対処を行うなどの対策が実施されることになる．
このような動学性を有する問題に対して，最終時点
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での VaRや CVaRによるリスク評価値を用いて意思決
定を行うと，各時点での意思決定がどのようになされ
るのかを適切に考慮できないことになることが指摘さ
れている．これは時間的不整合と呼ばれ議論されてい
る 11),12)．
そこで本研究では，インフラ維持管理の動学的性質

を考慮した，リスク定量化手法について提案すること
を目的とする．まず，2.で，動学的性質を考慮したリス
ク指標である iterated risk measuresの利用を提案する．
3.で，4.，5.で用いる，インフラ維持管理の数値シミュ
レーションモデルを提示する．4.では，テイルリスク
の定量化には，従来の期待値などの定量化よりも多く
の計算量を有することを踏まえ，その計算量を軽減し
つつ，テイルリスクを精度よく算出するアルゴリズム
を提案し，その有効性を検証する．5.で，提案手法を
維持管理の計画策定問題に適用する．最後に 6.で，本
稿をまとめる．

2. 多期間にわたるリスクの定量化

(1) 静学的なリスク指標
複数期間にわたる，動学的な意思決定で用いるリス

ク定量化手法を検討する前に，静学的な問題において
テイルリスクを定量化する手法をレビューする．

Markovitz(1952)13) が平均・分散ポートフォリオ理論
を示し，リスクの定量化指標をはじめて提示した．平
均や分散値は「稀だが影響の大きな事象の発生可能性
の定量化」という観点では必ずしも望ましい指標では
ないが，広く用いられている指標である．
金融分野では，発生事象の超過確率が αとなるよう

な値をリスク値とする Value at Risk (VaR)がリスク管
理の指標として導入された．信頼水準が αのとき，

VaR1−α(X) = inf
k∈R

{k : FX(k) ≥ 1− α} (1)

で与えられる．ここで，X はリスクの確率変数列，FX

はX の累積確率分布を示す．
しかし，VaRは，リスク評価指標の要件と指摘され

る coherent性を満たさない 14)などの問題が指摘されて
いる．coherent性とはリスク指標 ρが下記の 4つの条
件を満たすことである．
単調性 X ≥ Y ⇒ ρ(X) ≥ ρ(Y )

平行移動不変性 ρ(X + c) = ρ(X) + c

劣加法性 ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

正の同次性 ρ(λX) = λρ(X), λ ≥ 0

VaRはこのうち劣加法性を満たさない．また，下記に
示される凸性 (convexity)15) も満たさない 16)．
凸性 ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

正の同次性を満たせば，劣加法性を満たすこととと凸
性を満たすことは同値である 16)．そのため，coherent

risk measureは必ず凸性を満たす．この凸性を満たすこ
とは，最適化計算の簡便さなどに影響する．また convex
risk measureとは，凸性に加えて，単調性と平行移動不
変性を満たすリスク指標のことである．

VaRと同種の考え方で，かつ coherent性を満たす指
標である Conditional Value at Risk (CVaR) 17) が提案さ
れ，広く用いられている．CVaRは次式で与えられる．

CVaR1−α(X) =
1

α

∫ α

0

VaR1−k(X)dk (2)

これは，VaR1−αを超える部分の期待値を用いてリス
クを定量化することで，Tail部の形状を考慮したリスク
の定量化を目指すものである．VaRに比べて Tail部の
形状を精緻に評価できる．
更に，VaRやCVaRよりもリスク回避的な評価指標で
あり，リスクのテイル部に対して，情報エントロピーの
概念を用いて評価する Entropic Value at Risk18),19)(以下
では EVaR)が挙げられる．EVaRは次式で定義される．

EVaR1−α(X(t)) = sup
Q≪P,DKL(Q∥P )≤− lnα

EQ[X(t)] (3)

ここで，EQ[X(t)]は，確率集合Qを測度とする，X(t)

の期待値である．また，DKL(Q ∥ P )は確率集合QのP

に対する Kullback–Leibler Divergence(KLD)といわれ，
母集合 P とそれに絶対連続な確率集合Qの，P に対す
る確率空間上での距離（差違の程度）を示すものであ
る．KLDは p(x), q(x)をそれぞれ P,Qの確率密度関数
として，

DKL(Q ∥ P ) =

∫ ∞

−∞
q(x) log

q(x)

p(x)
dx (4)

=

∫ ∞

−∞
q(x) log p(x)dx−H(q(x)) (5)

で与えられる．ただし，H は次式で与えられる情報エ
ントロピーである．

H(q(x)) =

∫ ∞

−∞
−q(x) log q(x)dx (6)

情報エントロピーは確率分布の形状を平坦さという切
り口で定量化する指標である 20)．このことから，EVaR
は情報エントロピーの考え方を用いることで，リスク
のテイル部の形状を CVaRなどよりも精緻に評価する
指標であると解釈できる．
大澤・本田 (2015)10) は，テイル部の形状を精緻に評
価することが出来る EVaRを用いることで，インフラ
維持管理において，管理者行動に伴いリスクのテイル
部の厚みの変化するという変化を捉えて危険性が定量
化可能だと示した．

EVaRと CVaRは，以下でモデル化する問題ではそれ
ほど大きな違いを与えず，動学性を議論する上では本
質的な差は無いので，本稿では CVaRを用いることと
する．
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図–1 リスク評価にかかわる時間的不整合の事例

表–1 各状態における各戦略実行時の期待値，CVaR0.9，
I-CVaR0.9 の値

状態 戦略 期待値 CVaR0.9 I-CVaR0.9

A 1 6.5 20 20
2 5.7 12 30

B 1 20 20 20
2 12 30 30

(2) 多期間問題における時間的不整合
長期の計画策定を実施する際，安定的な計画である

ためには，将来実施される意思決定と整合的である必
要がある．この性質は time-consistency(時間的整合性)
と呼ばれる．最適な計画が策定されても，それが将来
他の戦略が選択されてしまうのであれば，最適計画は，
事前の計画通りには実施されないこととなる．VaRや
CVaRなどは時間的整合性を満たさない，時間的不整合
であることが指摘されている 11),12),21)．一方，これまで
用いられてきた期待値は，時間的整合性を有するため，
この問題は十分に認識されてこなかった．
簡単な数値例を図–1に示す．この問題において，期

待値を低減するように意思決定を行う場合を考える．こ
の時，s = 0時点の状態 A，s = 1時点の状態 Bのいず
れにおいても，戦略 bを実行することが最適となって
おり，時間的不整合は見られない．
次に CVaR0.9 の評価値が最小化されるように意思決

定がなされる場合を考える．s = 0時点の状態Aでは戦
略 bを実施することが最適である．しかし，時点 s = 1

で実際に状態が Bとなったとき，戦略 aを行なったほ
うがリスク値が小さくなっている．このように当初の
計画と異なる戦略が実行されるという時間的不整合が
起きる．CVaR0.9 などのリスク指標はこうした性質を
有する．これは，s = 1時点では戦略 bを実施するリス
クがより大きく評価されることを s = 0時点で考慮で

きていないために発生している．

(3) Iterated risk measure

ここでは，時間的整合性を有するリスク指標である
iterated risk measureを導入する．

ORや金融工学の分野では，多期間の問題へと適用さ
れるリスク指標である dynamic risk measure が研究さ
れてきた．ここでは離散時間を考え定式化を行う．基
本的な定式化は Ruszczyński (2010)22)とAcciaio & Pen-
ner (2011)23) に従う．
確率空間 (Ω,F , P )について，フィルトレーションを

F1 ⊂ · · · ⊂ FS ⊂ F，危険性の大きさを示す離散的な
確率変数列をRs, s = 1, · · · , Sとする．Fs–可測な確率
空間全体を Ls = L∞(Ω,Fs, P ), s = 1, · · · , S と定義す
る．また，Ls,S = Ls × · · · × LS とする．
ここで次の 3つのリスク指標を定義する．
・ conditional risk measure: a mapping ρs,S : Ls,S →

Ls, where ρs,S(R) ≤ ρs,S(R̂) for all R, R̂ ∈ Ls,S

such that R ≤ R̂(Monotonicity).
・ one-step conditional risk measure: a mapping ρs :

Ls+1 → Ls.
・ dynamic risk measure: a sequence of conditional risk

measures {ρs,S}Ss=1.

One-step risk measureは conditional risk measureを用い
て下記のように定義される．

ρs(Rs+1) = ρs,s+1(0, Rs+1). (7)

ここで，dynamic risk measure {ρs,S}Ss=1 が時間的に
整合的なリスク指標 (time–consisitent)であるとは，全
ての 1 ≤ s < s + s′ ≤ S において，下記を満たすこと
である．

ρs+s′,S(Rs+s′ , · · · , RS) ≤ ρs+s′,S(R̂s+s′ , · · · , R̂S)

⇒ ρs,S(Rs+s′ , · · · , RS) ≤ ρs,S(R̂s+s′ , · · · , R̂S)

(8)

これは，時点 s + s′ で受容可能な選択肢は，それより
前の時点 sでも同様に受容可能である，ということを
示す要件である．従来の CVaRなどについて，これを
満たさないことは多くの事例を元に示されている 11)．
また，dynamic risk measure {ρs,S}Ss=1 が，time-

consistent と monotonicity に加えて，下記の 2 つの性
質を満たす時，
・Conditional cash invariance:

ρs,S(Rs, Rs+1, · · · , RS)

= Rs + ρs,S(0, Rs+1, · · · , RS)

・Normalization: ρs,S(0, · · · , 0) = 0.
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dynamic risk measureは次の式と同値である．

ρs,S(Rs, · · · , Rs+s′ , · · · , RS)

= ρs,s+s′(Rs, · · · , Rs+s′−1, ρs+s′,S(Rs+s′ , · · · , RS))

(9)

任意の s′, (0 ≤ s′ ≤ S − s)について，ρs,s+s′ が定義
される．この式が time–consistentを満たす dynamic risk
measureの式として定義されることが多い 22)．
こ れ よ り，time-consisitency，monotonicity，con-

ditional cash invariance，normalization を満たす
conditional risk measure を one–step conditional risk
measureを用いて書き直すと，

ρs,S(Rs, · · · , RS)

= Rs + ρs(Rs+1 + ρs+1(Rs+2+

· · ·+ ρS−2(RS−1 + ρS−1(RS)) · · · ))

(10)

となる．これは，将来の時点 S−1から見た，時点 Sの
リスク ρS−1(RS)に時点 S−1におけるリスクRS−1を
加えたものを，時点 S−2から評価し，という形で，時
点 sまで繰り返し評価するという指標である．これは，
Hardyら 11)が定義した iterated risk measureに他ならな
い．そこで，式 (10)を満たす conditional risk measureを
I-ρs,S とおく．この one-step conditional risk measure ρs

は単調性と平行移動不変性を満たす．例えば，one-step
conditional risk measure に CVaR1−α を用いた iterated
risk measureを，I-CVaR1−α|s,S と書くものとする．場
合によっては，時点の記述部分は省略し，I-CVaR1−αな
どと書く．

I-CVaR1−α|s,S を先程の図–1 に示す数値例に適用す
る．この時，I-CVaR0.9に基づくリスク値は表–1のよう
になる．これより，いずれの時点においても I-CVaR0.9

を最小化する戦略は戦略 aとなり，時間的不整合が発
生していないことが確認できる．
ここで，I-ρs,S を，MDP の解法である動的計画法

の目的関数として用いるための要件をレビューする．
Ruszczyński (2010)22)は，I-ρs,Sを動的計画法に適用する
ための要件は，one-step conditional risk measureが単調
性と平行移動不変性に加えて，凸性を満たす convex risk
measureであることと示している．Lin & Marcus (2013)
24) は，凸性を満たさないが正の同次性 (positive homo-
geneity)を満たす one-step conditional risk measureで構
成される I-ρs,Sも，動的計画法の目的関数として用いる
ことが出来ることを示している．これより，VaRを繰り
返し用いるリスク指標は利用可能であると分かる．また
Çavus & Ruszczyński (2014)25)は，Ruszczyński (2010)22)

のケースに加え，時間的割引率が 0のケースにおいて
も動的計画法が適用できることを示している．
一方，iterated risk measure と比較される，time–

consistentでない conditional risk measureとしては，最

終時点までの確率変数の総和を評価する下記が挙げら
れる 11)．

R-ρs,S(Rs+1, · · · , RS) = ρ(Rs+1+ · · ·+RS | Fs) (11)

ρ に CVaR1−α を用いたリスク指標を R-CVaR1−α|s,S

と表すものとする．また，図–1 に示す数値例につい
て，CVaR0.9 で評価した，としたものは，正確には
R-CVaR0.9 による評価値だと分かる．
ここで，期待値は，

E[X1 + E[X2 | X1]]

= E[X1] +

∫ (∫
x2g(x2 | x1)dx2 | x1

)
x1f(x1)dx1

= E[X1] +

∫
x2g(x2)dx2

= E[X1 +X2]

(12)

となる．f()は x1，g()は x2の確率密度関数である．こ
れを用いると，one-step conditional risk measureとして
期待値を用いたとき，式 (10)は式 (11)に一致すること
を示すことができる．

3. 数値シミュレーション・モデル

本稿では，劣化と管理行動の影響を考慮した数値モデ
ルを構築し，RC桁を対象とした維持管理の数値シミュ
レーションを行う．

(1) 構造物の劣化
対象の道路構造物として，塩害環境下の RC桁を用
いる．個々の橋梁床版の様式は，秋山ら 26) の 3.5で提
示される One–way slabと同一とする．水セメント比は
0.45のみとする．構造物に対するハザードは塩害劣化
ならびに交通荷重のみとする．周囲の塩害環境は秋山
ら 27)に示されるNiigataのものに従い，海岸からの距離
は一律に 0.1kmとする．また交通荷重による外力の大
きさと発生頻度を示す確率過程については，秋山ら 26)

の 5.1で提示されるものに従った．こうした橋梁床版を
N = 1, 000管理する管理者を想定する．鉄筋腐食開始
後の xi(t)の平均劣化速度は年 1.6× 10−3，腐食ひび割
れ発生後の平均劣化速度は年 2.1× 10−1 である．

(2) 管理者の行動
tは時点 (年)を表す連続値とする．維持管理戦略は T

年に 1度更新される．この戦略の更新と更新の時点の
間を 1時点とみなし，sを計画時点の番号とする．すな
わち計画時点 sは，sT 年から (s + 1)T 年までを指す
(s = 0, 1, · · · , S − 1, t ∈ [0, ST ])．本稿では T = 5と
する．
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各計画時点 sの最初に戦略策定が実施される．時点 s

について，その間の補修予算 Bs と点検精度 βs とが決
定される．これらの各種管理変数を定めたものを戦略
と呼び，時点 sにおける戦略を asと表す．asは，本稿
では点検精度 βs や補修予算 Bs の決定に該当する．よ
り現実的には，点検頻度の決定，重点管理範囲の設定
なども含まれるが，これらはこのモデルでは考慮して
いない．
同時に，点検の頻度については，本稿では管理者は 5

年に一度各構造物の点検を行う．Pharesら 28)はアメリ
カにおいて目視点検の精度を調べている．これによれ
ば，観測値に対して実際の状態値は概ね変動係数 0.08–
0.19程度であると報告されている．そこで，点検で把
握される構造物 iの鉄筋腐食率の観測値 yi(t)は，

yi(t) = xi(t)ζ (13)

で求まるものとする．ここで，ζ は，平均 1，変動係数
βs の正規分布に従う確率変数である．
管理者は点検の結果を踏まえて，危ない構造物，ここ

ではいずれの構造物も同一であるため鉄筋腐食率の観
測値 yi(t)が大きい構造物のうち，管理ライン (x = 0.1)
を上回る構造物から予算Bsの範囲内で補修を行うもの
とする．これら橋梁床版の補修については，取替のみ
を想定し，その際発生するコストは一律に 1とした．
また建設後経過年数は 0 ∼ 50年にかけて一様に分布

しているものとし，それまで適切に管理が行われてい
たものと考える．

(3) 構造物群の危険性を示す指標
インフラ維持管理において，リスクとして扱うべき

確率変数は複数提示されている．まず，維持管理から
得られる情報である状態を用いて管理する方法が提案
されている．状態値を離散値として管理する場合，あ
る状態に該当する構造物の割合や個数を，リスクを表
す確率変数として用いる場合が多い 29),31)．一方，連続
値については，Seyedshohadaieら 8) が，インフラシス
テムを構成する構造物群のうち，最も状態が悪化した
構造物の状態値をリスクを表す確率変数として用いて
いる．状態ではなく，性能を用いて管理する研究も存
在する．Frangopol & Liu6) は，インフラネットワーク
を構成する構造物のうち破壊確率が最大となる構造物
の値をリスクとしている．更にこうした破壊確率の議
論などを用いて求まる被害額をリスクとする研究も多
く存在する 3),5),9)．
本稿では，インフラの状態値が連続値のモデルを扱っ

ている．そこで，構造物群のうち最も状態が悪化した
構造物の値maxi xi(s)を，インフラのリスクを示す確
率変数として扱う．これを Rs とする．

4. 数値解析手法

(1) MDPにおける数値解析手法
インフラの維持管理計画策定の問題は，マルコフ
決定過程 (MDP)29),30) ないし，状態が正確には観測
されないことを考慮した部分観測マルコフ決定過程
(POMDP)31),32) として定式化されることが多い．本稿
では，点検誤差を考慮しているため，POMDPとして定
式化する．
本稿では，N 個の構造物を，計画期間 s ∈ [0, S]の
間，管理する管理者を想定している．時点 sにおける
構造物 iの状態は xi(s)で表現される．時点 sのインフ
ラの状態をベクトル表記すると x⃗s = {xi(s)}i∈N と書
ける．このインフラの状態 x⃗sが属する集合を X⃗sとす
る．つまり x⃗s ∈ X⃗sである．同様に，時点 sにおけるイ
ンフラの観測値をベクトル表記すると y⃗s = {yi(s)}i∈N

と書け，これらが属する集合を Y⃗sとする．時点 sにお
ける行動の集合を A⃗s，管理者の信念が取りうる集合を
Θ⃗s とおく．
この時，状態数 |X⃗s|などの組合せや，更にそこから
構成される信念 |Θ⃗s|の組合せは膨大なものとなる．こ
の際，構造物群の全体が取りうる状態の組合せは，構
造物の数が増えるほど，指数的に増加する 30)．線形計
画法を用いた解法 29) が提案されているが，これは期
待パスに関する最適計画の策定となり，今回着目する
テイルリスクの評価には適さない．Kuhn (2009)30) が
Approximate Dynamic Programming (ADP) を用いるこ
とで，計算量を指数的に増加させることなく解く手法
を提案している．

ADPの Bellman方程式は次のように定式化される．

Vs(x⃗s) = min

[
Rs(x⃗s, as) + γ

∑
x⃗′

p(x⃗′ | x⃗s, as)Vs+1(x⃗
′)

]
(14)

ここで，p(x⃗′ | x⃗s, as)は時点 sで状態 x⃗sの時に，戦略
asを実施した際の，時点 s+ 1での状態 x⃗′の推移確率
を示す．この時，この価値関数 Vs(x⃗s)を

V̂s(x⃗s) =
I∑

i=1

A∑
a=1

wi,aΦi,a(x⃗s, as) (15)

状態 i,行動 aが実施される構造物数を示す基礎関数Φi,a

で近似された価値関数を用いて表す．それぞれの基礎
関数は，状態が．前向きシミュレーションを大量に実
施させ，この係数 wi,aを逐次的に更新し，価値関数を
近似するというものである．
このADPは期待値のみについて適用性が示されてい
たが，I-CVaRなどの指標についても適用できることが
示された 33)．テイルリスクの算出に際して，期待値よ
りもかなり大きな計算量が必要となる．しかし，ここ
では発生するリスク事象が従う確率分布が未知の場合
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に，計算量を軽減するための手法についての検討はな
い．そこで，本稿では，テイルリスク定量化時に計算
量を低減する手法として，クラスタリングとリサンプ
リングを用いた数値解析手法を提案する．
本手法では，理論的には，ADPにおいて価値関数近

似を行うための前向きシミュレーションの手法として
用いることができると考えられる．しかし，いまのと
ころ，この POMDPにおけるテイルリスク定量化につ
いて ADPの適用性が明らかではないため，今回は直接
ADPに適用することはしなかった．

(2) 前向きシミュレーションの手順
前向きシミュレーションを行う際にテイルリスクを

精度よく算出するための提案手法のコンセプトは下記
の 2点である．
・発生確率に応じて重みの異なる粒子で確率分布を
表現する．

・次時点のシミュレーションを行う際に，発生確率
に基づいてリサンプリングを行うと Tail部の精度
が低下してしまう．そこで，Tail部に着目してリサ
ンプリングを行うために，クラスタリングを用い
て低頻度事象を区別する．

これは，クラスタリングと粒子フィルタにおけるリサ
ンプリングとを組み合わせた手法と言える．
時点 sにおけるインフラの状態ベクトル x⃗sを「粒子」

と呼ぶ．本手法では，各時点 sにおいて，その内容が
似ている組合せ同士をクラスタリングにより集約して
いく．この際，各状態ベクトルの組 x⃗sが属するクラス
ター毎に x̂s ∈ ⃗̂

Xs とラベリングする．またクラスター
x̂sに含まれる粒子の個数をKx̂s とする．観測値ベクト
ル y⃗sに関するクラスターを ŷs ∈ ⃗̂

Ysとラベリングする．
提案手法の手順は下記の通り．
1. リサンプリングを伴う 1期間シミュレーション: s
時点から s+1時点までの 1期間のモンテカルロ・シ
ミュレーションを，{ state x̂s and action as}の各組
ごとにM 回ずつ実行する．各シミュレーションに
おいて，x̂sに含まれる粒子から 1つの粒子がサンプ
リングされる．w(k)(x̂s)を x̂sに含まれる k番目の
粒子の「重み」とする．この k番目の粒子がサンプ
リングされる確率はw(k)(x̂s)/

∑Kx̂s

k=1 w
(k)(x̂s)であ

る．m ∈ [1,M ]回目のシミュレーションの結果求ま
る，(s+1)T 年目の状態ベクトルを {x⃗(m)

s+1 | x̂s, as}，
観測値ベクトルを {y⃗(m)

s+1 | x̂s, as}とする．また，こ
の「粒子」の「重み」w

(m)
s+1(x̂s+1 | x̂s, as)は式 (16)

で表される．
2. クラスタリング: 生成された {x⃗(m)

s+1 | x̂s, as} と
{y⃗(m)

s+1 | x̂s, as} (m ∈ [1,M ], ∀x̂s ∈ X⃗s, ∀as ∈ A⃗s)
は，x̂s+1 と ŷs+1 というそれぞれ複数のグループ

にクラスター分けされる．クラスタリングは K-
means クラスタリングによって行う．この際，ク
ラスター分析の特性値としては，x⃗sや y⃗sの平均値
や CVaR0.995値を用いた．x⃗sについては最大値も
用いた．

w
(m)
s+1(x̂s+1 | x̂s, as) =

∑Kx̂s

k=1 w
(k)
s (x̂s)

|A⃗s|M
(16)

式 (16)に示すように，各クラスターw
(k)
s (x̂s)の重みは，

そのクラスターに含まれる粒子の重みの合計となる．更
に，そのクラスターからリサンプリングされる各粒子
の重みは，そのクラスターの重みを戦略の数 |A⃗s|，シ
ミュレーション数M で割った値となる．
手法の概念図を図–2に示す．本図において，各点は

「粒子」を表す．s = 1において，クラスタリングを実
施することで，s = 2において低頻度事象について重点
的にリサンプリングされることとなる．
手順のクラスタリングにおいて，スカラー量であれ
ば，その座標軸上でリサンプリングが可能となる．し
かし，その粒子の性質をあらわす指標として，粒子に
含まれる構造物群の状態のうちのどの値を座標系とし
てあつかい，それをどのように離散化するのが適切か
は明らかではない．そこで，ここでは，シミュレーショ
ンによる実現値をクラスタリングすることで，指標値
の存在する範囲やその適切な離散化を，内生的に決定
させる．

(3) POMDP問題の定式化

本稿では，先述の通り，前向きシミュレーションの
結果から価値関数近似を行うのではなく，前向きシミュ
レーションから直接 POMDPの問題を定式化し，それ
を解く．ここでは，状態・観測値それぞれについて，ラ
ベリングした x̂s ならびに ŷs を離散的な状態値ならび
に観測値とみなした，
時点 sにおいて状態がクラスター x̂sに分類される時に
行動 asを実行して，s+1時点の状態が x̂s+1となる確率
を示す，インフラの状態の推移確率を ps(x̂s+1 | x̂s, as)

と定義する．また，時点 sにおいて asを実行し，s+1

時点での状態が x̂sとなった際に，ŷsが観測される観測
確率を qs(ŷs+1 | x̂s+1, as)と定義する．信念についても
同様に時点 sで信念 θsのとき，行動 asを実行し，次の
時点での信念が θs+1 となる確率を p′(θs+1 | θs, as)と
おく．時点 sにおけるインフラの状態の危なさを示す指
標 (リスク)の確率変数を R(x̂s)と置く．この時，x̂s ∈
⃗̂
Xs，x̂s+1 ∈ ⃗̂

Xs+1，ŷs+1 ∈ ⃗̂
Ys+1，as ∈ A⃗s，θs ∈ Θ⃗s，

θs+1 ∈ Θ⃗s+1 である．
式 (17)より推移確率 ps(x̂

′ | x̂, a)を，式 (18)より観
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図–2 数値解析のためのクラスタリングとリサンプリングを用いた提案手法の概念図

測確率 qs(ŷ
′ | x̂′, a)を求める．

ps(x̂
′ | x̂, a) = N2(x̂

′ | x̂, a)
M

(17)

qs(ŷ
′ | x̂′, a) =

∑
x̂∈X⃗s

∑Kx̂

k=1 w
(k)(x̂s = x̂)N1(x̂

′, ŷ′ | x̂, a)∑
x̂∈X⃗s

∑Kx̂

k=1 w
(k)(x̂s = x̂)N2(x̂′ | x̂, a)

(18)

ここで

N1(x̂
′, ŷ′ | x̂, a) = #{x̂s+1 = x̂′, ŷs+1 = ŷ′ | x̂s = x̂, as = a}

N2(x̂
′ | x̂, a) =

∑
ŷ′∈ ⃗̂

Ys

N1(x̂
′, ŷ′ | x̂, a)

時点 s での信念が θs の時，状態が x̂s である事前
確率を pprior

s (x̂s | θs) と定義する．この時，ppost
s (x̂s |

θs−1, as−1, ŷs)と定義される事後確率は，次の式に従い
求まる．

ppost
s (x̂′ | θ, a, ŷ′)

=

qs−1(ŷ
′ | x̂′, a)

∑
x̂∈X⃗s−1

ps−1(x̂
′ | x̂, a)pprior

s−1(x̂ | θ)

∑
x̂′′∈X⃗s

qs−1(ŷ
′ | x̂′′, a)

∑
x̂∈X⃗s−1

ps−1(x̂
′′ | x̂, a)pprior

s−1(x̂ | θ)

(19)

次にBellman方程式を示す．ここでは，恐神 (2012)34)

の定式化に従ったものを示す．

VS(θS) = 0 (20)

Vs(θs) = min
a∈A⃗s

ρs

[
D

θ′∈Θ⃗s+1

{
R(θ′) + Vs+1(θ

′)

p′s(θ
′ | θs, as)

}]
(21)

ここで，Vs(θ) は時点 s において信念が θ となると
きの価値関数，ρs は one-step conditional risk measure，
D

ϕ∈Φ⃗

{
x(ϕ)

p(ϕ)

}
は，確率 p(ϕ)で値 x(ϕ)を取る離散確

率変数を示す．p′s(θ′ | θs, as)は式 (17)–(19)より求まる．

(4) 提案手法の近似精度

次のような 2つの数値シミュレーションを実行し，提
案手法の近似精度を調べる．管理者の戦略は補修予算
Bs = 25，点検精度 βs = 0.2のみとする．

A リスク値を精緻に求める：s = 0時点から，10,000回
のモンテカルロ・シミュレーションを実施し，s = 1

時点での状態 x⃗1 を求める．その各状態 x⃗1 から再
び 10,000回ずつモンテカルロ・シミュレーション
を実施し，s = 2時点での状態 x⃗2を求める．これ
により，s = 1時点での各粒子に関するリスク値
R1 + ρ1(R2)を求める．

B 提案手法によりリスク値を求める：s = 0時点から，
10,000回のモンテカルロ・シミュレーションを実
施し，s = 1時点での状態 x⃗1を求める．その各状
態 x⃗1についてクラスタリングを行い，各クラスタ
について，s = 2時点までのモンテカルロ・シミュ
レーションを 10,000回行い，各クラスタのリスク
値R1+ρ1(R2)を 10,000回のモンテカルロ・シミュ
レーションより求める．

検討の概念図を図–3に示す．

まず，検討 Bにおいて，リスク値がどの程度ばらつ
くかを調べた．ここでは，検討Bに示されるシミュレー
ションを 1,000回行い，リスク値 ρ0(R1+ ρ1(R2))のば
らつきを調べた．ここでは ρをMean(期待値)，CVaR0.9，
CVaR0.99，CVaR0.999とした場合の，クラスター数の変
化に伴う，リスク値の変動係数の大きさの変化を調べ
た．これを図–4に示す．縦軸は対数軸である．これよ
り，より発生確率の小さな部分を定量化する時，その精
度は悪くなることが分かる．この時，CVaR0.9程度であ
れば，10,000回程度のモンテカルロ・シミュレーション
であっても，変動係数は常に 0.001以下となっており，
リスク値を比較するような場合にも十分有効であると
考えられる．
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図–3 提案手法の近似精度に関する検討のためのシミュレーションの概要
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図–4 提案手法に関するクラスター数の変化に伴う，リスク値
の変動係数の大きさの変化

検討 Bについて，クラスタリングを実施した際，指
標として用いた平均値ならびに CVaR0.995 値の各クラ
スター毎の頻度分布をそれぞれ図–5，図–6に示す．こ
れより，適切にその分布の危険性に応じてクラスタリン
グができているとともに，各指標ごとにクラスター間
の大小関係が異なっていることから，少なくとも無意味
な指標を 2つ選んでいるわけではないことが確認でき
る．ただし，非常に大きな平均値の部分については全て
クラスター 9に含まれるなど，Tail部を精度よくシミュ
レーションする上で適切でない部分が存在する．これ
は各クラスターに同数の粒子が含まれることを前提と
したK-means法によりクラスタリングを行なっている
ため 35)と考えられる．こうした非常に稀な事例のみが
含まれるクラスターを作成するためには，K-means法
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図–5 各クラスターの平均値の頻度分布

以外の手法を検討する必要があり，今後の課題である．
検討A,Bの s = 1時点から見たリスク値R1+ρ1(R2)

を比較する．まず検討 A について，s = 1 時点での
各粒子 m ∈ [1, 10, 000]についてのリスク値を求める．
m 番目の粒子について，R1 の実現値が R1,m と求ま
る．更に 10,000回のモンテカルロ・シミュレーション
を実施し，ρ1(R2)の実現値 ρ1,m(R2)を求める．以上よ
り，m番目の粒子について，求めるリスク値はRam =

R1,m + ρ1,m(R2) となる．粒子がクラスター x̂1 = j

に該当する時，そのリスク値を Ramj と記す．ただし，
mj = 1, · · · ,Mj とする．
同様に検討 B について，s = 1 時点でのクラスタ

x̂1 = j についてのリスク値 Rbj を求めた．リスク値は
モンテカルロ・シミュレーションにより求まるので，先
ほど示したとおり変動係数で 0.1%程度のばらつきが存
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図–7 各リスク値に関する乖離率

在する．そこでここでは検討 Bを 100回繰り返し，こ
の平均値を R̄bj とした．
クラスタリングによるリスク値の推計精度を調べる

ために，クラスタ jに関する，次のような乖離率 Lj を
定める．

Lj =

1
Mj

∑Mj

mj=1 |Ramj − R̄bj |
R̄bj

(22)

これは，検討 A により求まった，各粒子のリスク値
Ra が，検討 B により求まる各粒子のリスク値 Rb と
どの程度乖離しているかを調べるものである．期待値，
CVaR0.9，CVaR0.99，CVaR0.999の 4つについて，この
乖離率の合計値

∑|x̂1|
j=1 Ljを調べたものを，図–7に示す．

横軸にクラスター数，縦軸に乖離率を示す．クラスター
数は対数軸にプロットした．

この結果より，いずれのリスク値についても，クラ
スター数の上昇に伴い，乖離率が低下していることが
確認できる．そのため，クラスター数を増やすことで，
より精度の良い数値解析を行うことが出来る．ただし，
現在のK-meansクラスタリングでは，クラスター数を
上昇させたときに，うまくクラスター分割が行えなかっ
た．これはK-means法が「クラスターに含まれる事例
の数は同程度であること」を暗黙の内に仮定している
ために 35)，クラスター数を増やすとうまくクラスタリ
ングが出来なかったものと推定される．

5. 維持管理計画のリスク評価

(1) 問題設定

本節においては，提案手法を用いた評価値に基づく，
逐次的な意思決定の例を提示する．

インフラの維持管理においては，効率性，安全性，ロ
バスト性 36)，レジリエンス 37)などが管理の指標として
提案されている．ここでは安全性の観点のうち，「非常
に危険な事象の発生を避ける」という観点で管理者が
計画策定を行う場合を扱う．現実的には，安全性につ
いても，「平均的に悪い事象の発生を避ける」という観
点は重要である．そのことを考慮して，coherent性を有
する one–step risk measure である期待値と CVaR 値の
線形和 38)の利用なども提案される．また安全性の観点
以外の指標を考慮することもあるだろう．そこで，こ
の安全性の指標を制約条件に加えて最適化する手法も
提案されている 39)．ここでは，こうした拡張可能性を
念頭に置いた上で，例として「非常に危険な事象の発
生を避ける」という管理者の最適計画策定問題を扱う．
この際，time-inconsistentなリスク指標に基づく意思決
定と比較することで，提案手法の有効性を確認する．

ここでは，各計画時点において，下記の戦略のうち，
[戦略 1a &戦略 2]の 2戦略，ないし [戦略 1b &戦略 2]
の 2戦略のいずれかを取りうる場合を考える．

・ Strategy 1a: (Bs, βs) = (15, 0.05)

・ Strategy 1b: (Bs, βs) = (16, 0.05)

・ Strategy 2: (Bs, βs) = (20, 0.2)

期間が 3期間 (s = 0, 1, 2)の場合について，R-CVaR0.9，
I-CVaR0.9に基づく最適な戦略を比較する．R-CVaRは，
式 (11)で定義される，CVaR1−αにより，期中のリスク
の合計値を評価したものである．これは，式 (11)で定
義される，time-incosistent なリスク指標である．この
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図–8 R-CVaR0.9ならびに I-CVaR0.9に基づく最適計画実行時
の，構造物群の最大値の期間中の合計値の超過確率分
布 [戦略 1a &戦略 2]

時，各戦略は，以下の最適化の結果である．

R-CVaR0.9(R1, R2) : minCVaR0.9(R1 +R2) (23)

I-CVaR0.9(R1, R2) : minCVaR0.9(R1 + CVaR0.9(R2))

(24)

I-CVaR0.9に基づく最適計画については，これが time-
consisitentであることから，4.で提案した手法を用いて
作成された，離散時間・離散状態の POMDPの問題につ
いて，動的計画法を用いることで最適解を導いた．ただ
し，ここでは 4.で提案した手法について，クラスター
数を 20に分割し，POMDPの問題を作成している．

一 方 ，time-inconsistent な リ ス ク 指 標 で あ る
R-CVaR1−α に基づく最適計画の導出については，
取りうる計画すべてのリスク値を比較して最適解を求
める必要がある．しかし，取りうる計画のパターン数
は 221 にのぼり，すべてのリスク値を調べるにはかな
りの計算量が必要となる．そこで，遺伝的アルゴリズ
ム (GA)を用いて最適計画を導出した．ここでは，各個
体の遺伝子がそのまま戦略を示すものとし，ランダム
に生成した 100個体について，毎世代同数の子を作る．
この時各遺伝子について交叉は 0.3の確率で，突然変
異は 0.03の確率で起きるものとした．親と子の 200個
体について，各個体のリスク値が小さいものほど生存
しやすくなるように実施した重み付けに従い 100個体
が次世代に生き残るものとした．10世代の遺伝的アル
ゴリズムを用いて最適計画を導出した．
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図–9 R-CVaR0.9ならびに I-CVaR0.9に基づく最適計画実行時
の，構造物群の最大値の期間中の合計値の超過確率分
布 [戦略 1b &戦略 2]

(2) 結果
劣化ならびに管理行動の影響に伴い，s = 1以降は
様々な状況が生じる．[戦略 1a &戦略 2]の組の場合，戦
略 1aが有利になる状況も有りうるし，戦略 2が有利と
なる状況も有りうる．s = 0で戦略 1a，戦略 2をとった
ときのそれぞれのリスク値は表–2（左）のようになる．
この結果より，いずれの指標を用いても，s = 0は補修
を重視する戦略 2を実施することが合理的であること
となる．一方，戦略 1aよりも，少ない予算で同じ精度
の観測が可能となる戦略 1bが選択可能となった場合の
リスク評価値を表–2（右）に示す．この時，I-CVaR0.9

を最小化するように意思決定を行うと s = 0時点では
戦略 1bが選択されるのに対して，R-CVaR0.9を最小化
するように意思決定を行うと s = 0時点では戦略 2を
実施することが合理的となる．
図–8には [戦略 1a &戦略 2]の組における s = 0で戦
略 2，s = 1で戦略 1aを実施した場合の，最悪値の合計
値 R1 + R2 の超過確率分布を 5 × 106 回のモンテカル
ロ・シミュレーションの結果から求めたものと，s = 0, 1

で戦略 1aを実施した場合の最悪値の合計値R1+R2の
超過確率分布を同様に求めたものとを示す．これより，
[戦略 1a &戦略 2]の組のように，戦略毎に CVaR0.9の
観点から見たリスク値が大きく異なっている場合には，
いずれのリスク指標を用いても，同じ戦略が最適とな
ることが分かる．
これに対して，[戦略 1b &戦略 2]の組について，同
様の戦略を実施した場合の最悪値の合計値 R1 +R2の
超過確率分布を図–9に示す．これらの戦略はそれぞれ，
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表–2 s = 0における各戦略のリスク値

[Strategy 1a & Strategy 2] [Strategy 1b & Strategy 2]
Strategy at s = 0 1a 2 1b 2

R-CVaR0.9(R1, R2) 0.453 0.443 0.438 0.437
I-CVaR0.9(R1, R2) 0.386 0.376 0.371 0.372

表–3 s = 0時点での戦略と s = 1時点で発生する状態のリスク

x̂1 CVaR0.9(R1) Pr[x̂1 |1b] Pr[x̂1 |2] x̂1 CVaR0.9(R1) Pr[x̂1 |1b] Pr[x̂1 |2]

1 0.0977 0.0359 0.0407 11 0.149 0.1010 0.0200
2 0.106 0.1099 0.0575 12 0.149 0.0857 0.0724
3 0.115 0.0896 0.0407 13 0.169 0.0332 0.0544
4 0.117 0.0547 0.0715 14 0.173 0.0541 0.0244
5 0.123 0.0811 0.1112 15 0.176 0.0002 0.0534
6 0.130 0.1125 0.0722 16 0.177 0.0021 0.0798
7 0.132 0.0990 0.0201 17 0.177 0.0353 0.0027
8 0.145 0.0076 0.0739 18 0.216 0.0008 0.0411
9 0.147 0.0280 0.1116 19 0.228 0.0000 0.0320
10 0.148 0.0670 0.0028 20 0.232 0.0023 0.0176

R-CVaR0.9ならびに I-CVaR0.9の観点からの最適計画で
ある．[戦略 1b &戦略 2]の組のように，戦略間のリス
ク値に大きな差がない時，時間的整合性を満たさない
R-CVaRと時間的整合性を満たす I-CVaRとの最適解と
の間に齟齬が発生し得る．

この点について詳しく見ていく．[戦略 1b &戦略 2]
の組について，時点 s = 0で戦略 1b，戦略 2を選択し
た場合，時点 s = 1で，どの程度のリスクがある状態
(クラスター)がどの程度の確率で発生するかを表–3に
まとめた．表–3より，s = 0時点で戦略 2を実施する
と，s = 1 時点でのリスク値 (CVaR0.9) が大きい状態
(x̂1 = 18, 19, 20)が発生する確率が大きくなってしまう．
R-CVaR0.9に基づく意思決定では，s = 2までのリスク
値の合計値を低減しようとするため，こうした発生確
率が比較的小さいテイルリスクに該当する事象の危険
性が過小評価されている．一方，I-CVaR0.9に基づく意
思決定では，各時点から見てリスクが小さい戦略を選
ぶため，s = 1時点でのリスク評価を考慮して，s = 0

時点で意思決定出来ていることが確認できる．

時間的不整合を防いだ意思決定を導くことの効果は
どの程度あるのだろうか．図–9 に示す通り，例えば
R-CVaRに基づいて計画を策定した場合，最悪値が 0.52

以上となる確率が I-CVaRに基づいて計画を策定した場
合よりも 10倍上昇している．これは「非常に影響が大
きな事象」が 10倍起きやすくなるという程度の大きな

違いを生んでいることに該当する．

6. 結論

インフラ維持管理の計画策定の中では，効率性の観
点が重視されてきた．この中で，リスクは，コストや構
造物の状態の期待値で定量化される．一方で，橋梁の
崩落やトンネルの崩落などのインフラ事故の発生が相
次いでおり，稀だが影響が大きな事象の回避という観
点が重要となっている．これらはテイルリスクと呼ば
れ，この観点は管理戦略の立案において有用であろう．
この観点でのリスク定量化において，これまで VaR
やCVaRなどのリスク指標の利用が提案されてきた．し
かし，これらの指標は，維持管理が逐次的な意思決定を
伴う動学的な性質を有する問題であることを考慮した
指標ではない．そのため，これらの指標を多期間の維
持管理の計画策定問題に適用することは出来ない．そ
こで，動学性を考慮したリスク指標である iterated risk
measure の利用を提案した．これは，VaR や CVaR な
どの指標を再帰的に後向きに用いる指標である．本稿
では，CVaRを再帰的に用いる I-CVaRの有効性を検証
した．
また，テイルリスクを定量化する際，従来の期待値
の定量化に比べて，多くの計算量が必要となる．そこ
で，Tail部を効率良く数値解析するためのアルゴリズ
ムを提案した．これは，リサンプリングとクラスタリ
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ングを組み合わせることで，Tailを精度よくシミュレー
ションしつつ，クラスタリングを用いることで計算量
の増加を防ぐアルゴリズムである．この手法を用いる
ことで，期待値と同程度の精度でリスクを定量化でき
ていることが確認できた．
以上の提案する手法を，インフラ維持管理の複数期

間にわたる計画策定問題に適用した．その結果，動学
性を有するリスク指標である I-CVaRを用いることで，
適切に稀だが影響が大きな事象を回避した計画が策定
できていることを確認した．
本稿は，従来の効率性の観点での最適計画を否定し

ているわけではない．インフラ事故が相次いでいる状
況において，効率性だけでなく，本稿で提示したテイ
ルリスクの回避を目指すという視点も重要だと指摘し
ている．これらの視点をいかに統合するかは今後の課
題である．

謝辞: 本研究は JSPS 科研費 26630237 の助成を受け
た．記して謝意を表す．
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