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本研究は，Kinematic Waveに従う交通状態が，入力データの変動によってどのような影響を受けるのかを
Variational Theoryに従って確率的に考察したものである．入力データの変動としては，運転挙動のばらつきに
よる変動と対象区間の端末交通量の変動の 2種類を考慮し，それらが任意の地点と時刻における交通状態に与
える影響を分析した．とくに，端末交通量の変動は，その影響が累積して交通状態を変化させるので，それを
考慮した近似計算を行って交通状態の変動を求めた．近似計算結果を交通流シミュレーションによる交通状態
の変動と比較した結果，良い精度で交通状態の変動を表せることを確認した．
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1. はじめに

近年，交通制御システムの向上を目的として，車両

感知器やプローブカ―によるデータ取得技術が発展し，

それらのデータを用いた交通状態推定法が緻密化して

きている．特に Daganzo1)2)によって提案された Vari-

ational Theory(VT)では交通流解析に用いられる Kine-

matic Wave理論を Fundamental Diagram(FD)を敷き詰

めた Time-Space図上の最短経路探索問題へと帰着させ

ることによって任意のノードの累積交通量を計算した．

また，Mehranら3)はVTを用いて感知器データやプロー

ブデータ，信号現示データを入力データとして対象区

間の途中からの交通流出入を考慮した車両軌跡推定手

法を提案した．しかし，これらの既往研究ではドライ

バーの運転挙動のばらつきや対象区間の端末交通量と

いった入力条件の確率変動を考慮していない．実際の交

通流は非線形な現象であるため入力データの小さな確

率変動が結果に大きな影響を与える可能性があり，よ

り現実に適した交通制御への応用を考えると，確率的

要素を考慮してボトルネック位置などの詳細かつ解析

的な交通状態把握手法が必要である．そこで，本研究

では信号交差点を含む道路区間において，入力データ

の確率変動が交通状態に与える影響を解析的に明らか

にする．

図–1 本研究のネットワーク

2. 誤差の確率変動による交通状態変動

(1) 累積交通量の導出

VT によるとネットワーク内部の任意の終点の累積

交通量は原点から終点まで行くときの全ての Boundary

ノード経由の経路のうちの最短経路費用として求めら

れる．よって本研究では図 1の原点 oから終点ノード j
までの全経路のうちの確率変動する最短経路費用の期

待値を計算する．

(2) 入力データの変動の考慮

VTの入力データの変動として，需要変動や車両感知

器の検知誤差による対象区間の端末交通量の変動と運

転挙動のばらつきや FDの線形近似に起因する誤差によ
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る対象区間内部の累積交通量の変動が考えられる．こ

れらの変動を考慮する上で，それぞれの変動の特徴に

応じて，図 1において赤線で示したネットワークにお

ける Boundaryノードの変動と青線で示した内部ノード

の変動にわけて考える．

a) Boundaryの変動

需要変動や検知誤差による対象区間の端末交通量の

変動はネットワーク上の Boundaryにおける変動とし

て考えられ，時間軸を等間隔の微小区間に離散化して

Time-Space図上の時刻 t = 0，位置 x = 0の Boundary

上の原点 oから Boundaryノード iまでの最短経路コス
ト Yiの変動として扱える．また，需要変動や検知誤差

は過去の変動が累積して次の変動に影響を与えること

を考慮するために，時間あたりの単位交通量として原

点 oから各Boundaryノードをコスト ϵiの単位ダミーリ

ンクで結ぶと Yi は ϵi の和として表わすことが出来る．

単位交通量 ϵi を independent identical distribution(iid)

で期待値 µϵi，分散 σ
2
ϵi の正規分布に従うと仮定する．

ϵi ∼iid　 N(µϵi , σ
2
ϵi ) (1)

正規分布の加法性により対象区間の Boundaryノー

ドにおける累積交通量 Yiは次のような確率分布で表わ

せる．

Yi = ϵ1 + ϵ2 + · · · + ϵi ∼ iid　 N(µYi , σ
2
Yi

) (2)

ただし，

µYi =
∑
µϵi (3)

σ2
Yi
=
∑
σ2
ϵi (4)

とする．

b) ネットワーク内部の変動

運転挙動のばらつきなどの対象区間内部の累積交通

量の変動はネットワーク内部の変動として考えられ，

Boundaryノード iからネットワーク内部の終点ノード
jまでの最短経路コスト Zi の変動として扱える．

また，Forward waveと Backward waveが線形で表わ

される FDを仮定すると，式 (5)が言える．

このとき，tと xはそれぞれのノードの時間と位置を
表わし，t j − tiは観測者が FDに従って移動する場合の

時間差を表わす．この際，信号赤時間によって強制的

に停止している間の時間差は 0として考える．

Zi =qi
max(t j − ti) − ki

c(x j − xi) ∼ iid　 N(µZi , σ
2
Zi

) (5)

ただし

qi
max = Boundaryノード i経由の経路における

最大交通流率

∼ N(µq, σ
2
q) (6)

ki
c = Boundaryノード i経由の経路における

クリティカル交通密度

∼ N(µk, σ
2
k) (7)

Zi = Boundaryノード iから終点ノードまでの

経路コスト

∼ N(µZi , σ
2
Zi

) (8)

µZi = (t j − ti)µq − (x j − xi)µk (9)

σ2
Zi
= (t j − ti)2σ2

q − (x j − xi)2σ2
k (10)

とする．この式における仮定は，Boundaryノード i経
由の最大交通流率 qi

max，クリティカル交通密度 ki
cは確

率分布するが，それぞれ他の Boundaryノード経由の

qi′
max，ki′

c とは独立に分布し，それらはみな同じ正規分

布 N(µq, σ2
q)，N(µk, σ2

k)をとるというものである．

c) 求める累積交通量

本研究ではYiとZiが確率変動するときに，終点ノー

ド j の累積交通量 Ui の期待値と標準偏差を求めるこ

とで，入力データの変動による交通状態の変動を解析

する．

ここで，Boundaryノード iを通って原点 oから終点 j
まで行く経路の累積交通量Uiは次式のように表わせる．

この際，Boundaryノード i経由の経路コストという意
味で煩雑さを避けるために終点ノード jを省略する．

Ui = ϵ1 + ϵ2 + · · · + ϵi + Zi = Yi + Zi (11)

よって，全ての経路コストの最小値分布は次のよう

に書ける．

Pr(min PathCost > n)

= Pr(U0 > n,U1 > n, · · · ,Ui > n)

= Pr(Y0 + Z0 > n,Y1 + Z1 > n, · · · ,Yi + Zi > n)
(12)

しかし，Y0,Y1, · · · ,Yi には互いの確率変動に相関が

あるため，式 (12)の確率を厳密に解析的に求めることが

困難である．そこで，本研究では次節で紹介する Clark

近似法を用いて終点ノード jにおける経路コストの期
待値と分散の近似解を導出する．

(3) 解析手法

Boundaryとネットワーク内部の両方の変動を考える

場合は，Clark近似法を用いることで累積交通量の期待

値と標準偏差を求めることができる．
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また，ネットワーク内部の変動を考慮しない場合は

Consistency Conditionが満たされるので最短経路が通過

する可能性のある Boundaryノードの候補点を絞って計

算することが出来る．

a) Clark 近似法

Clark近似法はClark4)によって提案された近似計算法

であり，二つの多変量正規分布に従う確率変数の最大

値を新たな多変量正規分布に従う確率変数として近似

するという手法である．この近似法は Horowitzら6)に

よってProbitモデルの近似計算に応用されていたが，最

近臼井ら7)が VT の確率変動解析にも応用している．

（Ui が多変量正規分布であることは付録に示した．）

Clarkは多変量正規分布に従う U1,U2 を考えるとき，

確率変数max(U2,U1)の１次，２次モーメント vV12，vσ12

が式 (13)と式 (14)のように求まることを示した．

vV12 = V1Φ(γ) + V2Φ(−γ) + aϕ(γ) (13)

vσ12 = (V2
1 + σ

2
1)Φ(γ) + (V2

2 + σ
2
2)Φ(−γ) + (V1 + V2)aϕ(γ)

(14)

ただし，

ϕ(γ) = (2π)−(1/2)exp(
−γ2

2
) (15)

Φ(γ) =
∫ γ

−∞
ϕ(t)dt (16)

a2 = σ2
1 + σ

2
2 − 2σ1σ2ρ12 (17)

γ =
V1 − V2

a
(18)

とする．なお，相関係数 ρi,i−kの求め方は付録に記した．

以上を用いることで max(U2,U1)は次の正規分布で
近似することができる．

max(U2,U1) ∼ N(vV12 , vσ12 − v2
V12

) (19)

また，Clark（1961）より相関係数ρ[U3,max(U2,U1)]
が以下のように求まる．

ρ[U3,max(U2,U1)] =
σ1ρ13Φ(γ) + σ2ρ23Φ(−γ)

(vσ12 − v2
V12

)1/2
(20)

これを用いて，式 (15)～式 (18) を繰り返すことで，

max(U3,max(U2,U1)) の１次モーメント vV123 と２次

モーメント vσ123 が式 (13) 式 (14) と同様に求まる．

よって，ρ[U2,U1] が分かれば，max(U2,U1) の期待
値と分散が計算でき，ρ[U3,max(U2,U1)] が分かれば
max(U3,U2,U1) = max[U3,max(U2,U1)] が計算でき
るので，ρ[Ui,max(U2,U1)]を全ての iについて求めて
おく．

また，既に求まっている ρ[Ui,U3]，
ρ[Ui,max(U2,U1)] より ρ[Ui,max(U3,U2,U1)] =

ρ[Ui,max[U3,max(U2,U1)]] を全ての i について求め
ておく．

ρ[U3,U2,U1]が分かればmax(U3,U2,U1)の期待値と
分散が計算でき,以下のようになる．

max(U3,U2,U1) = max(U3,max(U2,U1))

∼ N(vV123 , vσ123 − v2
V123

) (21)

これをUiまで繰り返すことで，max(U1,U2, · · · ,Ui)の
期待値を求めることができる．よって求める累積交通

量 nの期待値は次式のように書ける．

E[n] = E[min(U1,U2, · · · ,Ui)] (22)

b) 候補点の決め方

ネットワーク内部の変動を考慮せず，Boundaryの変

動として需要変動を考慮する際の Boundaryノードの候

補点は以下のようにして表わせる．まず，対象区間の

交通量の Consistency Conditionは式 (23)のように表わ

すことができ，時刻 ti − ti−1 の間には，FDで定義され

る最大交通流率 qmax よりも大きい通過交通量はないこ

とを意味する．このとき，qmax は全てのノードにおい

て同じなのでサフィックス iは省略している．

Yi − Yi−1 ≤ qmax(ti − ti−1),　 ∀i (23)

一方，ノード i経由のコストがノード i − 1経由のコ
ストよりも小さくなる条件は，流入と流出の Boundary

ノードに空間位置の変化がないので式 (5)を用いると次

のようになる．

Yi − Yi−1 ≤ Zi−1 − Zi = qmax(ti − ti−1) (24)

したがって，信号が無い場合には Consistency Condi-

tionは自動的に満足され，候補点は終点ノードに到達

できる最も時刻の遅い Boundaryノードの二つに絞ら

れる．．

しかし，信号がある場合，t j − tiから信号で停止する

時間を差し引く必要があるため，Zi は図 2のように単

調減少にならないので，候補点がいくつか見つかる．図

2において，Zi の値が変化しないところは，Boundary

ノード iから終点ノードまでの経路が信号赤時間で待
つ時間を含んでいることを示しており，信号赤時間で

待っている時間は経路コストが変化しないために Ziが

変化しない．一方，Yiは単調増加するので，Ziが変化

しないところは，最短経路にはなりえないことがわか

る．このことと，式 (24)の条件を考慮すれば，図 2に

おいて，Ui の経路コストの各局小値が候補点となる．

　しかし，検知誤差を考慮する場合はConsistency Con-

ditionは保証されないので，上記の様な候補点に絞った

解析ではなく，全ての Boundaryノード経由の経路コス

トの最小値の計算が必要となる．

(4) 交通流率の変動の分析手法

交通流率の変動は提案手法によって求められた累積

交通量の期待値と分散から以下のようにして導出する
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図–2 Y と Zの経路コストの変動

ことができる．

ノード jでの累積交通量を N j,同じ位置における時

間 ∆t後のノード j+ 1での累積交通量をN j+1とすると

それぞれ以下のような正規分布に従うとする．（前節の

Clark近似によれば累積交通量は正規分布近似できると

言える．）

N j ∼ N(µ j, σ
2
j ),N j+1 ∼ N(µ j+1, σ

2
j+1) (25)

Boundaryの変動を考慮した交通流率は累積交通量を

時間微分したものなので以下のように表わせる．

q j =
N j+1 −N j

∆t
(26)

このとき q jの期待値 E(q j)と分散Var(q j)は次のよう
に求まる．

E(q j) =
E(N j+1) − E(N j)

∆t
=
µ j+1 − µ j

∆t
(27)

Var(q j) =
Var(N j+1 −N j)

∆t2 (28)

=
1
∆t2 (σ2

j+1 + σ
2
j − 2σ jσ j+1ρ j, j+1) (29)

ここで，ρ j, j+1 の求め方は付録の通りである．

以上のようにして交通流率の変動が解析的に表わせる．

3. 入力データの変動が交通状態へ与える影
響の考察

本研究の提案手法の精度検証を行うために，交通流

シミュレーションと比較する．

また交通流シミュレーションの Boundaryの変動は

上記のように Poisson分布としているので，近似計算は

平均値と分散が等しい正規分布を仮定して近似計算を

行った．

表–1 交通流シミュレーションの設定条件

対象区間距離　 1115m
対象時間　 15minutes
メッシュ分割 dx = 10m, dt = 10seconds
流出入車数　 600veh/hour
FDの設定　 v = 9.0 × 3.6km/hour

w = −4.6 × 3.6km/hour
qmax = 1750.0veh/hour

FDの形状の標準偏差 0.3 × µZi

Boundaryの変動 Poisson分布

シミュレーション回数 100

(1) 交通流シミュレーションの設定

a) 本研究で用いるシミュレーション

FDから車間距離（S）－速度（V）関係を作り，各車

両の速度をその時点の車間距離から求め，スキャンイ

ンターバル（dt）ごとに求められた速度に従って車両を

前進させるという，Kinematic Wave理論に従った追従

モデルを使用してシミュレーションを行う．

b) 端末交通量と FDの形状の変動の設定

今回交通流シミュレーションで設定した条件は表 1

の通りである．この際，FDの形状を決める最大交通量

qmaxとクリティカル密度 kcの標準偏差は一般道におけ

る現実の S-V関係から起こりうる変動を充分に考慮出

来る値をとった．

(2) 解析解とシミュレーションの比較分析

a) 端末交通量と FDの形状の変動による影響分析

交通流シミュレーションによる解析によって FDの形

状のみ，端末交通量のみ変動する場合の影響の比較を

した結果，それぞれ各地点の累積交通量の標準偏差を色

が濃くなるごとに１台ずつ累積交通量の標準偏差が増

える１０段階の色分けで表わすと図 3，4のようになっ

た．黒い横線は信号赤現示時間を表わしている．

図 3より，端末交通量の変動による累積交通量の標

準偏差は時間経過とともに累積することが分かる．ま

た，Time-Space図の内部では信号赤現示時間や渋滞に

よって整流化され，標準偏差は小さくなることがわか

る．一方，FDの形状の変動は時間経過に伴う標準偏差

の増大はないが，Time-Space図の内部における標準偏

差が Boundaryノードからの距離に応じて大きくなるこ

とを図 4は示している．以上のことから今回は FDの

形状の変動を除き，累積する端末交通量の変動に対す

る提案手法の精度検証を行った．
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図–3 Boundaryの変動による標準偏差

図–4 FDの変動による標準偏差

図–5 Clark近似による累積交通量の標準偏差

b) 提案手法の精度検証

Time-Space図を，時間 ∆ｔ，距離 ∆ｘごとに離散化

してメッシュを作り，メッシュの隅を終点ノードとし，

その終点ノードにおけるClark近似によって求められた

累積交通量の標準偏差は 1台ずつ 10段階の色分けで示

すと図 5のようになる．

また，交通流率 600veh/hourのケースにおいて，ノー
ドごとにシミュレーションによる累積交通量の期待値

と標準偏差を x座標，提案近似法による値を y座標に
プロットした相関図は図 6，図 7のように求まった．

図 6より期待値のプロットは 45°線に沿っており，提

案近似法と交通流シミュレーションによる値はよく一

図–6 交通流率 600veh/hour での各終点ノードの累積交通量
の期待値の比較

図–7 交通流率 600veh/hour での各終点ノードの累積交通量
の標準偏差の比較

表–2 流出入交通流率別の累積交通量の期待値と標準偏差の
RMS

交通流率 期待値 標準偏差

300veh/hour 2.49veh 1.85veh

600veh/hour 7.18veh 1.71veh

1000veh/hour 7.89veh 1.59veh

1500veh/hour 8.97veh 0.93veh

致していることがわかる．また図 7より，値の小さい

標準偏差では提案近似法と交通流シミュレーションに

よる値に多少の違いがあるものの，値の差は +/ − 2台
程度の範囲に収まっている．

交通流率を変えた場合の４つのケースにおいて，交

通シミュレーション値を真値とした場合のClark近似に

よる累積交通量の期待値と標準偏差の RMS誤差は表 2

の様になった．

表 2より，累積交通量の期待値と標準偏差のRMS値
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図–8 交通流率 1500veh/hourでの各終点ノードの累積交通量
の期待値の比較

図–9 交通流率 1500veh/hourでの各終点ノードの累積交通量
の標準偏差の比較

は充分に小さく，交通流率を変えても提案近似法と交

通シミュレーションの誤差は少ないと言える．

また，交通流率 1500veh/hourのケースにおける相関
図は図 8，9のようになった．

以上のように，本研究の提案近似法の近似精度は充

分に高く，入力データに確率変動がある際の交通状態

把握に有用であると考えられる．

(3) 提案手法による交通流率の変動の分析

交通流シミュレーションと提案手法による交通流率

の変動は，qmaxの標準偏差を 10段階に分けて色分けす

ると図 10，11のようになっている．

提案手法によって導出された値と交通流シミュ

レーションの値の交通流率の RMS 誤差は期待値が

2.74veh/min，標準偏差が 4.48veh/minと小さいことが
分かった．また，交通流率 600veh/hourのときの提案
手法と交通流シミュレーションによる交通流率の期待

値の相関図は図 12 のようになった．

図 12より累積交通量に比べ，交通流率の期待値は交

図–10 シミュレーションによる交通流率の標準偏差

図–11 提案手法による交通流率の標準偏差

図–12 各終点ノードの交通流率の期待値の相関図

通シミュレーション値と比べてばらつきが大きい．こ

れは，信号赤による停止，発進時の急激な交通流率の

変化が，時間を離散化した数値計算では十分に表すこ

とができないことによるものと考えられる．

そこで，信号付近（流入端より 158mの位置）におけ
る提案手法と交通流シミュレーションによる交通流率

の期待値を比較すると図 13のようになった．図 13よ

り，信号付近において提案手法と交通流シミュレーショ

ンの交通流率はほぼ同じ周期と振幅で変化しているこ

とが分かる．以上のことから，提案手法を用いて交通

流率による交通状態把握を行うことが可能だと考えら
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図–13 信号付近における交通流率の期待値の比較

れる．

4. おわりに

本研究では VT における入力データの確率変動によ

る交通状態の変動を調べるために，運転挙動による確

率変動（FDの変動）と対象区間の端末交通量の変動に

分割して考え，各ノードの累積交通量の期待値と標準

偏差の近似解を求める手法と，その解を利用した交通

流率の変動の解析法を提案した．また，提案手法と交

通流シミュレーションの結果比較により精度が高いこ

とが判明し，提案手法が信号制御システムなどの交通

制御に応用できると考えられる．

今後の展望としては，流出入端での変動や FDに起因

する交通状態の変動のみならず，途中流出入をふまえ

た詳細な交通状態の変動を調べる手法の提案やこれら

の確率変動の影響を考慮した交通制御手法の提案など

が考えられる．

付録 I 多変量正規分布の確認

標準多変量正規分布に従う X を次のようにおく．

xi ∼ N(0, 1) (I.1)

X = (x1, x2, · · · , xi)t (I.2)

式 (5)と式 (I.1)より ϵiと Ziは正規分布するので以下

のように変形出来る．
ϵi − µϵi
σ2
ϵi

,
Zi − µZi

σ2
Zi

∼ N(0, 1) (I.3)

よってUiは次のように標準多変量正規分布 Xの線形

変換で表すことができるので，多変量正規分布であり，

Clark近似の適用が可能である．

U = AX + C (I.4)

where

A =


σ2
ϵ1 + σ

2
Z1

0 · · · 0
σ2
ϵ1 σ2

ϵ2 + σ
2
Z2
· · · 0

· · · · · · · · · · · ·
σ2
ϵ1 σ2

ϵ2 · · · σ2
ϵi + σ

2
Zi

 (I.5)

x =


x1

x2

· · ·
xi

 (I.6)

C =


µϵ1 + µZ1

µϵ1 + µϵ2 + µZ2

· · ·
µϵ1 + µϵ2 + · · · + µϵi + µZi

 (I.7)

付録 II 相関係数の導出

式 (2)より以下のことが言える．

E(Ui,Ui−k) = E(Yi + Zi)(Yi−k + Zi−k)

= E(Yi−k + ϵik + Zi)(Yi−k + Zi−k)

= E(Yi−kYi−k) + E(Yi−k)E(Zi−k) + E(ϵik)E(Ui−k) + E(Zi)E(Ui−k)

= Var(Yi−k) + E(Yi−k)E(Yi−k) + E(Yi−k)E(Zi−k)

+ E(ϵik)E(Ui−k) + E(Zi)E(Ui−k)

= Var(Yi−k) + E(Yi−k)E(Ui−k) + E(ϵik)E(Ui−k) + E(Zi)E(Ui−k)

= Var(Yi−k) + E(Ui)E(Ui−k) (II.1)

cov(Ui,Ui−k) = E(Ui,Ui−k) − E(Ui)E(Ui−k) = Var(Yi−k)
(II.2)

(II.2) 式より，Yi − Yi−k > 0のとき相関係数 ρi,i−k は次

のようになる．

ρi,i−k　 =
Cov(Ui,Ui−k)√

Var(Ui)
√

Var(Ui−k)

=
Var(Yi−k)√

Var(Yi) + Var(Zi)
√

Var(Yi−k) + Var(Zi−k)

=
σ2

Yi√
σ2

Zi
+ σ2

Yi

√
σ2

Zi−k
+ σ2

Yi

(II.3)
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