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鋼橋において疲労亀裂が発生・進展すれば，鋼橋の機能が著しく低下する．このような鋼橋の機能を完全に
回復させるためには，鋼橋全体を取り替えるといった大規模な更新・修繕を行わなければならない．以上の背
景から，疲労亀裂の発生および進展を予測し，最適な大規模更新・修繕施策を立案することが必要となってい
る．そこで本研究では，鋼橋における疲労亀裂の発生および進展を予測する統計的手法を提案する．具体的に
は，既設の鋼橋に対する点検業務によって獲得される情報に基づいた鋼橋のための統計的劣化予測モデルを開
発する．社会基盤施設に対する点検業務の性質から，一般的に亀裂が発生した時点の情報を獲得することはで
きない．この不可観測問題に起因する亀裂の発生確率や進展速度の過小評価の危険性を，モデルと亀裂発生時
点を同時推計するベイズ推計手法を開発・適用することによって解消する．最後に，実在する高速道路鋼橋の
亀裂を対象として，本研究で提案する方法論の有用性を議論する．
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1. はじめに

著しい老朽化を遂げる我が国の社会基盤施設には，日

常で行うことのできる小規模な補修業務のみではその

機能を供用開始時に近い状態にまで回復させることが

困難なほど，深刻に損傷が進行している社会基盤施設

が出現している．このような社会基盤施設の状態を完

全に健全な状態にまで回復させることを目的とする事

業として，近年，大規模な修繕・更新事業が計画され

ている．この大規模修繕・更新事業は，構造物全体を

抜本的に取り替えるような修繕を行うことを意味する．

大規模修繕・更新事業にかかる費用を確保するために，

高速道路の債務返済期間の延長が決定され，過去に例

を見ないほど多額の修繕予算が確保される見込みであ

る．このような中で，これらの多額の予算を効率的に

分配するために，社会基盤施設の劣化状況の将来予測

に関する知見が必要となっている．

一方で，高速道路鋼橋に，進展すると走行路面の安定

性を損なう重大な損傷事例が 2002年に報告された 1)．

この損傷は，デッキプレートと閉断面リブ溶接部に発

生する疲労亀裂であり，鋼橋が高速道路橋として採用

された当初，想定されていなかった損傷である．これを

受け，平成 14年に改定された道路橋示方書に初めて鋼

橋を疲労亀裂に耐えうる設計とすることが記載された．

その後，2004年に首都高速，2006年に阪神高速におい

ても同様の損傷が報告されている 2),3)．今後も，旧設

計基準で設計された径間に次々に疲労亀裂が発生する

ことが想定される．このような疲労亀裂は，部分的な

修繕により，鋼橋の機能を完全に回復させることは困

難であり，平成 14年改訂以前の道路橋示方書に基づい

て設計された鋼橋を対象として，大規模修繕・更新が

検討されている．したがって，本研究ではこの高速道

路鋼橋を対象として，劣化予測に関する研究を行う．

社会基盤施設の劣化予測手法には，施設に対して実

施される点検・調査結果を統計的に分析する手法があ

る．このような統計的劣化予測手法が近年急速に発展

しており，開発された様々な統計的劣化予測モデルを

用いることで，より広範囲のデータを用いた多面的な

劣化予測が可能となった．その先駆けとなったマルコ

フ劣化ハザードモデル 4)は，すでに実務への適用事例

が多数報告され，その有用性が十分に検証されている．

しかし，疲労亀裂のように劣化過程が損傷の発生を境

界として明示的に遷移するような損傷においては，単

一の劣化予測モデルを用いて，その損傷の進行を表現

するには限界がある．そこで必要となるのが，その損傷

の劣化過程の遷移に対応して，複数のモデルを内包し

たような統計的劣化予測モデルである．このような，統

計的劣化予測モデルとして，例えばMadanat等 5) は，
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道路舗装の劣化発生・進展モデルを提案している．し

かし，既往研究においては，損傷の発生時点に関する

推計をしておらず，発生確率・進展確率の過小評価・過

大評価の危険性が存在する．

以上の問題意識のもと，本研究では，疲労亀裂の発

生及び進展に着目した鋼橋の統計的劣化予測モデルを

構築し，鋼橋の劣化予測を実施する．具体的には，鋼

橋における疲労亀裂の発生および進展を予測するため

に，それぞれの過程に異なるモデルを定義し，それらを

繋ぎ合わせたモデルを構築する．その際，観測するこ

とが困難な亀裂が発生した時点を潜在変数として取り

扱い，マルコフ連鎖モンテカルロ（以下，MCMC）法

を用いて，モデルのパラメータと同時推計する手法を

開発し，同手法をモデル推計に適用することで，亀裂

の発生確率や進展速度の過小評価の危険性を解消する．

以下，2.で本研究の基本的な考え方を述べる．3.では

亀裂発生および進展モデルを定式化し，4.でマルコフ

連鎖モンテカルロ（以下，MCMC）法を用いたモデル

のベイズ推計手法について詳述する．

2. 本研究の基本的な考え方

(1) 社会基盤施設の統計的劣化予測手法

本研究では，点検データを用いた統計的手法により

高速道路鋼橋の疲労亀裂発生・進展過程をモデル化す

る．統計的劣化予測手法に関しては，近年，数多くの

研究事例が多様な社会基盤施設に対して蓄積されてき

ている 6),7)．なかでも，生存時間解析 8)を用いた劣化

予測手法（劣化ハザードモデル）の開発により，故障

しているか否かの 2値状態で劣化状態が観測される施

設に対して，供用開始から管理限界を迎えて更新され

たような施設のデータ（完全データ）のみならず，供

用期間中に予防的な補修や更新が実施された施設に対

する点検データ（不完全データ）も用いて劣化予測を

行うことが可能となり，劣化予測精度が飛躍的に向上

した 9)．さらに，多段階の離散的な健全度で劣化状態

が記述される施設に対して，複数の劣化ハザードモデ

ルを用いてその劣化過程を記述した多段階指数劣化ハ

ザードモデル（マルコフ劣化ハザードモデル）4) や多

段階ワイブル劣化ハザードモデル 10)の開発により，上

述の生存時間解析の利点を多段階の健全度推移に対し

ても用いることができるようになった．また，これらの

モデルをもとに混合確率モデルや隠れマルコフモデル

を定式化することにより，劣化過程のベンチマーキン

グや複合的劣化過程の予測など，より複雑な劣化過程

の推定も可能となってきている 11)−15)．本研究におい

ても，このような生存時間解析の考え方を用いて，高

速道路鋼橋の疲労亀裂発生・進展過程を予測するため

のモデルを開発する．

社会基盤施設の劣化発生・進展モデルに関しても，既

往研究が存在する．力学的な手法に関しては，例えば，

コンクリートの劣化発生・進展過程が理論的にモデル化

されている 16)．一方，統計的手法に関しては，Madanat

等 5),17)−19)が道路舗装の劣化発生・進展モデルを提案

している．Madanat等のモデルでは，道路舗装のひび

割れの発生過程がプロビットモデルで，進展過程が線

形回帰モデルで表現されているが，2.4で議論するよう

な劣化発生時点の不可観測性が考慮されていないため

（劣化が観測された時点を劣化進展過程の初期時点とし

ているため），本研究で対象とする鋼橋疲労亀裂の発

生・進展過程に当該モデルを直接適用すると，亀裂発

生確率を過大評価する可能性がある．当然のことなが

ら，本研究で提案する劣化発生・進展過程モデルは，点

検データが獲得されていれば，鋼橋の疲労亀裂のみな

らず，上述のコンクリートや道路舗装の劣化発生・進展

過程に対しても適用可能であると考えられる．

一方で，損傷の発生・進展に複数の劣化モデルを組み

合わせ，損傷の発生時点において劣化過程が変化する

劣化予測モデルは，著者らの知る限り，存在しない．こ

れは，社会基盤施設に対する点検業務の特異性に起因

する問題が存在するためである．具体的には，社会基

盤施設に対する点検データのほとんどがある期間にお

いてのみ実施される不完全モニタリングデータである

という点検データの時間的不連続性の問題である．こ

れにより，複数のモデルをつなぎ合わせる際の，つな

ぎ目の時点に関する情報が不足しているため，既往研

究においてはいずれかの点検時点をモデルのつなぎ目

の時点と仮定せざるを得なかった．しかし，この仮定

は，発生確率や進展確率の過小評価や過大評価を招く

危険性が存在する．本研究では，劣化過程遷移時点に

関する情報の不足を補うようなモデル推計手法を提案

し，複数のモデルをつなぎ合わせる際の弊害を解消す

ることで，精緻な推計が可能となる劣化予測モデルを

定義する．

(2) 疲労亀裂の発生・進展の力学的メカニズム

疲労亀裂の発生・進展の力学的メカニズムに関して

は，参考文献 20)に詳しいが，ここではその特徴を踏ま

え，疲労亀裂の発生・進展過程に適合するような統計的

劣化予測モデルを考える．鋼橋において発生する亀裂

は，ある応力範囲以上の荷重が繰り返し載荷されるこ

とによって発生し，さらに多くの繰り返し荷重が載荷

されると亀裂が進展することが解明されている．疲労

亀裂が発生するまでの応力の繰り返し回数を表す S－

N曲線は，

(∆σ)mN = c (1)
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図–1 da/dN と ∆K の関係

で表される応力範囲∆σと応力の繰り返し回数N の関

係である．ただし，cとmはそれぞれ室内試験等によ

り決定される構造材料ごとに異なる定数である．すな

わち，力学的に劣化予測を行うために，疲労亀裂が発

生するまでの応力の繰り返し回数N を算出する際には，

構造材料や応力範囲∆σの情報が必要である．

一方で，疲労亀裂の進展に要する期間を算出する際

には，亀裂の伝播法則を用いることができる．亀裂の伝

播速度 da/dN と応力拡大係数範囲 ∆K の関係は図–1

のようになることが知られている．この関係を定式化

すると，
da

dN
= A(∆K)m (2)

となる．この式はParisの疲労亀裂の伝播則と呼ばれて

いる．ただし，da/dN は 1回の荷重の繰り返しあたり

の亀裂の伝播量であり，∆K は，∆K = ∆σY
√
πaで

与えられる．Aとmはそれぞれ室内試験等により決定

される構造材料ごとに異なる定数であり，Y は無次元

の修正係数である．よって，ここでも構造材料，応力

範囲 ∆σ のほかに，現在の亀裂長さに関する情報がわ

かれば，亀裂がどのように進展するのかを求めること

ができる．

以上のように，対象とする箇所に発生する応力範囲

がわかれば，亀裂の発生から進展までに何回の繰り返

し回数が必要なのかがわかるため，力学的なメカニズ

ムに基づいた劣化予測を行うことができる．しかし，実

務で使用される鋼橋は構造が極めて複雑であり，箇所

ごとに発生する応力範囲を把握するのは容易ではない．

また，現場で溶接される箇所等は，初期の溶接厚不足

が存在することも考えられ，室内実験により得られた

法則が必ずしも適合するとは限らない．このような観

点から，本研究では，統計学を用いたアプローチを試

みる．鋼橋の疲労亀裂の発生または進展を統計的に予

測した既往研究は，著者らの知る限り存在しない．

S－ N曲線から分かるように，疲労亀裂の発生まで

の期間は，荷重の繰り返し回数に依存する．このよう

な劣化過程を表現するために，亀裂の発生モデルにワ

イブル劣化ハザードモデルを適用する．これにより，時

間とともに増加する発生確率を表現することが可能と

なる．一方で，Parisの疲労亀裂の伝播則から分かるよ

うに，疲労亀裂の進展速度は，現在の亀裂長さに依存

する．このような劣化過程を表現するために，亀裂の

進展モデルにマルコフ劣化ハザードモデルを適用する．

これにより，劣化速度が現在の状態に依存して決定さ

れることを表現することが可能となる．

(3) 鋼橋の点検体制と亀裂発生時点の不可観測性

点検により蓄積された点検データを用いて鋼橋の亀

裂発生・進展モデルを推定する．道路管理者は鋼橋の

亀裂発生状況を把握するために定期的に点検を実施し

ている．ここで，鋼橋に対する点検が径間単位で実施

されていると考える．当該径間の供用開始から数年に

一度の頻度で定期的に点検が実施され，疲労亀裂の有

無が亀裂発生領域単位で記録される．さらに，亀裂潜

伏領域内に疲労亀裂が発生している場合には，亀裂発

生領域ごとにその亀裂長さも併せて記録される．一方，

本研究で想定する点検体制において，疲労亀裂が発生

した瞬間の時点を観測することは不可能であり，点検

と点検の間に疲労亀裂が発生したという情報のみがモ

デルの推定に利用可能である．このような亀裂発生時

点の不可観測性に対しては，生存時間解析における不

完全モニタリングデータ 9)に対する考え方を用いてワ

イブル劣化ハザードモデルの推定を行うことも可能で

あるが，点検間隔が長い場合や過去の点検データが利

用不可能な場合には，このような点検データの不完全

性が推定されるハザード関数の形状に大きな影響を与

えると考えられる．一方，本研究では，疲労亀裂の発

生・進展過程を同時に表現するため，点検と点検の間

に疲労亀裂が発生したという情報に加え，亀裂発生後

の亀裂長さの進展に関する情報も亀裂発生モデルの推

定に利用することができ，モデルの推定精度の向上を

図ることができる．

3. モデルの定式化

(1) 亀裂発生モデル

本研究では，亀裂の発生過程をワイブル劣化ハザー

ドモデルを用いて表現する．ワイブル劣化ハザードモ

デルに関しては，参考文献 9),10)に詳しいが，読者の便

宜を図るために概要を説明する．いま，ある施設に対

して，施設の供用開始から，施設の故障の有無が常時

モニタリングされていると考える．初期時点から任意

の時点 t ∈ [0,∞]まで，施設が故障せず生存する確率
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を表す生存関数 F̃ (t)は，時点 tまでに施設が故障する

確率を表す累積故障確率 F (t)を用いて，

F̃ (t) = F (t)− 1 (3)

と表せる．ここで，施設が時点 tまで生存し，かつ期間

[t, t+ δt]の間に初めて故障する条件付き確率は，

h(t)δt =
f(t)δt

F̃ (t)
(4)

と表せる．この h(t)はハザード関数と呼ばれ，このハ

ザード関数 h(t)に，

h(t|λ, α) = λαtα−1 (5)

で表されるワイブルハザード関数を設定すると，ワイ

ブル劣化ハザードモデルが表現できる．ワイブル劣化

ハザードモデルの確率密度関数および生存関数は，式

(3)から式（5）を用いて，

f(t|λ, α) = λαtα−1 exp (−λtα) (6a)

F̃ (t|λ, α) = exp (−λtα) (6b)

と導出できる．さらに，本研究では，亀裂の発生過程

に影響を与える可観測要因を特性変数として考慮する

ため，未知パラメータ λ, αを，

λ = exp(xγ′) (7a)

α = exp(yδ′) (7b)

と定義する．記号「′」は転置操作を表す．また，x =

(x0, · · · , xI)は亀裂発生過程の亀裂発生速度に影響を与

える特性変数ベクトル，γ = (γ0, · · · , γI) は未知パラ
メータベクトルである．I は特性変数の数を表す．な

お，x0γ0 は定数項を表し，x0 = 1 とする．同様に，

y = (y0, · · · , yJ )は亀裂発生過程の亀裂発生加速度に影
響を与える特性変数ベクトル，δ = (δ0, · · · , δJ)は未知
パラメータベクトルである．J は特性変数の数を表す．

なお，y0δ0 は定数項を表し，y0 = 1とする．

(2) 亀裂進展モデル

本研究では，亀裂発生以降の亀裂進展過程をマルコ

フ劣化ハザードモデルを用いて表現する．マルコフ劣

化ハザードモデルに関しては，参考文献 4)に詳しいが，

読者の便宜を図るために概要を説明する．マルコフ劣

化ハザードモデルでは，対象とする施設に発生してい

る損傷の進展度合いを基準として，施設の劣化状態を

表現する離散的な損傷度 s (s = 1, · · · , S)を用い，施設
の劣化を損傷度の推移で表現する．損傷度が大きくな

るほど，より劣化した施設であることを示し，損傷度 1

の施設は，損傷が発生している施設の中で最も劣化し

ていない施設を，損傷度 S の施設は，損傷が発生して

いる施設の中で最も劣化した施設を表す．任意の損傷

度 s (s = 1, · · · , S − 1)から，sより 1段階悪化した状

態を示す損傷度 s+1への劣化過程に対応するハザード

関数 hs(t)は，指数ハザード関数を用いて，

hs(t) = θs (s = 1, · · · , S − 1) (8)

と設定される．これにより，マルコフ劣化ハザードモ

デルの生存関数は，

F̃s(t) = exp (−θst) (9)

と表現できる．この式 F̃s(t) は，時間 t の間に損傷度

が sのままで変化しない確率を表現する．さらに，任

意の損傷度 s(s = 1, · · · , S)から任意の損傷度 v (v =

1, · · · , S)(v ≥ s)へと推移する確率 psv(t)を導出すると，

psv(t|θ) =
v∑

h=s

h−1∏
e=s

θe
θe − θh

v−1∏
e=h

θe
θe+1 − θh

exp (−θht)

(s = 1, · · · , S; v = s, · · · , S)

(10)

となる 4)．また，マルコフ推移確率の性質により，時

間 tの間に損傷度が任意の s (s = 1, · · · , S)から S に

推移するマルコフ推移確率 psS(t|θ) (s = 1, · · · , S)は，

psS(t|θ) = 1−
S−1∑
v=s

psv(t|θ) (11)

と表現できる．本研究では，マルコフ劣化ハザードモ

デルのハザード関数に関して，

θs = exp(zβ′
s) (12)

と定義する．z = (z0, · · · , zM )は亀裂進展過程に影響

を与える特性変数ベクトル，βs = (βs
0, · · · , βs

M ) (s =

1, · · · , S−1)は未知パラメータベクトルである．Mは特

性変数の数を表す．なお，z0β0は定数項を表し，z0 = 1

とする．

(3) 亀裂発生・進展モデル

亀裂発生モデルと亀裂進展モデルを用いて，鋼橋の供

用開始から亀裂が発生しその亀裂長さが進展する過程を

亀裂発生・進展モデルとしてモデル化する．いま，D個

の径間を分析対象とする．個々の径間 d (d = 1, · · · , D)

に存在する亀裂発生領域の数を Nd とし，亀裂発生領

域それぞれにに領域番号 nd (nd = 1, · · · , Nd)を付与

する．このとき，一般性を損なうことなく，亀裂の発

生していない径間群 Ωを d = 1, · · · , D′，亀裂の発生

している径間群 Ω′を d = D′ + 1, · · · , D，Ω′の亀裂発

生領域の中で亀裂の発生していない領域群 Ωd を nd =

1, · · · , N ′
d (d = D′ + 1, · · · , D)，発生している領域群

Ω′
d を nd = N ′

d + 1, · · · , Nd (d = D′ + 1, · · · , D)とす

る．ここで，ある単一の亀裂発生領域 ndの亀裂発生・

進展過程に着目する．本研究では，1径間に対する点検

業務において，当該径間内の全ての亀裂発生領域の亀

裂の有無と亀裂長さが観測されている場合を対象とす
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(a) 径間 d(∈ Ω)

(b) 径間 d(∈ Ω′)

図–1 想定する獲得データ

る．そこで，亀裂発生領域 ndの亀裂発生・進展過程を

記述するためのサンプル時間軸を，

t̄dk = t̄dk−1 + ūd
k (k = 1, · · · ,Kd) (13)

と定義する．なお，t̄d0 = 0は径間 dの初期時点（径間 d

の供用開始時点あるいは更新時点）である．また，径間

dに対して，現在までにKd回の点検が実施されている

とし，時点 t̄dk (k = 1, · · · ,Kd)は，径間 dに対する k回

目の点検時点を表す．サンプル時間軸上の点を時点と呼

び，カレンダー時刻と区別する．d ∈ Ω′∩nd ∈ Ω′
d以外

の亀裂発生領域に関する尤度関数 ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ)は，

ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ) = F̃ (t̄dKd
|γ, δ) (14)

と定義できる．なお，Ξ̄d,nd
は，点検情報であり，d ∈

Ω′ ∩nd ∈ Ω′
d以外の亀裂発生領域に関しては，Ξ̄d,nd

=

(t̄dKd
, x̄d,nd

, ȳd,nd
)で構成される．また，亀裂発生領域

nd = N ′
d + 1, · · · , Nd それぞれにおいて，1 回目から

V̄d,nd
回目の点検までは亀裂が観測されず，W̄d,nd

回目

の点検で亀裂が初めて観測されたと考える．このとき，

亀裂発生領域 nd = N ′
d + 1, · · · , Nd それぞれの亀裂発

生時点 ξd,nd
に関しては，ξd,nd

∈ (t̄d
V̄d,nd

, t̄d
W̄d,nd

)とい

う部分的な情報のみが獲得可能であり，亀裂発生時点

ξd,nd
自体は不可観測である．d ∈ Ω′ ∩ nd ∈ Ω′

d の場

合の亀裂発生領域 ndの亀裂発生・進展過程の尤度関数

ℓ′d,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ,β)を，

ℓ′d,nd
(Ξ̄nd

,γ, δ,β)

=

∫ t̄d
W̄d,nd

t̄d
V̄d,nd

−1

f(ξd,nd
|γ, δ)

·p
1s̄

d,nd
W̄d,nd

(ξd,nd
− t̄dV̄d,nd

|β)

·
Kd∏

k=W̄d,nd
+1

p
s̄
d,nd
k−1 s̄

d,nd
k

(ūd
k|β)dξd,nd

(15)

と定義する．ここで，s̄d,nd

k は，時点 t̄dk における亀裂

進展過程の健全度の観測値である．なお，亀裂発生
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時点では亀裂長さは極めて小さいと考え，時点 ξd,nd

での亀裂長さを表す健全度は 1 としている．観測さ

れた健全度ベクトルを s̄d,nd
= (s̄d,nd

W̄d,nd

, · · · , s̄d,nd

Kd
)

と表す．このとき，点検情報 Ξ̄d,nd
は Ξ̄d,nd

=

(s̄d,nd
, V̄d,nd

, W̄d,nd
, x̄d,nd

, ȳd,nd
, z̄d,nd

) で構成される．

ȳd,nd
は，領域 nd の亀裂進展に関する特性変数ベクト

ルである．また，径間 d(∈ Ω′)において獲得が期待さ

れるデータを図–1に示した．

個々の亀裂発生領域の尤度関数 (14)，(15)を用いて，

対象とする全ての径間の全ての亀裂発生領域に関する

尤度関数 L(Ξ̄,γ, δ,β)は，

L(Ξ̄,γ, δ,β)

=
D′∏
d=1

ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ)

·
D∏

d=D′+1


N ′

d∏
nd=1

ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ)

·
Nd∏

nd=N ′
d+1

ℓ′d,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ,β)

 (16)

と表すことができる．ただし，Ξ̄ = (Ξ̄1,1, · · · , Ξ̄D,ND )

である．

4. モデル推計手法

(1) MCMC法

モデルの尤度関数から未知パラメータを推計する際

の手法として，代表的なものに最尤推定法，ベイズ推

計法が挙げられる．このうち最尤推定法は，尤度関数

の最大化問題を考え，そのときのパラメータの値を最

尤推定値として採用する．しかし，尤度関数が非常に

多数のパラメータで構成される多変数関数となる場合，

解析的に尤度関数が最大値となる未知パラメータの値

を求めるのは容易ではない．そこで用いられるのが，直

接探索法とニュートン・ラフソン法を組み合わせた段

階的な最尤推定法である．このとき，尤度関数の全未

知パラメータによる 1階偏導関数を要素に持つグラジ

エントベクトル，2階偏導関数を要素に持つヘシアン行

列を求めることが必要となる．すなわち，尤度関数の

偏微分が困難な場合，パラメータ推計に最尤推計法を

用いることはできない．

一方で，ベイズ推計法は伝統的に共役な事前・事後

分布を用いて，未知パラメータを推計する方法が採用

されてきた．しかし，本研究で用いるワイブル劣化ハ

ザードモデルやマルコフ劣化ハザードモデルには，共

役事前分布が存在しないことが知られており，ベイズ

推計法を導入する際の弊害となっていた．しかし，近年

MCMC法を用いたベイズ推計アルゴリズムがハザード

解析の分野に導入されたことにより 21)−24)，複雑なモ

デルの推計も可能となった．これは，事後確率分布を

直接求めることが困難な場合に，各パラメータの条件

付き事後確率密度関数を用いることで，各パラメータ

をランダムにサンプリングし，事後分布を推計する手

法である．

本研究で提案するモデルの推計の際も，尤度関数（16）

が非常に複雑な構成となっていることから，このMCMC

法を用いたベイズ推計法を用いる．

(2) 尤度関数の完備化操作

亀裂発生時点 ξd,nd
は観測不可能であるが，いま仮

にその値が ξ̃d,nd
である場合を考えよう．亀裂発生時点

ξ̃d,nd
は，期間 (t̄d

V̄d,nd

, t̄d
W̄d,nd

)に存在するため，

t̄dV̄d,nd
< ξ̃d,nd

< t̄dW̄d,nd
(17)

を満足する．このとき，点検情報 Ξ̄が観測される尤度

関数は，

L̃(Ξ̄, ξ̃d,nd
,γ, δ,β)

=
D′∏
d=1

ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ)

·
D∏

d=D′+1


N ′

d∏
nd=1

ℓd,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ)

·
Nd∏

nd=N ′
d+1

ℓ̃′d,nd
(Ξ̄d,nd

,γ, δ,β)

 (18)

と表現でき 25)，尤度関数 (16)に一致する．ただし，

ℓ̃′d,nd
(Ξ̄nd

,γ, δ,β)

= f(ξ̃d,nd
|γ, δ)

·p
1s̄

d,nd
W̄d,nd

(ξ̃d,nd
− t̄dV̄d,nd

|β)

·
Kd∏

k=W̄d,nd
+1

p
s̄
d,nd
k−1 s̄

d,nd
k

(ūd
k|β) (19)

である．以上の操作を完備化という．完備化された

尤度関数（以下，完備化尤度関数）(18) は，通常の

尤度関数 (16) より大幅に簡略化されていることが

理解できる．しかし，前述したように完備化尤度関

数の中に含まれる潜在変数ベクトル ξ̃ = (ξ̃d,nd
=

ξ̃D′+1,N ′
D′+1

+1, · · · , ξ̃D,ND)は，観測できない変数であ

る．ただし，潜在変数が従う確率分布は完備化尤度関数

(18)に他ならない．しかし，この完備化尤度関数 (18)

を用いて，潜在変数 ξ̃d,nd
の全条件付き事後確率を求め

ることができたとしても，未知パラメータ γ, δ,βが含

まれるために，潜在変数 ξ̃d,nd
が生起する確率を先験的

に求めることができない．そこで，MCMC法により，

未知パラメータ γ, δ,βをランダムサンプリングすると

同時に，潜在変数 ξ̃d,nd
をランダム発生させる．このよ
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うな方法により，完備化尤度関数 (18)を用いて求めた

パラメータのベイズ推計値が，尤度関数 (16)を用いて

求めたパラメータの最尤推定値に収束することが証明さ

れている 26)．既往研究における潜在変数は，点検デー

タのシステム的な欠損により観測できない路面や耐荷

力の離散的な健全度として設定されている 11)−15)．そ

のランダム発生の際に用いる確率分布は，ベイズの定

理を援用し，取り得ることのできる全ての健全度が生

起する確率を導出し，それらの総和で個々の健全度が

生起する確率を規格化して定義している．このように，

潜在変数が離散的な変数であるときは，それら 1つ 1

つの潜在変数が生起する確率を導出することができる

が，本研究で取り扱う潜在変数は，亀裂の発生時点と

して設定さた連続的な変数である．この場合，潜在変

数 1つ 1つが生起する確率を導出することができない

ため，その確率分布（確率密度関数）から直接的にサ

ンプリングを行うことができない．そこで，本研究で

は，潜在変数がある値以下に存在している確率，すな

わち累積分布関数を定式化し，この関数からランダム

サンプリングを行う．

そこで，潜在変数が従う累積分布関数を導出する．

完備化尤度関数を用いて，潜在変数 ξ̃d,nd
に関する

全条件付き事後確率の累積分布関数 Prob[ξ̃d,nd
≤

T |Ξ̄d,nd
,γ, δ,β]は，

Prob[ξ̃d,nd
≤ T |Ξ̄d,nd

,γ, α,β]

=

∫ T

t̄d
V̄d,nd

L̃(Ξ̄d,nd
, t,γ, δ,β)dt

∫ t̄d
W̄d,nd

t̄d
V̄d,nd

L̃(Ξ̄d,nd
, t,γ, δ,β)dt

(20)

と表される．この関数からランダムサンプリングを行

う際には，[0, 1]を定義域とする一様乱数 ηを発生させ，

累積分布関数 (20)の逆関数に当てはめる．具体的には，

Prob−1[η|Ξ̄d,nd
,γ, δ,β] = T (21)

を満足する T を潜在変数 ξ̃d,nd
のサンプリング値とし

て採用する．以上のように，潜在変数をサンプリング

する際には，完備化尤度関数の積分を行い，その逆関

数を求めなければならない．しかし，完備化尤度関数

の原始関数を導出することはできず，解析的に積分計

算を行うことができない．このような問題を解消する

ために，本研究では，モンテカルロ積分を援用し，一様

乱数 η に最も近い積分値をとる T を潜在変数 ξ̃d,nd
の

サンプリング値として採用する．

(3) 事前確率密度関数の設定

モデルに含まれる未知パラメータ γ, δ,βをベイズ推

定するために，それぞれの未知パラメータに対し，事

前確率密度関数を設定する．まず，γ = (γ0, · · · , γI)
に対しては，I + 1 次元正規分布を設定し，γ ∼

NI+1(µγ ,σγ)とする．ただし，µγ はNI+1(µγ ,σγ)の

期待値ベクトル，σγ は NI+1(µγ ,σγ) の分散共分散

行列を表す．一方で，δ = (δ0, · · · , δJ) に対しては，
J + 1 次元正規分布を設定し，δ ∼ NJ+1(µδ,σδ) と

する．ただし，µδ はNJ+1(µδ,σδ)の期待値ベクトル，

σδ は NJ+1(µγ ,σγ) の分散共分散行列を表す．βs =

(βs
0, · · · , βs

M )(s = 1, · · · , S − 1)に対しては，M +1次

元正規分布を設定し，βs ∼ NM+1(µ
s
β ,σ

s
β)とする．た

だし，µs
β はNM+1(µ

s
β ,σ

s
β)の期待値ベクトル，σs

β は

NM+1(µ
s
β ,σ

s
β) の分散共分散行列を表す．以上の事前

確率密度関数および完備化尤度関数を用いて，ベイズ

の定理により完備化事後確率密度関数を定式化するこ

とができる．

(4) 事後確率密度関数の定式化

事後確率密度関数は，ベイズの定理から尤度関

数と事前確率密度関数との積で表される．Ξ̄ =

(Ξ̄1,1, · · · , Ξ̄D,ND
)，ξ̃ = (ξ̃D′+1,N ′

D′+1
+1, · · · , ξ̃D,ND

)

を所与としたときの，完備化事後確率密度関数

Π(γ, δ,β|Ξ̄, ξ̃)は，

Π(γ, δ,β|Ξ̄, ξ̃)

∝
D′∏
d=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
D∏

d=D′+1

 N ′
d∏

nd=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
Nd∏

nd=N ′
d+1

[
αλξ̃d,nd

α−1 exp
(
−λξ̃d,nd

α
)

·

s̄
d,nd
W̄d,nd∑
h=1


h−1∏
e=1

θe
θe − θh

s̄
d,nd
W̄d,nd

−1∏
e=h

θe
θe+1 − θh

· exp
(
−θh

(
ξ̃d,nd

− t̄dV̄d,nd

))}
·

Kd∏
k=W̄d,nd

+1

 s̄
d,nd
k∑

h=s̄
d,nd
k−1


h−1∏

e=s̄
d,nd
k−1

θe
θe − θh

·
s̄
d,nd
k −1∏
e=h

θe
θe+1 − θh

exp
(
−θhū

d
k

)




· exp
{
−1

2

(
γ − µγ

)
(σγ)

−1 (
γ − µγ

)′}
· exp

{
−1

2
(δ − µδ) (σδ)

−1
(δ − µδ)

′
}

· exp

[
−

S−1∑
s=1

{
1

2

(
βs − µs

β

) (
σs

β

)−1 (
βs − µs

β

)′}]
(22)

と定式化できる．
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(5) 条件付き事後確率密度関数の定式化

以下では，個々の未知パラメータに対し，その条件

付き事後確率密度関数を定式化する．

まず，γ−i, δ,β, Ξ̄, ξ̃を所与としたときのパラメータ

γi (i = 0, · · · , I)の条件付き事後確率密度関数は，

Π(γi|γ−i, δ,β, Ξ̄, ξ̃)

∝
D′∏
d=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
D∏

d=D′+1

 N ′
d∏

nd=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
Nd∏

nd=N ′
d+1

{
λ exp

(
−λξ̃d,nd

α
)}

· exp
{
−1

2

(
γ − µγ

)
(σγ)

−1 (
γ − µγ

)′}
(23)

となる．ただし，γ−i は，未知パラメータベクトル γ

から，要素 γi を除いた部分ベクトルである．

次に，γ, δ−j ,β, Ξ̄, ξ̃を所与としたときのパラメータ

δj (j = 0, · · · , J)の条件付き事後確率密度関数は，

Π(δj |γ, δ−j ,β, Ξ̄, ξ̃)

∝
D′∏
d=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
D∏

d=D′+1

 N ′
d∏

nd=1

{
exp

(
−λt̄dKd

α
)}

·
Nd∏

nd=N ′
d+1

{
αξ̃d,nd

α−1 exp
(
−λξ̃d,nd

α
)}

· exp
{
−1

2
(δ − µδ) (σδ)

−1
(δ − µδ)

′
}

(24)

となる．ただし，δ−j は，未知パラメータベクトル δか

ら，要素 δJ を除いた部分ベクトルである．

そして，γ, δ,β−s
−m, Ξ̄, ξ̃を所与としたときのパラメー

タ βs
m (m = 0, · · · ,M) (s = 1, · · · , S − 1)の条件付き

事後確率密度関数は，

Π(βs
m|γ, δ,β−s

−m, Ξ̄, ξ̃)

∝
D∏

d=D′+1

 N ′
d∏

nd=1


s̄
d,nd
W̄d,nd∑
h=1

{
h−1∏
e=1

θe
θe − θh

·

s̄
d,nd
W̄d,nd

−1∏
e=h

θe
θe+1 − θh

exp
(
−θh

(
ξ̃d,nd

− t̄dV̄d,nd

))
·

Kd∏
m=W̄d,nd

+1

 s̄
d,nd
k∑

h=s̄
d,nd
k−1


h−1∏

e=s̄
d,nd
k−1

θe
θe − θh

·
s̄
d,nd
k −1∏
e=h

θe
θe+1 − θh

exp
(
−θhū

d
k

)




· exp

[
−

S−1∑
s=1

{
1

2

(
βs − µs

β

) (
σs

β

)−1 (
βs − µs

β

)′}]
(25)

となる．ただし，β−s
−mは，未知パラメータベクトル β

から，要素 βs
m を除いた部分ベクトルである．

(6) 推計アルゴリズム

本研究で提案するモデルのパラメータと潜在変数と

して設定する損傷発生時点をランダムサンプリングす

るための具体的なアルゴリズムを以下と図–2の推計フ

ローで説明する．

な お ，γ
(n)
i , δ

(n)
j , βs

m
(n), ξ

(n)
d,nd

は ，そ れ ぞ れ の

パラメータおよび潜在変数の n 回目のサンプ

リング値を示す．さらに，パラメータベクト

ルおよび潜在変数ベクトル γ(n), δ(n),β(n), ξ̃
(n)

は そ れ ぞ れ (γ
(n)
0 , · · · , γ(n)

I )，(δ
(n)
0 , · · · , δ(n)J )，

(β1
0
(n)

, · · · , βS−1
M

(n)
)，(ξ̃

(n)
D′+1,N ′

D′+1
+1, · · · , ξ̃

(n)
D,ND

)

で 構 成 さ れ る と し ，γ
(n),(n−1)
−i に 関 し て は ，

(γ
(n)
0 , · · · , γ(n)

i−1, γ
(n−1)
i+1 , · · · , γ(n−1)

I )，δ
(n),(n−1)
−j に

関 し て は ，(δ
(n)
0 , · · · , δ(n)j−1, δ

(n−1)
j+1 , · · · , δ(n−1)

J )，

β−s
−m

(n),(n−1)
に 関 し て は ，

(β1
m

(n)
, · · · ,βs−1

m

(n)
,βs

−m
(n),(n−1)

,βs+1
m

(n−1)
, · · · ,

βS−1
m

(n−1)
) で 構 成 さ れ る と す る ．た

だ し ，βs
−m

(n),(n−1) に 関 し て は ，

(βs
1
(n), · · · , βs

m−1
(n), βs

m+1
(n), · · · , βs

M−1
(n)) で 構

成されるとする．

ステップ 1　初期設定

事前確率密度関数のパラメータµγ，σγ，µδ，σδ，µβ，

σβ を設定し，事前確率密度関数を決定する．また，未

知パラメータの初期値 γ(0)，δ(0)，β(0)を設定する．潜

在変数についても初期値 ξ̃
(0)
を設定する．これらの初

期値の影響は，サンプリング回数 nが増加するにつれ
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薄れていく．さらに，MCMC法のバーイン回数 n，ア

ルゴリズムの終了回数 nを設定する．n = 1とし，ス

テップ 2に進む．

ステップ 2　未知パラメータのサンプリング

ステップ 2-1　 γ(n) のサンプリング

このステップでは，条件付き事後確率密度関数 (23)

から未知パラメータベクトル γ(n)を反復的にサンプリ

ングする．

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(γ
(n)
0 |γ(n),(n−1)

−0 , δ(n−1),β(n−1), Ξ̄, ξ̃
(n−1)

)

から未知パラメータ γ
(n)
0 をランダムサンプリング

する．
...

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(γ
(n)
I |γ(n),(n−1)

−I , δ(n−1),β(n−1), Ξ̄, ξ̃
(n−1)

)

から未知パラメータ γ
(n)
I をランダムサンプリング

する．

ステップ 2-2　 δ(n) のサンプリング

このステップでは，条件付き事後確率密度関数 (24)

から未知パラメータベクトル δ(n)を反復的にサンプリ

ングする．

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(δ
(n)
0 |γ(n), δ

(n),(n−1)
−0 ,β(n−1), Ξ̄, ξ̃

(n−1)
) か

ら未知パラメータ δ
(n)
0 をランダムサンプリング

する．
...

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(δ
(n)
J |γ(n), δ

(n),(n−1)
−J ,β(n−1), Ξ̄, ξ̃

(n−1)
) か

ら未知パラメータ δ
(n)
J をランダムサンプリング

する．

ステップ 2-3　 β(n) のサンプリング

このステップでは，条件付き事後確率密度関数 (25)

から未知パラメータベクトル β(n)を反復的にサンプリ

ングする．

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(β1
0
(n)|γ(n), δ(n),β−1

−0

(n),(n−1)
, Ξ̄, ξ̃

(n−1)
) か

ら未知パラメータ β1
0
(n) をランダムサンプリング

する．
...

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(β1
M

(n)|γ(n), δ(n),β−1
−M

(n),(n−1)
, Ξ̄, ξ̃) か ら

未知パラメータ β1
M

(n) をランダムサンプリング

する．
図–2 推計フロー
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⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(β2
0
(n)|γ(n), δ(n),β−2

−0

(n),(n−1)
, Ξ̄, ξ̃

(n−1)
) か

ら未知パラメータ β2
0
(n) をランダムサンプリング

する．
...

⋄ 条 件 付 き 事 後 確 率 密 度 関 数

Π(βS−1
M

(n)|γ(n), δ(n),β
−(S−1)
−M

(n),(n−1)
, Ξ̄, ξ̃)

から未知パラメータ βS−1
M

(n)
をランダムサンプリ

ングする．

ステップ 3に進む．

ステップ 3　潜在変数のサンプリング

このステップでは，潜在変数 ξ̃
(n)
を確率分布 (21)に

従い反復的にサンプリングする．

⋄ 確率分布Prob−1[η|Ξ̄D′+1,N ′
D′+1

+1,γ
(n), δ(n),β(n)]

から潜在変数 ξ
(n)
D′+1,N ′

D′+1
+1 をランダムサンプリ

ングする．
...

⋄ 確率分布Prob−1[η|Ξ̄D,ND ,γ
(n), δ(n),β(n)]から潜

在変数 ξ
(n)
D,ND

をランダムサンプリングする．

ステップ 4に進む．

ステップ 4　収束判定

サンプリング回数 nがバーイン回数 nよりも小さい

場合，n = n + 1とし，ステップ 2に戻る．nが nよ

りも大きい場合，γ(n), δ(n),β(n), ξ̃
(n)
を記録し，ステッ

プ 5に進む．

ステップ 5　アルゴリズムの終了判定

サンプリング回数 nがアルゴリズムの終了回数 nに

達していない場合，n = n + 1とし，ステップ 2に戻

る．nが nに達した場合，アルゴリズムを終了する．

5. おわりに

本研究では，既設の鋼橋に対する点検業務によって

獲得される情報に基づいた鋼橋のための統計的劣化予

測モデルを開発し，その推計手法を示した．モデルと

亀裂発生時点を同時にベイズ推計することで，亀裂発

生時点の不可観測性を解消している点が，本研究で開

発したモデル推計手法の大きな特長である．なお，実

証分析に関しては講演会当日に発表する予定である．
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